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AUS DEM VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Der Aufbau und Inhalt des vorliegenden Bandes „Quanten‘“ wird in der 
Einleitung ausführlich besprochen. Er enthält sieben Teile, deren Inhalt 
eng zusammenhängt, so daß sich für das Studium der einzelnen Teile eine 
gewisse Reihenfolge empfiehlt, die durch das untenstehende Pfeilschema 
angedeutet wird. Teil 2 über die Teilchenquantelung bereitet dem An- 
fänger gewisse Schwierigkeiten. Dafür wurde Teil 3 so aufgebaut, daß zu 
seinem Studium das Verständnis von Teil 2 nicht unbedingt erforderlich ist. 
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6 Streu- und 
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HILBERTraum 


Wegen der in der Einleitung erwähnten Symmetrie der Quantentheorie 
gegenüber den Begriffen ‚Teilchen‘ und ‚Wellen‘ sollte das vorstehende 
Pfeilschema eigentlich ‚‚rechts-links-symmetrisch“ sein. Dies ist aber nicht 
der Fall, weil sich der Wellenbegriff wegen seiner starken Anschaulichkeit 
zur Lösung spezieller quantenmechanischer Probleme als fruchtbarer er- 
wiesen hat. 


Geschrieben wurde das Buch in erster Linie für den lernenden Theore- 
tiker und experimentierenden Physiker, aber auch für den theoretisch 
interessierten Ingenieur und Techniker, der sich über Herkunft und Grund- 
lagen der von ihm verwendeten Formeln informieren möchte. Im übrigen 
ist hinsichtlich der Darstellung und Übersichtlichkeit alles versucht, um 
das Werk auch dem Fachkollegen, der es nicht systematisch durcharbeitet, 
sondern an beliebiger Stelle aufschlägt, so zugängig wie möglich zu machen. 
Für die Darlegung des Inhaltes galt der Grundsatz, lieber eine Erklärung 
zuviel als zuwenig zu geben. Trotzdem liegt es in der Natur des behandelten 
Stoffes, daß sein Inhalt nur dem aktiv mitarbeitenden Leser verständlich 
wird, der mit Bleistift und Papier die mathematisch formulierten Gedan- 
kengänge selbst verfolgt. 


IV Vorwort 


Konsequent wird in allen Gleichungen das internationale Maßsystem ver- 
wendet, aber gleichzeitig durch eine geeignete Schreibweise dafür gesorgt, 
daß die Gleichungen von den in der Atomtheorie gewohnten Formelbildern 
„optisch‘ nicht abweichen. Gelegentliche Hinweise auf den Band ‚Wellen‘ 
werden kurt mit ,„W‘“ bezeichnet. 

Das Manuskript ist in langjähriger Tätigkeit des Unterzeichneten aus 
Vorlesungen sowie aus dem ständigen Kontakt mit dem Lernenden und 
seiner Kritik hervorgegangen. Bei der endgültigen Zusammenstellung des 
Manuskriptes leistete Herr P. Zıesch£ durch wertvolle Anregungen und 
Kritiken in unermüdlicher Tätigkeit wichtige Hilfe, für die ihm an dieser 
Stelle sehr herzlich gedankt sei. Unter seiner Leitung und Verantwortung 
wurden auch die Körrekturen von einem Mitarbeiterkollektiv in dankens- 
werter Weise durchgeführt, das sich aus den Herren G. BzssneEr, H.). 
Kaıser, W. Kost, R. Lenk, D. NetzBann, P. REnNERT, K. ScHMIDT 
und H.J.Sıx zusammensetzte. Herrn B. PzgEL danke ich für die sorg- 
fältige Anfertigung der Abbildungen. Dem Verlag sei für sein verständnis- 
volles Entgegenkommen gedankt, mit dem er bereitwillig auf alle Wünsche 
des Verfassers eingegangen ist. 


Dresden, den 10. Februar 1959 WILHELM MACKE 


VORWORT ZUR ZWEITEN UND DRITTEN AUFLAGE 


Die erste Auflage war unvorhergesehen rasch vergriffen. Daher standen 
Autor und Verlag vor der Aufgabe, kurzfristig eine zweite und nunmehr 
auch eine dritte Auflage vorzubereiten, die hiermit vorliegt. Änderungen 
gegenüber der ersten und der zweiten Auflage wurden nur in kleinerem 
Umfang vorgenommen. Insbesondere konnten alle inzwischen bekannt 
gewordenen Druckfehler berichtigt werden. 


Dresden, den 24. Juni 1964 WILHELM MACKE 
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EINLEITUNG 


Zwei Begriffe präpariert die klassische Physik scharf heraus: den Be- 
griff des Teilchens bei der Behandlung des Massenpunktes in der klassi- 
schen Mechanik und den Begriff der Welle, der in der Elektrodynamik, 
Optik, Akustik und in anderen Gebieten fundamental in Erscheinung tritt. 
Bei der Beobachtung der verschiedensten physikalischen Erscheinungen 
hat sich nun seit der Jahrhundertwende im Rahmen einer ‚modernen 
Physik‘ herausgestellt, daß beide Elemente der klassischen Physik, 
Teilchen und Wellen, in der Natur überhaupt nicht existieren, sondern nur 
genäherte Beschreibungsformen allgemeinerer Naturereignisse darstellen, 
die als Quanten bezeichnet werden. 


Insbesondere bei den atomaren Erscheinungen. macht sich die Unzuläng- 
lichkeit der Begriffe Teilchen und Welle so stark bemerkbar, daß es nicht 
möglich ist, mit ihnen im Bereich des Mikrokosmos eine quantitative und 
widerspruchsfreie Beschreibung der physikalischen Vorgänge. zu finden. 
Beide Begriffe werden hier zwar nicht völlig sinnlos, gelten jedoch nur noch 
mit bestimmten Einschränkungen, die durch die 1927 von HEISENBERG 
entdeckten Unbestimmtheitsrelationen geregelt werden. Diesen Unbestimmt- 
heitsrelationen zufolge sind zum Beispiel Ort und Impuls eines Teilchens 
zwei Eigenschaften, die nicht gleichzeitig durch zwei Maßzahlen angegeben 
werden können. Vielmehr schließt die Messung des Orts eine gleichzeitige 
exakte Bestimmung des Impulses aus und umgekehrt. 


Die Gültigkeit der Unbestimmtheitsrelationen hat für die Beschreibung 
des Naturgeschehens die verschiedenartigsten Konsequenzen. Zunächst ist 
es nicht mehr möglich, physikalische Größen wie Ort und Impuls durch 
einfache Zahlen oder Funktionen zu beschreiben. Das bedeutet eine 
besondere Komplikation für die mathematische Formulierung der Quanten- 
theorie. Nach HEISENBERG werden die physikalischen Größen statt durch 
einfache analytische Funktionen durch algebraische Matrizen dargestellt, 
während SCHRÖDINGER zur mathematischen Beschreibung quantenmecha- 
nischer Probleme die Theorie partieller linearer Differentialgleichungen 
heranzieht. 


Weiter haben die Unbestimmtheitsrelationen zur Folge, daß die Anfangs- 
bedingungen eines physikalischen Problems, die in der Angabe der Orte 
und Impulse zu einer gegebenen Zeit bestehen, nicht mehr voll determinier- 
bar sind. Damit ist auch die Zukunft eines quantenmechanischen Systenis 
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nicht mehr in allen Aussagen voll determiniert. Diese Aussagen über zu- 
künftige Ereignisse können nur in der Angabe von Wahrscheinlichkeiten 
bestehen. Bemerkenswert ist ferner, daß die Begriffe Teilchen und Welle 
in der Quantentheorie durchaus sinnvoll bleiben, wenn jeder von ihnen 
nur in der durch die Unbestimmtheitsrelationen eingeschränkten Form 
benutzt wird. Das ist für die Verwendung anschaulicher Vorstellungen auf 
quantenmechanische Begriffe von besonderer Bedeutung. 


Ausgehend von der klassischen Physik, und zwar insbesondere von der 
Mechanik als Theorie der Teilchen sowie von der Theorie der Wellen, wird 
in der folgenden Darstellung die soeben geschilderte Theorie Schritt für 
Schritt, zum Teil in Übereinstimmung mit der historischen Entwicklung, 
aufgebaut. Dabei beschränkt sich die hier dargestellte Theorie der Quanten 
auf eine Darstellung allein der nichtrelativistischen Quantenmechanik 
und ihrer wichtigsten Anwendungsgebiete. , 

Eine besondere Schwierigkeit beim Erlernen der Quantentheorie besteht 
darin, daß sie, wie auch die Relativitätstheorie, zu den Gebieten der Physik 
gehört, die erst in ihrer Gesamtheit klar und völlig widerspruchsfrei ver- 
ständlich werden, nicht aber bei bloßer Kenntnis einzelner Details. Während 
man im Rahmen der klassischen Mechanik durchaus das Bewegungsproblem 
eines einzelnen Massenpunktes vollständig verstanden haben kann ohne die 
geringste Kenntnis der Mechanik von Punktsystemen, wird man im Gegen- 
satz dazu beim Erlernen der Quantentheorie deren Anfangsgründe durchweg 
so lange als unbefriedigend empfinden, bis man zum Verständnis ihrer 
Grundlagen, der Vertauschungs- und Unbestimmtheitsrelationen, vor- 
gedrungen ist. Diese Schwierigkeit liegt im Wesen der Sache und ist daher 
durch eine entsprechend gewählte Form der Darstellung nicht voll zu über- 
brücken, wenngleich hier der Versuch gemacht wird, ihr durch eine ent- 
sprechende Anordnung des Stoffes möglichst entgegenzuwirken. 


In Teil 1 werden im Rahmen einer Vorgeschichte der Quantentheorie die 
elementaren Erfahrungen über Stoff und Strahlung zusammengestellt. Dabei 
stellt sich heraus, daß die meisten physikalischen Größen, die in der makro- 
skopischen Welt scheinbar kontinuierlich auftreten, in der mikroskopischen 
Welt aus einzelnen Bausteinen von gleicher oder verschiedener Größe 
zusammengesetzt sind. Das gilt zunächst in ganz elementarem Sinn für die 
Massen und Ladungen der Atome und Moleküle wie auch für ihre Bestand- 
teile, die Protonen, Neutronen und Elektronen. Aber auch die Bewegung 
solcher Elementarteilchen kann nur auf ganz bestimmten, voneinander 
verschiedenen Bahnen erfolgen. Sie ist, wie eine genauere Analyse zeigt, 
ebenfalls gequantelt in dem für die Darstellung mechanischer Systeme 
charakteristischen Phasenraum. Selbst elektromagnetische Wellen zeigen 
gewisse Quanteneigenschaften, die sich nur vom Standpunkt einer Teilchen- 
theorie des Lichts deuten lassen. Diese Erfahrungstatsachen finden ihre 


XI Einleitung 


Zusammenfassung in der logisch noch nicht ganz geschlossenen und auch 
quantitativ nicht immer richtigen elementaren Quantentheorie. 


Die neuere Quantentheorie wurde auf zwei gänzlich verschiedenen Wegen 
entwickelt, nämlich einerseits auf der Grundlage der mechanischen Teilchen- 
theorie, andererseits vom Standpunkt einer Wellentheorie der Materie aus. 
Die beiden Wege führen durch Berücksichtigung der besonderen Erfahrun- 
gen über die Quantelung zu zwei Formulierungen der Quantentheorie, die 
jedoch völlig inhaltsgleich sind. Die auf dem ersten Weg gewonnene Formu- 
lierung, die von HEISENBERG entwickelte Matrixmechanik, wird in Teil 2 
dargestellt, die andere unabhängig davon in Teil 3. Die Gleichwertigkeit 
beider wird vorläufig in Kapitel 34 und endgültig in Kapitel 74 nachge- 


wiesen. 


Die Aussagen dieser Quantentheorie lassen sich in solche über gebundene 
Zustände (Teil4) und über Streu- und Stoßprobleme (Teil 6) unterteilen. 
Der dazwischenliegende Teil5 über den Aufbau der Atome und Moleküle 
ist dabei als Anwendung der in Teil4 entwickelten Theorie der gebundenen 
Zustände aufzufassen. 


Der letzte Teil 7 über die Darstellung der Quantentheorie im HıLzertraum 
enthält die Aussagen der Quantentheorie in ihrer höchsten Abstraktionsform. 
Er ist den anderen Teilen gegenüber formaler und mathematisch schwieriger 
abgefaßt. In diesem Teil findet die Quantentheorie ihre allgemeingültigste 
und ästhetisch befriedigendste Formulierung. Die in den letzten Ab- 
schnitten 747 und 748 nachgewiesene vollständige Äquivalenz zwischen 
gequantelter Teilchentheorie und gequantelter Wellentheorie zählt zu den 
tiefgründigsten und weitreichendsten Erkenntnissen der theoretischen 
Physik. 


1 Vorgeschichte der Quantentheorie 


Am Beispiel der älteren Quantentheorie werden in Teill die Grund- 
erscheinungen diskutiert und ihre speziellen Besonderheiten und Begriffs- 
bildungen in zunächst vorläufiger Form abgeleitet. Kapitel 11 enthält einen 
Überblick über den Aufbau der Materie, wobei der Begriff der Quantelung 
noch durchaus elementar zu verstehen ist als Gegensatz zur Kontinuums- 
beschreibung. Die nächsten beiden Kapitel behandeln die Quanteneigen- 
schaften von Teilchen und Wellen in elementarer Form, wie sie von PLANCK 
und EınSTEIN ursprünglich entdeckt wurden. Mit den Verallgemeinerungen 
von BOHR und SOMMERFELD im Kapitel 14 ist die ältere Quantentheorie 
zunächst abgeschlossen. 


11  @Quantelung von Masse und Ladung 


Zusammenfassung: In der Physik der Moleküle, Atome und Atomkerne stellt 
sich heraus, daß die Materie nur aus wenigen, voneinander verschiedenen Elementar- 
teilchen, nämlich Elektronen, Protonen und Neutronen, aufgebaut ist, daß sie also 
nur in bestimmten Quanten auftritt. Elektrische Ladungen treten überhaupt nur 
als positive und negative ganzzahlige Vielfache einer Elementarladung e auf. Die 
für die atomare Struktur der Materie wichtigste Konstante ist die LoscHmiptsche 
Zahl L, die Zahl der in einem kmol enthaltenen Moleküle. Experimentell zugänglich 
ist diese Zahl entweder über die Beobachtung statistischer Schwankungserscheinun- 
gen oder über die direkte Bestimmung atomarer Größen. 


Die wichtigsten atomaren Erscheinungen liefern folgendes elementare Bild der 
Materie: Die Nukleonen im Atomkern sind ähnlich wie die Moleküle in einer Flüssig- 
keit angeordnet. Kern und Elektronen bilden zusammen das Atom, ähnlich auf- 
gebaut wie ein Planetensystem und beschrieben durch das RUTHERFORDsche Modell. 
Kräfte elektrischen Ursprungs binden die Atome schließlich zu Molekülen, die ihrer- 
seits, je nach dem Aggregatzustand, ebenfalls durch schwächere elektrische Kräfte 
miteinander verbunden sind. Die Streuung von «-Strahlen an dünnen Materieschichten 
wird durch die RUTHERFORDsche Streuformel bis auf kleine Abweichungen richtig 
wiedergegeben. 


111 Antike Atomtheorie 


Die Vermutung, daß die Materie gequantelt sei, ist schon sehr alt. So 
findet sich bereits um 440 v. Chr. bei LEukıpp der Hinweis, daß es nur 
die Atome — wörtlich: die Unteilbaren — und das Leere gäbe. Das ist aber 
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genau das, was man sich zunächst naiv unter einer Quantelung der Materie 
vorzustellen hat, nämlich die Annahme daß alles Materielle in der Welt 
sich auf kleinste Elemente zurückführen läßt. 


Diese Lehre wurde von DEMOKRIT, dem bedeutenden Schüler des 
LEUKIPP, weitergebildet zu einer Atomtheorie, die bereits eine relativ klare 
Vorstellung vom Aufbau der stofflichen Welt entwickelt. Nach DEMOKRIT 
besteht alle Materie aus kleinsten, untereinander gleichen Teilchen, und alle 
Änderungen in der Welt werden nur durch Bewegung dieser kleinsten, 
selbst unveränderlichen Teile hervorgerufen. Dadurch gelangen ihm bereits 
Ansätze zu einem Verständnis der kausalen Zusammenhänge im Natur- 
geschehen. Denn die Zukunft wird in diesem Naturbild als zwangsläufige 
Folge der Vergangenheit angesehen, wobei die Atome selbst stets die 
gleichen bleiben und ihre Bewegung sich gesetzmäßig vollzieht. 


In diesem Sinne stellt die Atomtheorie der Griechen bereits eine sehr weit 
entwickelte Theorie dar. Trotzdem war sie noch keine physikalische Theorie 
im heutigen Sinne. Die Atomtheorie der Griechen war mehr aus der Forde- 
rung des Denkens nach Einfachheit, nach Ordnung und nach Überblick 
über das Naturgeschehen entstanden, mit dem sich der Mensch auseinander- 
zusetzen hatte. Es war mehr der radikale Versuch einer Gesamtdeutung des 
Seins als etwa ein physikalisches Programm; denn unter dem letzteren 
wäre ein System von Grundhypothesen zu verstehen, aus dem sich nicht 
nur allgemeine logische Folgerungen ziehen lassen, sondern das darüber 
hinaus zu einem quantitativen Verständnis der Wirklichkeit in allen Details 
führt. Im Rahmen physikalischer Theorien werden spezielle Fragen gestellt 
und aus der Theorie heraus beantwortet. Erst die quantitative Anwendung 
auf konkrete Einzelprobleme ermöglicht ihre Prüfung durch das Experiment. 


112  Atomtheorie der Neuzeit 


Die Atomtheorie im Sinne einer physikalischen Theorie, eines physi- 
kalischen Programms, existiert erst knapp zwei Jahrhunderte. Seit dieser 
Zeit wurde wirklich versucht, Einzelheiten zu klären und mit den aufge- 
stellten Grundhypothesen zu rechnen, um detaillierte Aufschlüsse über die 
Naturgesetze zu erhalten. Durch die Atomhypothese wurden beispielsweise 
die DALronschen Gesetze über die Gewichtsproportionen bei ehemischen 
Prozessen erklärt. Diese ließen sich sehr einfach verstehen unter der An- 
nahme, daß die einzelnen Atome und Moleküle bestimmte Gewichte haben 
und daß bei chemischen Prozessen Atom für Atom und Molekül für Molekül 
umgewandelt wird. 


Als weiteres Beispiel sei die Thermodynamik erwähnt. Es gelang sehr 
bald, die Gasgesetze im Rahmen der kinetischen Gastheorie aus der ein- 


[113] 11 Quantelung von Masse und Ladung 3 


fachen Annahme abzuleiten, daß ein Gas aus einer Vielzahl von schnell- 
bewegten Teilchen besteht, die mit den Gefäßwänden wie auch untereinander 
elastische Stöße ausführen. Der Wärmeinhalt des Gases wurde mit der 
kinetischen Energie der Gasmoleküle identifiziert. Diese Auffassung führte 
zur Aufklärung des Zusammenhangs zwischen der mittleren kinetischen 
Energie mv?/2 eines Moleküls und der Temperatur 7 eines Gases, der in 
folgender wichtiger Formel ausgedrückt wird: 


23 Joule 


R A 
k=--—=138.0® 0. 0) 


Dabei ist k die Bortzmannsche Konstante, Z die LoscuMipTsche Zahl 
und R die universelle Gaskonstante für 1 kmol Substanz (vgl. [S 131]). 


Bei der Fortführung des Programms der Atomtheorie gelang es, die 
gesamte Thermodynamik auf eine Statistik der Atome und damit auf eine 
statistische Mechanik zurückzuführen. Diese statistische Mechanik ist sogar 
in ihren Aussagen inhaltsreicher als die nur die makroskopischen Vorgänge 
beschreibende Thermodynamik. Sie liefert über die Thermodynamik hinaus 
noch eine Reihe von Aussagen, die mit der Zahl L der Atome pro Massen- 
einheit zusammenhängen, Aussagen, die natürlich in der allgemeinen 
Thermodynamik — ihren Voraussetzungen entsprechend — nicht enthalten 
sein können. 


113 Loschmiprsche Zahl L 


Bei chemischen Reaktionen verbinden sich die Substanzen gewichts- 
mäßig im Verhältnis ihrer Atomgewichte. Dieser Sachverhalt ist logisch 
zwingend, wenn man die Atomtheorie voraussetzt und sich den Ablauf einer 
chemischen Reaktion so vorstellt, daß Atom für Atom und Molekül für 
Molekül umgesetzt werden. Unter Atomgewicht wird dabei die Masse des 
einzelnen chemischen Elements verstanden, und zwar in einer relativen, 
dimensionslosen Einheit, wobei das Atomgewicht des Kohlenstoffs C!? aus 
praktischen Gründen gleich 12 gesetzt wurde. Die Gewichtsverhältnisse bei 
chemischen Reaktionen zeigen, daß das Atomgewicht des Wasserstoffs H 
etwa 1 (genauer 1,008...) ist. Daher muß ein Wasserstoffatom 12mal 
leichter als ein Kohlenstoffatom sein. Die gleiche Zahl von Atomen Kohlen- 
stoff ist also 12mal schwerer als Wasserstoff. Ist M das Molekulargewicht 
einer Substanz, so muß sich in jeweils M kg verschiedener Substanzen stets 
die gleiche Anzahl von Molekülen befinden. Aus diesem Grunde wird als 
neue physikalische Größe die Menge eingeführt. Sie wird in Kilomol (kmol) 
gemessen. Die Menge 1 kmol Substanz besitzt die Masse M kg. 
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Die Zahl L der in einem kmol befindlichen Moleküle bzw. Atome einer 
Substanz wird als Loscumiptsche Zahl bezeichnet. Ihr aus Experimenten 
entnommener Wert beträgt 


. L = 6,023 : 10%. a) 


Da dies unter anderem die Zahl der in einem Kilogramm enthaltenen Was- 
serstoffatome ist, folgt aus (1) die Masse des einzelnen Wasserstoffatoms zu 


mp & I kg/L ty = 1,67 : 10-7 kg. (2) 


Der genaue Wert von My berücksichtigt das Atomgewicht 1,008... des 
Wasserstoffs. Daß die verschiedensten Experimente übereinstimmend den- 
selben Wert (1) für Z ergeben, ist der entscheidende Beweis für die Richtig- 
keit der Atomtheorie. 


Die experimentelle Bestimmbarkeit der LoscHhMiptschen Zahl L soll 
zunächst vom prinzipiellen Standpunkt aus untersucht werden. Um eine 
anschauliche Analogie vor Augen zu haben, denken wir zunächst an die 
Betrachtung eines dichten Ameisenhaufens, der aus größerer Entfernung 
den Eindruck einer mehr oder weniger gleichmäßig geschwärzten Fläche, 
also den Eindruck eines Kontinuunis, vermittelt. Wir könnten versuchen, 
zum Studium der Bewegungen dieses „Kontinuums‘‘ eine Störung etwa 
durch ein hineingeworfenes Steinchen zu untersuchen. Die einsetzende 
Bewegung verändert, so stellen wir fest, die Verteilung des Ameisenhaufens — 
eine Feststellung, die wir unabhängig davon treffen, ob wir diesen Ameisen- 
haufen als Kontinuum oder als eine Häufung von Einzelindividuen ansehen. 
Die hierbei charakteristische Größe würden wir vom Standpunkt der 
Kontinuumsvorstellung als Schwärzung, vom Standpunkt einer Anhäufung 
von Einzelindividuen als mittlere Anzahl pro Flächeneinheit ansprechen. 


Erst wenn wir unsere Beobachtungen durch Verwendung einer Fernrohres 
oder durch Nähertreten verfeinern, stellen wir fest, daß die Schwärzung 
örtlichen Schwankungen unterliegt, die auf die Existenz von Einzelindivi- 
duen schließen lassen. Bilden wir dagegen die Mittelwerte über eine größere 
Zahl örtlicher Schwankungen bzw. Einzelindividuen, so erhalten wir für die 
mittlere Schwärzung die gleichen Werte wie vorher. Die beobachteten 
Schwankungserscheinungen liefern also Aussagen darüber, ob es sich bei 
dem beobachteten Objekt um ein Kontinuum oder um eine Häufung von 
Einzelerscheinungen handelt. Eine weitere Verfeinerung der Beobachtungs- 
instrumente schließlich läßt das einzelne Objekt, hier also die einzelne 
Ameise, erkennen und gestattet, genauere Messungen durchzuführen. 


Die Thermodynamik ist eine Kontinuumstheorie der Materie. Die sta- 
tistische Mechanik baut hingegen auf die Hypothese der Atome und ihrer 
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Bewegungen nach mechanischen Gesetzen auf. Die soeben besprochene 
Analogie weist darauf hin, daß die in der statistischen Mechanik berechneten 
oder gemessenen Mittelwerte mit denen der Kontinuumstheorie, also mit 
denen der Thermodynamik, übereinstimmen. Sie liefern kein Kriterium 
zur Untersuchung der Frage, ob die Materie ein Kontinuum ist oder atomare 
Struktur besitzt. Für diese Entscheidung können vielmehr nur zwei grund- 
sätzliche Möglichkeiten in Betracht gezogen werden: 

1. Die Beobachtung von Schwankungserscheinungen, 

2. Die direkte Bestimmung atomarer Größen (Gitterkonstante, Elemen- 

tarladung, usw.). ia 


Die erstere Methode ist die 
historisch wichtigste, da, wie 


ı 
' 
1 
auch die Vorbetrachtung zeigte, h 
' 


die bloßen Schwankungen mit m 
einfacheren Meßinstrumenten 1 
beobachtet werden können als M Pe 


die einzelnen Objekte, hier also 
Abb. 113.1. Häufigkeitsverteılung der Meß- 


die einzelnen Atome. Anderer- : : u, . 

; R 4 j i ergebnisse beider Massenbestimmung eines Gas- 
seits liefern die mit verfeinerten eilvolumens. ad M = Zahl der Meßergebnisse 
Meßinstrumenten durchgeführ- zwischen M und M--dM 


ten Messungen an den einzelnen 

Atomen natürlich genauere Aussagen über die atomare Struktur und lassen 
insbesondere die LoscnMmiprsche Zahl L genauer bestimmen. Zu den 
unter 2. genannten Methoden ist hier prinzipiell nichts hinzuzufügen, wo- 
gegen die Schwankungserscheinungen noch etwas genauer besprochen 
werden sollen. 


Innerhalb eines Gases wird ein kleines Teilvolumen V betrachtet, das 
über eine (verschließbare) Öffnung mit der übrigen Gasmenge in Verbindung 
steht. Die Masse M in diesem Volumen ist mN, mit m als der Masse 
eines einzelnen Moleküls und N als der Zahl der Moleküle in V. Die Be- 


stimmung der Masse liefert einen Mittelwert M. Dieser sagt jedoch nichts 
über die mittlere Teilchenzahl N aus, da auch die doppelte Teilchenzahl 2 N 
bei halber Molekülmasse m/2 das gleiche Ergebnis M liefert. Die Inter- 
pretation von M als statistischer Mittelwert 


M-mN=-2N (3) 


gibt also noch keinen Hinweis zur Bestimmung der Größe N. 


Bestimmt man die Masse M des Teilvolumens V viele Male hintereinander 
sehr genau, so wird man jedesmal nicht genau den gleichen Wert beobachten, 
sondern eine Häufigkeitsverteilung entsprechend Abb. 113.1, die um den 


2 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Mittelwert M=mN schwankt. a ist die Zahl der Meßergebnisse pro 
Masseneinheit; die Gesamtzahl der Messungen ist also A= f adM. AM ist 
ein Maß für die Schwankungen und AM/M wird als relative Abweichung 
bezeichnet. Hätte die Masse einen festen Wert und wären somit die 
Schwankungen nur durch Meßfehler verursacht, dann würde die relative 
Abweichung mit zunehmender Anzahl A der Messungen immer kleiner. Die 
genauere in Übungsaufgabe 11.2 durchgeführte Analyse zeigt, daß bei 
statistischer Streuung der Meßwerte 


= ( 


gilt, ein Ausdruck, der für A—> oo in AM=-0 übergeht. Die Schwankungen 
sollten bei unendlich vielen Messungen also verschwinden. 


In Wirklichkeit behält die relative Schwankung jedoch auch nach be 
liebig vielen Messungen einen endlichen Wert, nämlich 


Diese verbleibende mittlere Schwankung aber hat nichts mehr mit dem Meß- 
vorgang zu tun, sondern ist in der atomaren Struktur des Gases begründet. 
Sie liegt daran, daß N als mittlere Zahl der 
Moleküle im Teilvolumen V nur einen stati- 
stischen Mittelwert darstellt, daß also die 
Teilchenzahl N und damit auch M=mN 
statistischen Schwankungen unterliegt. (5) 
enthält daher den quantitativen Zusammen- 
hang zwischen Schwankungserscheinungen 
AM/M einerseits und der atomaren Struk- 


Kb Tas: Warner Bee tur andererseits, hier durch N charakte- 

gung von Staubteilchen durch risiert. Die Loscnmiptsche Zahl kann auf 

unregelmäßige Stöße der Gas-- Grund von (5) bei der Beobachtung von 

moleküle Schwankungserscheinungen ermittelt wer- 

z den. (5) zeigt außerdem, daß AM —0 in 

der Grenze N— © gilt, wobei die statistische Mechanik in die Thermo- 
dynamik übergeht, die keine Schwankungen mehr enthält. 


Experimentell beobachtet werden Schwankungserscheinungen als BrRowNn- 
sche Bewegung. Staubteilchen zum Beispiel bewegen sich innerhalb eines 
Gases zickzackartig infolge ständiger unregelmäßiger Zusammenstöße mit 
den Gasmolekülen; denn die Moleküle müssen nach Abb. 113.2 wegen 
ihrer ungleichmäßigen Verteilung die beobachteten Staubteilchen ungleich- 
mäßig stoßen und somit mal in die eine, mal in die andere Richtung lenken. 
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Dabei ist nach der von EINSTEIN entwickelten Theorie das beobachtbare 
mittlere Verschiebungsquadrat umgekehrt proportional zu L. 


Ein anderes Beispiel für die Beobachtung von Schwankungserscheinungen 
stellt das Schweben kolloidal verteilter Stoffe in Flüssigkeiten dar. Obwohl 
solche Kolloide, die schwerer als die Flüssigkeit sind, eigentlich auf dem 
Boden des Gefäßes ruhen sollten, zeigen sie die in Abb. 113.3 wieder- 
gegebene Verteilung über die gesamte Flüssigkeit. Der Einfluß der 
Gravitation macht sich lediglich in- 
sofern bemerkbar, als die Teilchen in 
Bodennähe stärker konzentriert sind 
als oben. Auf das einzelne Kolloid- 
teilchen wirken neben der nach unten 
ziehenden (um den Auftrieb ver- 
minderten) Schwerkraft die unregel- 
mäßigen Stöße, die es genau wie in 
Abb. 113.2 von den umgebenden e@ 
Molekülen erhält und die dieSchwan- „pp. 113.3. Dichteverteilun g e(h) von 
kungserscheinungen über dem Boden Kolloiden im Schwerefeld 
des Gefäßes bewirken. Wären die 
Moleküle unendlich klein und ihre Stoßzahl unendlich groß, so würden 
sich diese Stöße gegenseitig kompensieren. Es bliebe allein die Erd- 
anziehungskraft, und das Kolloidteilchen würde am Boden ruhen. Die sich 
wegen der Endlichkeit der Moleküle und ihrer Stoßzahl im statistischen 
Gleichgewicht tatsächlich einstellende, in Abb. 113.3 wiedergegebene 
Dichteverteilung o(k) wird daher wesentlich durch Z bestimmt. 


114 Elementarladung 


Nicht nur die Masse, sondern auch die elektrische Ladung wird in der 
Natur nur in ganz bestimmten Quanten beobachtet. Die Quanteneigenschaft 
der elektrischen Ladung ist sogar viel einfacher als die der Masse, weil näm- 
lich grundsätzlich nur ganzzahlige positive und negative Vielfache einer 
einzigen Elementarladung e beobachtet werden. Wird ein Atom in seine 
elektrisch geladenen Bestandteile, meistens in ein Elektron und ein Ion, 
zerlegt, so enthalten beide bei entgegengesetzten Vorzeichen den gleichen 
Ladungsbetrag e. In Flüssigkeiten zerfallen Moleküle vielfach in elektrisch 
geladene atomare Bestandteile, also je nach ihrer Wertigkeit in einfach, 
oder mehrfach geladene Ionen. Legt man ein elektrisches Feld an, so findet 
in einem solchen Elektrolyt ein Transport elektrischer Ladung mit den 
Ionen als Trägern statt. Ein kmol einwertiger Ionen transportiert dabei die 
Elektrizitätsmenge Le. 


JI% 
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Diese Elektrizitätsmenge ist auf Grund von Erfahrungswerten nach 
FARADAY 


F = Le| = 96,5 - 10° Coulomb. (1) 


F/kmol ist die Farapavsche Konstante einer einwertigen Substanz. Ist der 
Wert der LoscHmiprschen Zahl bekannt, so ergibt sich hieraus der Wert 
der Elementarladung: 


I= 1eı Ieı = 1,602. 10"? Coulomb. (2) 


In (2) ist Je] statt e geschrieben, weil es sich später für diese Darstellung 
als zweckmäßiger erweist, für e die negative Ladung von —1,602.- 1019 Cov- 
LOMB einzusetzen. 


Die soeben durchgeführte Überlegung gestattet die Bestimmung der 
Elementarladung nur bei gleichzeitiger Kenntnis der LoscHMiprschen 
Zahl. Zur Bestimmung von e ohne Kenntnis von L eignet sich ein anderer 
Versuch, der die Bedeutung von e 
als Elementarladung, d. h. als 
natürliche Ladungseinheit und 
kleinste auftretende Ladung, 
unmittelbar zeigt, nämlich der 
Mirnixansche Öltröpfehenversuch 
von Abb. 114.1. In das elektrische 


Abb. 114.1. MitLıkanscher Öltröpfchenver- Feld zwischen 2 Kondensator- 
such. Auf das Öltröpfchen wirken:. Erd- platten werden durch Zerstäuben 


anziehung mg, elektrische Anziehung ne&, feine Öltröpfchen eingebracht, die 
Auftrieb und Luftreibung sich dabei von selbst aufladen. 

Auf jedes Tröpfchen wirken vier 
verschiedene Kräfte: Erdanzie- 
hung, statischer Auftrieb in Luft, 
elektrische Anziehung und Luft- 
reibung. Aus der Messung seiner 
Geschwindigkeit ohne und mit 
elektrischem Feld läßt sich die 
Ladung eines jeden Tröpfchens 
Abb. 114.2. Ablenkung von Elektronen- ermitteln. Dabei werden stets 
strahlen im elektrischen Feld kleine ganzzahlige Vielfache von e 

beobachtet. 


Weiter lassen sich Elektronenstrahlen beim Durchgang durch Konden- 
satorplatten beobachten. Abb. 114.2 zeigt, wie sie abgelenkt werden, sobald 
eine elektrische Spannung an den Platten liegt. Die Größe der Ablenkung 
wird durch die Trägheit der Elektronen und durch die ablenkende Kraft 
bestimmt. Es läßt sich daher das Verhältnis von Ablenkungskraft zu Träg- 
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heit, also von Ladung zu Masse, und somit e/m bestimmen. Da die Elementar- 
ladung e selbst bekannt ist, läßt sich hier eine Aussage über die Masse m 
des einzelnen Elektrons gewinnen. Sie ist sehr viel kleiner als die des 
Wasserstoffatoms (H), nämlich 


(3) 


EL: 
Mm. = [37° 


Die Ladung e des Elektrons stellt sich dabei außerdem als negativ heraus, 
so daß künftig zwischen |e| und e= —|e| zu unterscheiden ist. 


Nach dieser Zusammenstellung der Grunderfahrungen über die Quante- 
lung von Masse und Ladung soll im nächsten Abschnitt ein Überblick über 
den Aufbau der Materie gegeben werden, der auf die hier gewonnenen Kennt- 
nisse aufbaut. Darüber hinaus bleiben noch weitere Quantelungen zu be- 
sprechen, die zu einer quantitativ richtigen Beschreibung des Atominneren 
erforderlich sind. 


115 Aufbau der Materie 


Auf Grund der bisherigen Feststellungen ergibt sich für den Aufbau der 
stofflichen Materie folgendes Bild: Alle Substanzen in ihren verschiedenen 
Aggregatzuständen bestehen aus den sogenannten Molekülen. Die Thermo- 
dynamik ist eine Statistik dieser Moleküle für große Teilchenzahlen. Alle 
Moleküle sind jeweils aus einer bestimmten Anzahl im allgemeinen von- 
einander verschiedener Atome aufgebaut. Es gibt in der Natur ungefähr 90 
verschiedene Atome, etwa weitere 10 können künstlich hergestellt werden. 
Die einzelnen Atome werden durch eine Zahl Z unterschieden, die Ordnungs- 
zahl, die von 1 bis 92 läuft. Dem Wasserstoffatom (H) entspricht Z=1, dem 
Uranatom (U) Z = 92, 

Z=1,..., 9. (1) 


Die Größe der Atomradien ist ziemlich einheitlich 10°1%m, wie noch gezeigt 
wird. Die einzelnen Atomsorten haben verschiedene Massen. Die Masse des 
leichtesten Atoms (H) ist 

My = 1,67. 107° kg. (2) 


Die Massen aller übrigen Atome sind nahezu ganzzahlige Vielfache von der- 
jenigen des leichtesten Atoms. Es ist 


mu > Amy 


3 
Arsl,..., 238. e 


A ist ganzzahlig, wird als Massenzahl bezeichnet und kann die Werte von 
1 bis 238 annehmen. A ist, außer beim Wasserstoffatom, größer als Z, meist 
mehr als doppelt so groß. Beim Wasserstoffatom ist A=1, beim Uran A=238 
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(oder auch 235). Hier stößt man auf den nächsten wichtigen Begriff, auf 
den der Isotope. Das Uran Z= 92 besteht im wesentlichen aus den 
2Isotopen A= 235 und A=238. Isotope zeigen gleiches chemisches Ver- 
halten, sie unterscheiden sich nur durch ihre Masse. 


Die im Begriff Atom liegende „Unteilbarkeit“ ist jedoch eine Eigenschaft, 
die sich nur auf chemische Reaktionen bezieht, bei denen das Atom als 
Ganzes in einen Molekülverband hinein- oder aus ihm heraustritt. Physi- 
kalische Experimente hingegen 
zeigen, daß das Atom elektrisch 
geladene Bestandteile, unter 
anderem Elektronen, enthält 
die das Atominnere unter be- 
stimmten Umständen, zum Bei- 
spiel beim Stromdurchgang durch 
Metalle, verlassen können. Diese 
innere Struktur der Atome zu be- 
sprechen, ist daher unsere nächste 
Aufgabe. 


Abb. 115.1. Durchgang von «-Strahlen r 
durch Materie Bei der Bestrahlung von dünnen 


Materieschiehten mit «-Teilchen, 
den zwei Elementarladungen tragenden Heliumkernen, stellte RUTHERFORD 
fest, daß die Atome mit ihrem Radius von etwa 10°1°m, ermittelt etwa 
aus dem für ihre freie Weglänge in Gasen maßgeblichen Wirkungsquerschnitt, 
nicht grundsätzlich undurchdringlich sind. Die in der Anordnung von 
Abb. 115.1 beobachtbaren Größen sind das Intensitätsverhältnis ///, von 
durchlaufender zu eindringender Strahlung sowie die Winkelverteilung der 
auslaufenden Teilchen. 


Zusammen mit den sonstigen Angaben über die Atomzahl, Dichte und 
Dicke des Materiestücks erlauben diese Größen einen Rückschluß auf den 
Wirkungsquerschnitt o des einzelnen Atoms für Streuung. Die anschauliche 
Bedeutung dieses Streuquerschnitts besteht darin, daß das Atom wie ein 
Hindernis von der Fläche o wirkt, wobei alle Teilchen gestreut werden, die 
diese Fläche o treffen. Die beobachteten Wirkungsquerschnitte lassen sich 
so verstehen, als würden die einzelnen «-Teilchen frei durch die Materie 
hindurchlaufen und lediglich durch punktförmige Zentren von der Ladung 
Z|e| auf Grund der Wirkung der CovLomzkräfte gestreut. Die theoretisch 
unter solchen Voraussetzungen zu erwartenden Wirkungsquerschnitte 
werden durch die Ruruerrornsche Streuformel (116.17) wiedergegeben, 
die in Abschnitt 116 abgeleitet wird. Abweichungen von dieser Formel 
ergeben sich bei großen Ablenkwinkeln. Diese entsprechen Begegnungen 
von «-Teilchen und Kraftzentren bei sehr kleinen Abständen. Sie. lassen 
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darauf schließen, daß die letzteren nicht streng punktförmig sind, sondern 
vielmehr einen Radius von etwa 101m, den sogenannten Kernradius, 
aufweisen. 


Diese Experimente führten RUTHERFORD 1911 zu folgendem Atommodell: 
Das Atom besteht aus einem kleinen elektrisch geladenen Zentrum, dem 
Atomkern, der von einer Elektronenhülle umgeben ist. Da das Atom nach 
außen neutral ist, muß der Kern so viel positive Elementarladungen |e| 
tragen, wie negativ, also mit e geladene 
Elektronen vorhanden sind. Die «-Teil- 
chen werden im wesentlichen nur durch 
den Kern abgelenkt, da die Masse der e 
Elektronen klein gegen die Masse der 
a-Teilchen ist. Aus den Streuversuchen 
folgt, daß die Kernladung gleich + Zle| 
ist, wobei Z mit der bereits erwähnten 
Ordnungszahl der Atome identisch ist, 
die hier als Kernladungszahl eine einfache 
Bedeutung erhält. Da die Masse eines 
Elektrons nur etwa 1/2000 der Masse 
eines Wasserstoffatoms ausmacht, ist fast Abb. 115.2. Rurunrrorpsches 
die gesamte Masse des Atoms im Kern Atommodell 
allein vereinigt. Die Elektronen umkreisen 
den Kern auf Ellipsenbahnen ähnlich wie die Planeten die Sonne (siehe 
Abb. 115.2). Die Größe des Gesamtatoms entspricht dann dem Radius der 
äußersten Elektronenbahn. 


Zu weiteren Kenntnissen über die Atome gelangt man durch Untersuchung 
des von ihnen ausgestrahlten Lichts. Da die den Kern umkreisenden 
Elektronen beschleunigt bewegte Ladungen darstellen, müßten sie nach den 
Gesetzen der Elektrodynamik Wellen emittieren, deren Frequenzen mit den 
Bahnfrequenzen der Elektronen zusammenhängen. Hier führt jedoch das 
anschauliche Modell zu unhaltbaren Konsequenzen, deren Überwindung 
erst der modernen Quantentheorie gelang. Immerhin war man sich bereits 
um 1911 darüber klar, daß sich aus den Atomspektren Aufschlüsse über die 
Bewegungen der Elektronen im Atom und damit also über das Innere des 
Atoms selbst gewinnen lassen müßten. Die ausgemessenen Spektren bildeten 
ein umfangreiches unverarbeitetes Material, das später auch den Schlüssel 
zum Verständnis des Atominnern lieferte. 

Der Aufbau des Atomkerns ist erst seit 1932 näher bekannt, nachdem 
Chapwıck das Neutron entdeckt hatte, ein ungeladenes Teilchen von der 
gleichen Masse wie das Proton (= Wasserstoffkern): 

Neutron: Z=0 4A=1 4 
Proton: Z=1 A=l. (4) 
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Bald nach Entdeckung des Neutrons vermutete man, daß die Atomkerne 
aus Neutronen und Protonen aufgebaut seien. Neutronen und Protonen 
werden als Nukleonen bezeichnet. Gibt A die Massenzahl des Kerns an, 
N die Neutronenzahl und Z die Protonenzahl, so gilt: 


N+Z=A. (5) 


Diese Bestandteile werden durch Kernkräfte zusammengehalten, die im 
einzelnen noch nicht genau bekannt sind. 


Die Verhältnisse im Kern werden einigermaßen durch das sogenannte 
Tröpfehenmodell beschrieben. Dabei werden die Neutronen und Protonen 
im Kern wie die Moleküle einer inkompressiblen Flüssigkeit behandelt; 
jedes hat einen bestimmten Durchmesser und berührt seine Nachbarn. 
Das Volumen eines solchen Kerns ist 


F=z4r.. (6) 


A ist die Zahl der Nukleonen im Kern. Aus (6) folgt für den Radius eines 
Kerns mit A Nukleonen n_ 
R=R,VA. (7) 


Dieses Ergebnis wird auch experimentell recht gut bestätigt. Nach den 
Experimenten wird die Größe R, zu 

R,=1,2-10"!5m (8) 
bestimmt. 


Damit ist in großen Zügen ein Bild vom Aufbau der Materie entworfen. 
Die zugrunde gelegten Vorstellungen sind zunächst sehr grob und bedürfen 
noch mancher Korrektur. Von diesem Gesichtspunkt aus kommt der 
rechnenden Physik die Aufgabe zu, alle Erscheinungen der Natur auf das 
Wirken nur sehr weniger Elementarteilchen zurückzuführen, nämlich von 
Neutronen und Protonen im Kern und von Elektronen in der Hülle. 


116 Rurhuerrorpsche Streuformel 


Die Bedeutung der RUTHERFORDschen Streuformel und ihre enge 
Beziehung zum RUTHERFORDschen Atommodell wurde im letzten Abschnitt 
behandelt. In diesem Abschnitt soll die Ableitung dieser wichtigen Formel 
nachgeholt werden. Das Problem besteht darin, die Ablenkung eines 
a-Teilchens der Masse m und der Ladung 2|e| mit 2= 2 im Feld einer 
in erster Näherung ruhenden Punktladung Z|e| zu berechnen. Das Cov- 
zomBsche Abstoßungspotential ist dann nach den Gesetzen der Elektro- 
statik durch 


yo ziel Zıel = zZe? ER, (1) 


4rtegr r 
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gegeben, wobei zur Abkürzung 


8,988. 100. vn 


a Oi 
As 9.10 As 2) 


E 2224 


eingeführt wurde. Der Punktmechanik zufolge bewegt sich ein Teilchen 
mit positiver Gesamtenergie 


E=-5%+V>0 (3) 


im Zentralfeld (1) auf einer Hyperbelbahn, in deren einem Brennpunkt sich 
das Kraftzentrum befindet. Der Drehimpuls des Teilchens um das Kraft- 


Abb. 116.1. Zur Ableitung der RUTHERFORDschen Streuformel (Streuzentrum bei F) 


zentrum ist dabei eine Erhaltungsgröße der Bewegung. Diese Tatsachen 
reichen aus, um den Ablenkvorgang zu berechnen. 


Aus der Abb. 116.1 folgt für den Ablenkwinkel direkt 


d 
5-7 (4) 
und ferner Ä 
e+a=y. (5) 


2, ist dabei der Abstand der Brennpunkte F, F’. Für alle Punkte einer 
Hyperbel ist die Differenz der Brennpunktabstände eine Konstante. 


14 1 Vorgeschichte der Quantentheorie [116] 


Benutzt man diese Beziehung für den unendlich fernen Punkt und für den 
Scheitelpunkt der Hyperbel, so erhält man 


22z=b—(2y—b) oder y=b—r. (6) 
Energie- und Drehimpulssatz geben bei Vergleich dieser beiden Punkte: 
m Ze: 
B- 70-04 (7) 
und 
mva—= mvyb. (8) 


Dabei ist v die Geschwindigkeit im unendlich fernen Punkt, und mit v, 
wird die Geschwindigkeit im Scheitelpunkt bezeichnet. Aus (7) und (8) 
folgt durch Zusammenfassung: 


m 9 a\? [7435 2 _72 2zZe: 
el (+)]=- oder dem RE y. (9) 


Die Gleichungen (5), (6) und (9) stellen ein ausreichendes System von 
Bestimmungsgleichungen für die 3 Unbekannten x, y und b dar. 


Durch Einsetzen von (6) in (5) 
wird % eliminiert, und durch 
Vergleich von (5) und (9) folgt 
für & allein: 

Ze 
BT (10) 
Ist x nach (10) durch die Voraus- 
setzungen des Experiments ge- 
geben, dann läßt sich der Ablenk- 
winkel nach Abb. 116.2 für die 
verschiedenen Achsenabstände a 


konstruieren. Für Sr ist der 
Ablenkwinkel 9a. Der Streu- 
parameter x ist durch das Ver- 


Abb. 116.2. Konstruktion des Ablenkwinkels EIER - 
(Streuzentrum bei F). Im Fall a, =x ist hältnis von Potentialkonstante 


der Ablenkwinkel 9, = n/2 zu doppelter Einfallsenergie des 

abgelenkten Teilchens gegeben. 

Das bedeutet: Teilchen hoher Energie, also schnelle Teilchen, werden bei 

gleichem a weniger abgelenkt als langsame ; die Ablenkung ist um so größer, 
je stärker das durch die beiden Ladungen hervorgerufene Feld ist. 


Der Wirkungsquersehnitt für alle Ablenkwinkel d>r/2 ist nach Abb. 116.2 


; M zZe\2 
‘=-nt"=n|-—, 
mv 


(11) 
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o’ ist ein Maß für die Zahl der Teilchen, die rechts weniger aus der Materie- 
schicht auslaufen, als links eintreten. Als ‚Radius‘ des Wirkungsquer- 
schnitts tritt der Streuparameter auf. Nach (11) ist die gesamte Rückwärts- 
streuung um so größer, je größer der Streuparameter x ist. 


Allgemein setzt sich bei Streuprozessen der gesamte Streuquerschnitt o 
additiv aus den differentiellen Streuquerschnitten do — 0(2)dQ zusammen: 


zZe,)’ o=[do=[0(2)dQ2.| (12) 


"0° do enthält dabei diejenigen Teil- 

chen, die in Richtung Q in das 

%° Raumwinkelelement d.Q2 gestreut 

werden. Hier hängt 0o(2) wegen 

10° der Rotationssymmetrie des Pro- 

blems um diein Abb. 116.1 strich- 

10 punktierte Achse nur vom Win- 

kel 9 gegen die Achse ab. Damit 

1 - z 5 — —— ist der differentielle Streuquer- 

0 ri a M = R %0 schnitt in das Raumwinkel- 
element 

Abb. 116.3. Abhängigkeit des differentiellen d2=2nsinddPd (13) 

Wirkungsquerschnitts da vom Ablenkwin- 
kel # nach der RUTHERFORDschen durch die ringförmige Fläche 


Streuformel 


do=2rnada (14) 


in Abb. 116.1 gegeben. Die Beziehung zwischen Achsenabstand a und Streu- 
winkel ® enthält Gleichung (4): 


do=2n ——-|d z Ina? - cos? ine, (15) 
wz BZ sint 
Unter Berücksichtigung von (13) wird 
s\ 1 


sind — 
2 


Setzt man noch den Wert (10) für x ein, so ergibt sich die endgültige Form 
der RUTHERFORDSchen Streuformel: 


(17) 


Diese Formel gibt die experimentell beobachtete Winkelverteilung ge- 
streuter «-Strahlen richtig wieder, falls die Streuung an schweren 


16 1 Vorgeschichte der Quantentheorie [116] 


Elementen erfolgt, deren Kerne in guter Näherung als ruhend angesehen 
werden können, und falls die Materieschicht so dünn ist, daß jedes «-Teilchen 
praktisch nur an einem Atomkern gestreut wird. Bei sehr kleinen Streu- 
winkeln versagt die Formel. Da kleine Ablenkungen stets von einer größeren 
Zahl weiter entfernter Kerne bewirkt werden, ist die Voraussetzung der 
Einfachstreuung nicht mehr erfüllt. Bei großen Streuwinkeln schließlich 
macht sich, wie in Übungsaufgabe 11.5 näher untersucht wird, die endliche 
Kerngröße bemerkbar. Bei Streuung an leichteren Kernen ist für m die 
reduzierte Masse aus 


A a (18) 


mit m, als der Masse des «-Teilchens und m; als der Masse des streuenden 
Kerns einzusetzen; ® ist dann auf das Schwerpunktsystem bezogen. 


Übungsaufgaben 


11.1. Man berechne die Wahrscheinlichkeit W(n) dafür, daß sich von den N Mole- 
külen eines Gases mit dem Gesamtvolumen V genau n im Teilvolumen v befinden. 


11.2. Man bestätige, daß W (n) aus Aufgabe 11.1 die Eigenschaft £W (n) — 1 hat, und 
berechne den Mittelwert = &nW (n) und die mittlere quadratische Abweichung 
oder Streuung (An)? = (n—n)? für v<YV. Man bestätige damit die im Text 
angegebene Formel (113.5). 


11.3. Für große N,n und N—n geht die Wahrscheinlichkeitsverteilung W (n) von 
Aufgabe 11.1 in die sogenannte Gaussverteilung über: 


l/n-n\2 

ne], 
Y2r(An)? 

Man führe den Grenzübergang durch unter Benutzung der SrırLinsschen 

Formel 


für große N und verwende die Ergebnisse von Aufgabe 11.2. 


11.4. Ein Spiegel hängt an einem Torsionsfaden mit dem rücktreibenden Moment D. 


Man berechne den Mittelwert 9° der Nullpunktsschwankungen (p ist der Aus- 
lenkwinkel aus der Ruhelage), wenn sich der Spiegel im statistischen Gleich- 
gewicht mit den Molekülen eines Gases der Temperatur 7' befindet. Wie läßt 
sich die Loscamiptsche Zahl Z aus den registrierten Schwankungen ermitteln? 


11.5. Bei der Streuung von «-Teilchen mit einer Energie von 40MeV (leV 
= 1,6 10719 VAs) beim Durengang durch eine Goldfolie (Z= 79) werden die 
ersten Abweichungen von der BUTHERFORDschen Streuformel beim Ablenk- 
winkel 90° festgestellt. Man berechne daraus die Größenordnung des Kern- 
radius. 
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12 Quantelung der Energie 


Zusammenfassung: Während die gequantelten Massen und Ladungen als 
Bestandteile der klassischen Physik aufgefaßt werden können, tritt mit dem PLANcK- 
schen Wirkungsquantum % beziehungsweise % etwas völlig Neues zur klassischen 
Physik hinzu. Das beobachtete Frequenzspektrum eines strahlenden Hohlraumes 
läßt sich nur mit der PLauckschen Hypothese der Energiequanten verstehen, derzu- 
folge ein harmonischer Oszillator der Eigenfrequenz » nur in bestimmten, diskreten 
Energiezuständen schwingen kann, die sich um AE=hw voneinander unter- 
scheiden. 


Diese Quantenhypothese erklärt nicht nur die Hohlraumstrahlung, sondern nach 
Einstein auch das Verhalten der Wärmekapazität fester Körper bei tiefen Tempe- 
raturen. Sie hat zur Folge, daß der Gleichverteilungssatz der klassischen Statistik 
nur bei Temperaturen kT’> kw gilt, während bei niedrigen Temperaturen AT’ < how 
der betreffende durch seine „Bindungsfestigkeit‘‘ » charakterisierte Freiheitsgrad 
„eingefroren“ ist, also keine Energie aufnimmt. Die verfeinerte Theorie von Degv& 
berücksichtigt die voneinander verschiedenen Eigenschwingungen & des festen Kör- 
pers und liefert in bester Übereinstimmung mit den Experimenten für sehr niedrige 
Temperaturen einen Verlauf der Wärmekapazität proportional zu 7°. 


121 Das Pıancksche Wirkungsquantum 


Eine Darstellung der elementaren Quantentheorie muß die Einführung 
der Prancxschen Konstanten h beziehungsweise = h/2rnr zum Hauptinhalt 
haben, jener geheimnisvollen Naturkonstanten von der Dimension einer 
Wirkung 

[7] = [Energie x Zeit] = [Impuls x Länge] = Joule sece= Watt-sec’, (1) 


die die Vorgänge im atomaren Bereich regelt und der wir die tiefsten Auf- 
schlüsse über die Struktur der Materie verdanken. Sie ist für die Vorgänge 
bei der Hohlraumstrahlung verantwortlich, sie legt die Größe der Atome 
fest und gibt eine Grenze für die Gültigkeit der klassischen Physik an. 


Eine größenordungsmäßige Abschätzung der PLanckschen Konstanten 
ist bereits mit den Erfahrungen des täglichen Lebens möglich. Erhitzt man 
einen Ofen auf etwa 750° Celsius (1000° Kelvin), so wird er rotglühend. Bei 
weiterer Erhitzung wird gelbes, dann weißes Licht ausgestrahlt. Eine für 
die Strahlung charakteristische mittlere Frequenz ® steigt also mit der 
Temperatur. Bei genauerer Betrachtung stellt sich heraus, daß sie zur 
Temperatur proportional ist. Dieser Zusammenhang zwischen Frequenz ® 
und Temperatur T, und damit also zwischen Frequenz und Energie KT, 
enthält eine Konstante A von der Dimension einer Wirkung: 

ho=kT. (2) 
Setzt man T = 1000°K und für A die Wellenlänge von infrarotem Licht 
ein, so ist etwa (mit c als Lichtgeschwindigkeit) 


23 3 -5 
er, OUT ya (3) 


© Inc 10° 
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Dies ist in der Tat die Größenordnung der Pranckschen Konstanten 4, 
die für die hier auftretenden Zusammenhänge maßgebend ist. 


Spielen im Atominnern mechanische und elektrostatische Größen allein 
eine Rolle, so läßt sich aus den Konstanten der klassischen Theorien für 
das Elektron keine charakteristische Länge ableiten, die dem Bahnradius «a, 
des Elektrons im Atom entspricht. Aus seiner Ladung e läßt sich lediglich 
die mechanische Größe (e?/4e,) = €: mit der Dimension [Energie x Länge] 
konstruieren. Nimmt man jedoch die Praxcksche Konstante hinzu, so 
bilden m, € und % ein vollständiges Dimensionssystem. Insbesondere hat 
der Ausdruck h?/me? die Dimension einer Länge: 

| h? | | (Energie x Zeit)? 


me? Masse x Energie » Länge 


— [Länge]. (4) 


Man darf annehmen, daß diese Länge für die Größe der Atome charakte- 
ristisch ist. Ihr Wert ist überschlägig 

Re 107 1 
me: — 10-30 (10 )210%0 


= m= 10-!'m. (5) 
Daß die meisten Atome bei etwa kugelförmiger Gestalt einen Radius auf- 
weisen, der größenordnungsmäßig ebenfalls etwa 10°1% m beträgt und somit 
gleich der charakteristischen Konstanten a, aus (5) ist, kann als Hinweis 
dafür angesehen werden, daß auch die Elektronenbewegung im Atominneren 
sich nach Gesetzen vollzieht, in denen die PLancksche Konstante A eine 
wichtige Rolle spielt. 


Mit a, ergibt sich eine charakteristische Energie 


2 19,2 
© „MIT we 10-3 Ws = 10eV. (6) 


a 10-10 


Weiter lassen sich eine charakteristische Geschwindigkeit 


€ 10-28 


a -1__ 196 =i 
v5 In ns 10°ms (7) 


und eine charakteristische Zeit 


-8— 10165 (8) 


angeben; v, beträgt etwa !/,., der Lichtgeschwindigkeit. Die Größen 
Mm, €, Rt, ag E?/ay, dog Ay/v, bilden die von HARTRER eingeführten natürlichen 
Grundeinheiten für die Beschreibung der Atomhülle. 


122 Theorie der Hohlraumstrahlung 


Das Wirkungsquantum wurde von PLAnck um 1900 bei Untersuchungen 
der Hohlraumstrahlung entdeckt. Hier sollen lediglich die allgemeinen 
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Gedankengänge wiedergegeben werden, die zur Abänderung der klassischen 
Physik führten, ohne daß auf die Hohlraumstrahlung selbst in allen Einzel- 
heiten näher eingegangen wird. Um den in (121.2) dargestellten Zusammen- 
hang zwischen Temperatur und Strahlung theoretisch genauer zu unter- 
suchen, erweist sich die Einführung folgenden 
Modells als zweckmäßig: Die aus gebundenen 
Atomen bestehenden Wände des Ofens werden 
idealisiert durch eine Gesamtheit von jeweils 
eindimensional schwingenden harmonischen 
Oszillatoren verschiedener Frequenzen w. Wei- 
ter seien unter den Oszillatoren alle Frequen- 
zen von®=O0bisw= w,gleichmäßigvertreten, 
das heißt, in jedem Frequenzintervall dw sei 
die gleiche Anzahl der Oszillatoren enthalten. 


Niw) 


Alle Oszillatoren befinden sich im Tempe- 
raturgleichgewicht. Die mittlere kinetische 
Energie eines Oszillators ist nach dem Gleich- 
verteilungssatz der statistischen Mechanik 
kT/2. Da die potentielle Oszillatorenergie im 
Zeitmittel gleich der kinetischen Energie ist, 
ist also die gesamte mittlere Anregungsenergie 
E, jedes einzelnen Oszillators 


Abb. 122. Ausgestrahlte Lei- ar 

stung N(w) und Anregungs- E,= 2; &A—=kT (1) 

energie E,(w) eines Systems 

von Oszillatoren mit gleich- mit A als der Schwingungsamplitude. Nach 
mäßiger Frequenzverteilung (1)ist die Anregungsenergie E, bei gegebener 

a, Be r ya delle “ Temperatur T unabhängig von der Frequenz. 

riche Wirklichkeit) In Abb. 122 ist diese Unabhängigkeit durch 


eine Waagerechte wiedergegeben. 


Da die Atome Träger elektrischer Ladung sind, ist nach den Gesetzen 
der Lichtausstrahlung zu erwarten, daß jeder der Oszillatoren Lichtstrahlen 
seiner Eigenfrequenz aussendet!). Die ausgestrahlte Leistung ist bei einer 
Bewegung x(t) = A cos wi bekanntlich (siehe auch S. 67): 

No)=35 Pro. (2) 
Nach (1) sind aber alle Oszillatoren auf die gleiche Energie k T' aufgeheizt, 
woraus mit (1) unabhängig von der Amplitude A folgt: 


N (wo) w®kT. (3) 


+) Unmittelbar trifft diese Vorstellung bewegter und daher strahlender Ladungen nur 
bei Ionenkristallen zu, jedoch sind die Verhältnisse bei den anderen Festkörpertypen 
ähnlich, nur daß es sich dann nicht um bewegte Punktladungen, sondern um bewegte 
Dipole handelt. 
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Die Proportionalität von N (w) zu ®® hat zur Folge, daß auf diese Weise 
zwar alle Oszillatoren ständig auf den gleichen Energiebetrag „geheizt‘ 
werden, daß sie aber ihre Energie verschieden schnell emittieren. Und zwar 
wird wegen der stärkeren Ausstrahlung der höheren Frequenzen die meiste 
Energie durch die Oszillatoren der höchsten Frequenzen laufen und dort 
sofort ausgestrahlt werden, während die Oszillatoren niederer Frequenzen 
zwar die gleiche mittlere Schwingungsenergie kT erhalten, diese aber 
nicht so schnell abstrahlen. Diese Tatsache führt zu der durch Abb. 122 
dargestellten sogenannten „Ultraviolettkatastrophe‘“: Nur die Oszillatoren 
der höchsten Frequenzen -=-w, nehmen praktisch am Strahlungs- 
gleichgewicht teil, weil über sie der größte Teil der Energie abgestrahlt 
wird. Die wirklich beobachteten Verhältnisse aber sind durch die ge- 
strichelten Kurven wiedergegeben und beschreiben die durch (121.2) 
bereits gekennzeichnete Situation, nach der die Ausstrahlung bei irgend- 
einer Frequenz ® ihr Maximum hat, wobei ® von der Temperatur, nicht 
aber von der höchsten Oszillatorfrequenz w, des Systems abhängt. 


Die wirklichen Strahlungsverhältnisse lassen sich also durch (1) und (2) 
nicht wiedergeben, wie die durchgeführte Überlegung zeigt. PLANcks 
geniale Vermutung bestand nun darin, daß man nicht (2), die Strahlungs- 
formel der Elektrodynamik, sondern (1) abzuändern habe, also den Gleich- 
verteilungssatz der statistischen Mechanik. Um den gestrichelten Verlauf 
N(o») von Abb. 122 zu erhalten, wäre die Annahme notwendig, daß E, 
in (1) bzw. Abb. 122 nicht mehr frequenzunabhängig ist, sondern bei einer 
Übergangsfrequenz & stark abgesunken ist. Das würde dann eine geringere 
Anregung und demzufolge auch eine geringere Abstrahlung der hohen 
Frequenzen zur Folge haben, und die erwähnte Ultraviolettkatastrophe 
wäre vermieden. Die gestrichelte Kurve für N(w) folgt aus der ent- 
sprechenden E,-Kurve. Die Begründung für das Absinken der Anregungs- 
energie bei hohen Frequenzen gibt der nächste Abschnitt. 


123 Hypothese der Energiequanten 


Um das Problem der Hohlraumstrahlung zu lösen, ist das mechanische 
Modell so abzuändern, daß die einzelnen Oszillatoren im Temperatur- 
gleichgewicht nicht mehr die dem Gleichverteilungssatz entsprechende 
Anregungsenergie E,/=kT aufnehmen, sondern einen Betrag, der nur 
für Frequenzen <@ gleich kT ist, für Frequenzen >w dagegen ver- 
schwindend klein wird. 


Da aber der in (122.1) enthaltene Gleichverteilungssatz nicht an die 
speziellen Voraussetzungen des harmonischen ÖOszillators gebunden ist, 
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sondern sich unter allgemeinsten mechanischen Voraussetzungen ableiten 
läßt, existiert das gesuchte Modell im Rahmen der klassischen Mechanik 
überhaupt nicht, und eine Abänderung von E, im Sinne der gestrichelten 
Kurve von Abb. 122 bedeutet in jedem Falle einen Eingriff in die Grund- 
lagen der klassischen Mechanik. Einen solchen Eingriff stellt daher auch 
die Hypothese der Energiequanten dar, die PLAnck aufstellte, um das 
Strahlungsgleichgewicht im Hohlraum zu verstehen. Es muß sich dabei 
also von vornherein um eine Abänderung der Mechanik handeln, die ihrer- 
seits natürlich durch kein 

mechanisches Modell ver- Vy V 
ständlich gemacht werden 
kann. 


Es bleibt zu überlegen, 
durch welche Forderung 
man einen Oszillator 
hoher Frequenz daran hin- 
dern kann, Energie aufzu- 
nehmen. Dazu dient ein 
Vergleich zweier Oszilla- 
toren mit den Frequenzen 
w,<w,.wisteinerseitsdie Abb. 123. Vergleich zweier Oszillatoren mit nied- 
Strahlungsfrequenz des riger und hoher Frequenz. Eingetragen sind die 
Oszillators, andererseits Energiezustände und der Potentialverlauf. Es ist 
A = & a ho, <kT <hw,. Für Oszillatoren hoher Frequenz 
ein Maß für die Bindung ist die Wahrscheinlichkeit gering, durch Temperatur- 
des schwingenden Teil- anregung den nächsthöheren Energiezustand 
chens, denn die rücktrei- zu erreichen 


bende Kraft ist K= 

— mw? xmit mals Masseund x als Auslenkung aus der Ruhelage. Wenn daher 
beim zweiten Oszillator die Frequenz vielhöher ist, so sind die ‚Seitenwände‘ 
des zugehörigen Potentials V = mw?x?/2 entsprechend steiler. 


Der Oszillator im Temperaturgleichgewicht wird durch thermische 
Stöße angeregt, die ihn in ein jeweils höheres Energieniveau versetzen. 
Dabei wird im Mittel die Anregungsenergie kT aufgenommen; denn im 
allgemeinen wird der Oszillator mit Energien dieser Größenordnung an- 
gestoßen. Dann wird das schwingende Teilchen diese Energie wieder 
abstrahlen, wobei es eine gedämpfte Schwingung ausführt (Abb. 221). 
Soll verhindert werden, daß die Oszillatoren hoher Frequenz Energie 
aufnehmen, dann darf ein Oszillator sehr hoher Schwingungsfrequenz 
trotz Temperaturanregung nicht in höher liegende Energiebereiche ge- 
langen. Dafür sorgt die PLancksche Hypothese. PLAncK nahm im Jahr 1900 
an, daß die Energie des Öszillators nur diskrete Werte annehmen kann, 
daß also in Abb. 123 nur Bahnen erlaubt sind, die durch entsprechende 


3 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Energieniveaus in bestimmten Abständen charakterisiert sind. Für den 
Abstand zweier Energieniveaus setzte er 


an. Das bedeutet in Abb. 123, daß bei den hohen Frequenzen (w,) die 
Abstände der einzelnen Niveaus sehr viel größer sind als bei niedrigen (w,). 
Bei gegebener Temperatur T ändert sich für die Oszillatoren niedriger 
Frequenz, d.h. für die Oszillatoren mit Aw<kT, praktisch nichts. Der 
Oszillator wird angeregt wie vorher, wenngleich er nur noch bestimmte 
Energiewerte annehmen darf. Anders ist das Verhalten von Oszillatoren 
hoher Frequenz, für, die 5j0>kT ist; denn in diesem Fall reicht bei 
Temperaturanregung die Energie nicht aus, um den Oszillator von einem 
Energiezustand in den nächsten hinaufzustoßen. Zumindest wird die Wahr- 
scheinlichkeit dafür sehr klein, und die mittlere Energie im Temperaturgleich- 
gewicht wird entsprechend kaum von der Energie bei T=0 verschieden 
sein. Die PLancksche Hypothese liefert also gerade das in den gestrichelten 
Kurven von Abb. 122 geforderte Verhalten. 


Der niedrigste Energiezustand ist, wie sich später herausstellt, E,= hw/2, 
so daß die Gesamtheit der diskreten Energiezustände E, dargestellt wird 
durch 


E,=ho (n+ 5) PAR YE DEM SO (2) 


Damit ist das Verhalten der Oszillatoren wirklich so beschrieben, wie es 
vom Experiment gefordert wurde, und das Problem der Hohlraumstrahlung 
ist gelöst. Unter Voraussetzung der Quantenhypothese (1) errechnet man 
eine Strahlungsformel, die die Verteilung der ausgestrahlten Energie auf 
die Frequenzen des Spektrums richtig wiedergibt. Die neu eingeführte 
Konstante % wurde von PLANcK aus den experimentellen Kurven berechnet. 
Inzwischen sind zahlreiche Neubestimmungen mit ständig verbesserten 
Methoden erfolgt; die Werte 


h= 6,625. 10-4 We? ® _1,054.10-®we | (3) 


an 


gelten zur Zeit als die genauesten. 


Zur Ergänzung der qualitativen Betrachtungen wird die Oszillator- 
energie im statistischen Mittel bei gegebener Temperatur T berechnet. 
Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der Energie E wird durch die 
BoLrzmannsche Verteilung w(E) = e"#'*T berücksichtigt. Die Mittelung 
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über die einzelnen diskreten Energiewerte E, aus (2) erfolgt daher mit den 
statistischen Gewichten e#**T, Mit a=hw/kT wird 


—E,|kT ©  _an 
ZE,„e N Zune 

za, 2)= —E„|kT =» 3t & _on 
Le ze 


Dabei ist (1 — e:*)-! die Summe der unendlichen geometrischen Reihe 
= i D 
 (e*)". Nach PLavck ist also der Mittelwert der Energie eines Oszillators. 


n=0 
der sich bei der Temperatur T im Energiegleichgewicht mit seiner Umgebung 
befindet, 


ie a = | (5) 


Bei niedrigen Frequenzen geht diese Gleichung über in 
1 1 a 

E(o, re] für Ao<kT. (6) 

kT!2 (er) 

Man erhält erwartungsgemäß die üblichen klassischen Ergebnisse. ko > kT 

sollte dagegen als Ergebnis liefern, daß die Oszillatoren hoher Frequenzen 

nicht angeregt werden. In diesem Falle kann in (5) die 1 im Nenner ver- 
nachlässigt werden, und es bleibt 


ho 


< ho 
Ko, Merol4+e 7 = no für jo>kT. () 


Dieser Ausdruck (7) enthält die Nullpunktsenergie E, = hw/2. Die Differenz 
E(T) — E, ist die Anregungsenergie E | des Öszillators, die mit wachsender 
Frequenz exponentiell abnimmt, wie das in Abb. 122 gefordert wurde. 


Es bleibt noch zu verstehen, wieso eigentlich die Energie gequantelt 
auftreten soll. Alle Bemühungen, diese Quantelung der Energie als eine 
bestimmte Eigenschaft des Atoms, also aus seiner mechanischen Kon- 
struktion heraus, zu verstehen, sind gescheitert. Erst der umgekehrte Ver- 
such, nämlich den Aufbau der Atome auf der Grundlage der Quanten- 
hypothese zu verstehen, hat zum Erfolg geführt. Die Quantenhypothese 


3* 
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wurde 1905/06 von EINSTEIN zum ersten Male auch auf andere Probleme 
angewandt. Er erklärte den Photoeffekt mit der Lichtquantenhypothese, 
und bald darauf wandte er die Quantenhypothese erfolgreich auf die 
Theorie der spezifischen Wärme an. 


124 Wärmekapazität fester Körper nach EınstEIn 


Nunmehr wird der Prancksche Ausdruck (123.5) für die Energie eines 
eindimensionalen Oszillators im Temperaturgleichgewicht zur Berechnung 
des Energieinhalts eines festen Kör- 
pers herangezogen. Nach EINSTEIN 
wird der Festkörper idealisiert durch 
ein System von N Atomen, die nahe- 
zu unabhängig voneinander elasti- 
sche Schwingungen um ihre Ruhe- 
lage ausführen, und zwar alle mit 
gleicher Frequenz w. Da jede räum- 
liche Schwingung drei Freiheitsgrade 
besitzt, ist die Gesamtenergie die- 
jenige von 3N Oszillatoren mit der 
Frequenz w. Für jeden einzelnen 
Oszillator gilt die Gleichung (123.5). 
Der gesamte Energieinhalt E(T) 
des Körpers unterscheidet sich von 
(123.5) also nur um den Faktor3N: 


T EN- | a) 


Abb. 124. Energieinhalt Z(7') und spezi- RT 
fische Wärme C(T) fester Körper nach 
EINSTEIN Bezeichnet N die Zahl der Atome 


pro Masseneinheit bzw. pro (M)kg 
(hier N=L), so ist E(T) der Energieinhalt pro Masse. 


Die Temperaturabhängigkeit dieser Energie Z(T) ist in Abb. 124 wieder- 
gegeben. Sie zeigt in den Grenzfällen AT < ho und kT>hw das einfache, 
bereits in (123.6) und (123.7) untersuchte Verhalten: 


E(T) 


a 


ett _1ı 


ho 
Ein 310 [44 | für KT<hw 2) 


E(T)Z23NkT für kT>ho. 
Hier interessiert nicht die Abhängigkeit von w, sondern von T. Bei hohen 


Temperaturen ist die Energie proportional zu 7 wie in der klassischen 
Statistik. Bei tiefen Temperaturen wird sie fast konstant und nähert sich 
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dem Grenzwert 3Nhw/2. Aus ho = kT, ergibt sich die sogenannte charak- 
teristische Temperatur T,, die im Übergangsgebiet liegt. 


Die Energie E(T) von (1) ist gleich der Wärmemenge des festen Körpers. 
Die Wärmekapazität ist entsprechend 


__dE 


AN)=57- (3) 


C(T) ist bei hohen Temperaturen konstant, wird aber bei niedrigen Tem- 
peraturen sehr klein und besitzt schließlich bei T = 0 eine Nullstelle von 
unendlich hoher Ordnung. Ihr allgemeiner Verlauf ist in Abb. 124 wieder- 
gegeben. 


Dieser Verlauf wird qualitativ von den Experimenten bestätigt. Bei 
hohen Temperaturen gilt die sogenannte DuLong-Prritsche Regel. Sie 
besagt, daß für alle festen Körper die Wärmekapazität konstant ist und, 
auf ein kmol bezogen, denselben Wert 


C(T)»3R» or für kKTS>ho (4) 


hat. Dieses Ergebnis folgt direkt aus (2) und (3); mit kN=kL=R gilt 
nämlich C(T)J=3R. 


Weiter enthält C(7) in Abb. 124 den bestätigten Abfall der Wärme- 
kapazität bei Teınperaturen T in der Umgebung der charakteristischen 
Temperatur 7,. Diese Temperatur 7, hängt mit den mechanischen Eigen- 
schaften des Systems zusammen, denn es ist, ähnlich wie in (121.2), 


T= Fo. (5) 
w ist ein Maß für die Bindungskraft der um ihre Ruhelage schwingenden 
Atome im Kristall und damit für die Härte des untersuchten festen Körpers. 
Harte Körper mit sehr fest gebundenen Atomen entsprechen sehr großen 
Bindungskräften und damit sehr hohen Frequenzen w. Solche harten 
Körper mit hohem w werden daher eine charakteristische Temperatur T, 
aufweisen, die höher ist als diejenige von Körpern mit weniger fest ge- 
bundenen Atomen. Das Absinken ihrer Wärmekapazität wird daher schon 
bei relativ hohen Temperaturen 7‘, stattfinden. 


Aus diesem Verhalten der Wärmekapazität läßt sich auch das so- 
genannte „Einfrieren von Freiheitsgraden“ verstehen. Nach der klassischen 
Statistik sollte jeder Freiheitsgrad die Energie kT aufnehmen, unabhängig 
von seiner Bindungsfestigkeit. Wenn dagegen die Quantenhypothese 
richtig ist, hängt die aufgenommene Energie nicht nur von der Anzahl der 
Freiheitsgrade ab, sondern auch von ihrer Bindungsfestigkeit. Sehr fest 
gebundene Teilchen werden erst bei sehr hoher Temperatur ‚„auftauen“, 
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also zur Wärmekapazität beitragen, locker gebundene Teilchen dagegen 
bereits bei niedrigen Temperaturen. 


Dies ist sehr wichtig für das Verständnis des Gesamtverhaltens der 
Wärmekapazität fester Körper; denn in der Statistik wurde bislang als 
Zahl der beteiligten Teilchen lediglich die Zahl der Atome selbst berück- 
sichtigt. Das ist zunächst unberechtigt, da das Atom selbst aus einem Kern 
und Elektronen besteht, deren Freiheitsgrade ebenfalls mit zur Wärme- 
kapazität beitragen könnten. Die inneren Freiheitsgrade des Atoms sind aber 
wegen der: besonderen Festigkeit ihrer Bindung bei allen vorkommenden 
Temperaturen als eingefroren, daher in der Statistik als nieht vorhanden, 
anzusehen. Nur bei ungeheuer hohen Temperaturen ist zu erwarten, daß 
die Elektronen im Atominnern durch reine Temperatureinflüsse angeregt 
werden und am thermischen Gleichgewicht teilnehmen. Auch diese Konse- 
quenzen der Quantenhypothese befinden sich in vorzüglicher Über- 
einstimmung mit der Erfahrung und sprechen für den Wirklichkeitsgehalt 
der Pranckschen Quantenhypothese. j 


125 Dervesche Theorie der Wärmekapazität 


Die in Abschnitt 124 entwickelte Theorie der Wärmekapazität fester 
Körper hat in (124.1) zur Hauptvoraussetzung, daß die Atome wie harmoni- 
sche Oszillatören um ihre Ruhelage schwingen und daß weiter alle Schwin- 
gungsfrequenzen gleich groß, nämlich gleich w, sind. Die erste dieser 
Voraussetzungen ist durchaus berechtigt, solange die Atome sich nicht zu 
weit aus ihren Ruhelagen entfernen, das heißt aber, solange der Körper 
fest bleibt und sich hinreichend weit von seinem Verflüssigungspunkt 
befindet. Dagegen ist die zweite Voraussetzung grundsätzlich unzulässig. 
Bereits die einfachste Betrachtung von zwei miteinander gekoppelten 
harmonischen Oszillatoren zeigt, daß die Kopplung eine Aufspaltung der 
ursprünglich äls gleich groß vorausgesetzten Frequenzen in zwei vonein- 
ander verschiedene Eigenfrequenzen bewirkt. An die Stelle von (124.1) 
für den Energieinhalt E(T) muß daher bei einer exakten Beschreibung ein 
Ansatz treten, bei dem die einzelnen Oszillatorfrequenzen voneinander 
verschieden sind. 
Die Verschiedenheit der Oszillatorfrequenzen macht sich nicht wesentlich 
bemerkbar, solange ho<kT ist, also bei höheren Temperaturen. Aus 
diesem Grunde können die Kurven E(T) und C(T) in Abb. 124 im oberen 
Temperaturbereich als durchaus richtig angesehen werden. Erst bei niederen 
Temperaturen, wo PRBRR a) 


für einige beteiligte Oszillatorfrequenzen w gilt, sind die Voraussetzungen 
von Abschnitt 124 nicht mehr erfüllt, weil sich nunmehr die Verschiedenheit 
der einzelnen Oszillatorfrequenzen entscheidend bemerkbar macht. In der 


[125] 12 Quantelung der Energie 27 


Grenze sehr kleiner Temperaturen unterscheiden sich die experimentellen 
Ergebnisse von denen der Theorie in (124.2) sehr wesentlich. Die Wärme- 
kapazität C verhält sich für 7’ —0 wie 


e-To/T 
CBinstein ” mr Coxp —T3, (2) 


Man übersieht bereits qualitativ, daß durch die Überlagerung aller 
Schwingungsfrequenzen des Körpers, insbesondere durch den Einfluß der 
sehr niedrigen Frequenzen, das Verhalten der Wärmekapazität am ab- 
soluten Nullpunkt geändert wird. Der Ab- 
fall erfolgt für diese sehr kleinen Frequen- 
zen erst in unmittelbarer Nähe des Null- 
punkts. Dadurch wird verständlich, daß 
bei der Mittelung über alle Frequenzen 
die Wärmekapazität für 70 nicht 
mehr so rasch verschwindet wie bei An- 
wesenheit von nur einer einzigen Oszil- 
latorfrequenz. In Abb. 125.1 ist dieser. 5 
Sachverhalt dargestellt. an 125.1. Verhalten der Wärme- 

: 2 " apazität am Nullpunkt. Die ge- 
Eine exakte Theorie der Wärmekapa _ ‚trichelten Kurven entsprechen den ” 


zität bei tiefen Temperaturen müßte von Beiträgen von Oszillatoren verschie- 
dem Ansatz den hoher Frequenzen 


ausgehen. Die Wechselwirkung der Atome untereinander führt zur Auf- 
spaltung der Schwingungsfrequenzen, so daß bei nicht zu hohen Tem- 
peraturen (hinreichend weit vom Verflüssigungspunkt entfernt) der feste 
Körper durch ein System von 3N Oszillatoren mit verschiedenen Frequen- 
zen & beschrieben werden kann, deren Anteil durch eine Spektralfunktion 
n(w) gegeben ist. n(w)dw bezeichnet die Zahl der Eigenfrequenzen des 
festen Körpers im Frequenzintervall dw. 


ist nach (123.5) die Energie des einzelnen Oszillators mit einer Schwingungs- 
frequenz w bei der Temperatur T. Die im vorigen Abschnitt gemachte 
Annahme, daß alle Schwingungsfrequenzen gleich (hier gleich w, statt ©), 
sind, bedeutet für die Spektralfunktion den Ansatz 


n(w)=3Nö(lw— w,), (5) 
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mit dem diese allgemeine Theorie wieder in die vereinfachte Theorie von 
Abschnitt 124 übergeht. 


Die Kenntnis der Spektralfunktion n(w) ist für die Durchführung der 
exakten Theorie offenbar die wichtigste Voraussetzung. Ihre Berechnung 
gehört nicht in diese Darstellung, sondern ist Aufgabe der Festkörper- 
theorie. Andererseits ermöglicht eine genaue experimentelle Bestimmung 
der Wärmekapazität C(7T) und damit auch des Energieinhalts £#(T) eine 
Berechnung der Spektralverteilung r(w). (3) stellt dann eine Integral- 
gleichung für n(w) dar. Ihre Auflösung nach n(w) soll hier nicht weiter 
interessieren, vielmehr soll E(T) mit vereinfachten Annahmen für n(w) 
berechnet werden. Es wird sich herausstellen, daß bei sehr niedrigen 
Temperaturen diese Spektralfunktion Eigenschaften aufweist, die alle 
Festkörper miteinander gemeinsam haben. 


Nach einem Gedanken von DEBYE läßt sich die Spektralfunktion r(w) 
auf Grund der mechanischen Eigenschwingungen fester Körper abschätzen. 
Man betrachtet zu diesem Zweck als spezielles Beispiel einen Kubus, dessen 
Seitenflächen fest eingespannt sind, so daß sie sich nicht bewegen können. 
Würde es nur longitudinale mechanische Wellen in diesem Körper geben, 
so würden sie der Gleichung 


1 9 02 92 02 
u ae = 022 T oy? 3 02? (6) 


mit u als der Auslenkung genügen. A ist der LarLAceoperator. Da sie 
weiter die Randbedingung 


u=0d für 2x,y,2=0,a (7) 

befriedigen sollen, stellen die Produktfunktionen 
u= Asin nn sinn,n sin nn coswt (8) 

NN, ,=1,2,3,... 


die Eigenschwingungen des festen Körpers dar, deren Frequenzen w 
durch Ber 
= Yna+np-+n: (9) 


gegeben sind. Der einzelne Festkörper wird hier nur durch eine einzige 
Materialkonstante, nämlich seine Schallgeschwindigkeit c,, unterschieden. 


Diese Kontinuumstheorie des festen Körpers liefert unendlich viele 
Eigenschwingungen, was beim realen Festkörper unmöglich ist, da die 
Zahl seiner Freiheitsgrade nur 3N beträgt. Die Kontinuumstheorie ist 
sicherlich richtig, solange die in (8) auftretenden Wellenlängen A,=a/n,, -.. 
groß gegen den Abstand a, zweier benachbarter Atome sind. Sie ist sicherlich 
falsch, sobald die Wellenlängen von der Größenordnung a, und kleiner sind. 
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Die DesvY&sche Theorie behandelt den Festkörper nunmehr unter der 
genäherten Voraussetzung, daß die Kontinuumstheorie die richtigen 
Eigenfrequenzen von =0 bis zu einer maximalen Eigenfrequenz @,, 
liefert. Weiter wird angenommen, daß alle höheren Frequenzen ® > @y, 
der Kontinuumstheorie im realen Festkörper überhaupt nicht auftreten. 


Durch diese Voraussetzung wird die e 
Berechnung der Spektralfunktion n(®) y 
prinzipiell auf folgende Weise ermöglicht: 
Zunächst betrachtet man entsprechend 
Abb.125.2 einen dreidimensionalen Raum 
mit den Koordinaten n,, n, und n,. Jededer 
Eigenschwingungen (8) ist wegen der Ganz- 
zahligkeit der n,, n,, n, durch einen Gitter- 
punkt charakterisiert. Der Abstand eines 
solchen Gitterpunktes (n,, n,, n,) vom Abb. 125.2. Gitterpunkte im 
Koordinatenursprung ist Yn2+n2+n2 Man. Jeier FunExpliaraklen: 

h siert eine Eigenschwingung eines 
und damit proportional zur Eigenfre- Kubus mit fest eingespannten 
quenz w, wie Gleichung (9) zeigt. n(w) dw Seitenflächen 
ist die Zahl der Eigenfrequenzen in einem 
gegebenen Intervall dw. Diese Eigenfrequenzen müssen offenbar alle inner- 
halb einer Kugelschicht des Raumes von Abb. 125.2 liegen. Da die Eigen- 
werte (8) nur positive Zahlen enthalten, sind sie außerdem auf einen Oktan- 
ten dieser Kugelschicht beschränkt, so daß sich für die Spektralfunktion 
va\ „[wa v 4n 
-) (ee amd 


nx 


n(o)do— 4 4a do (10) 
ergibt. Mit der Einführung des Volumens V= a? erhält die Funktion eine Dar- 
stellung, die von den ursprünglich gewählten Bedingungen unabhängig ist. 

Bislang wurden nur die longitudinalen Schwingungen berücksichtigt. 
Es treten zu (10) noch die Eigenfrequenzen der transversalen Eigen- 
schwingungen mit je zwei Polarisationsrichtungen hinzu. Ihre Berück- 
sichtigung führt dazu, daß 1/c} in (10) durch 


1 2 3 
ae a cn 


ST 


ersetzt werden muß. Die Größe c, in (11) bedeutet eine mittlere 
Schallgeschwindigkeit. Damit lautet die De»yzsche Spektralfunktion 
endgültig 


ET ande 
er (27)? für Sy. (12) 


0 
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Die Grenzfrequenz wird aus der Bedingung bestimmt, daß wegen der 
begrenzten Zahl der Freiheitsgrade des Festkörpers auch nur 3N Eigen- 
schwingungen vorhanden sind 


© Ogr 
[mode = [S-5 1rodo=3N, (13) 
0 0 


woraus die Grenzfrequenz mit 


1/ 35 
On 2nc, Ve (14) 
hervorgeht. w,, charakterisiert den speziellen Festkörper. Besonders feste 
Substanzen weisen eine hohe mittlere Schallgeschwindigkeit c, und damit 
auch eine hohe Grenzfrequenz w,, auf. 


Die Wärmekapazität bei tiefen Temperaturen läßt sich nunmehr mit (3) 
und (4) und dem näherungsweisen Ausdruck (12) für die Spektralfunktion 
untersuchen. Unter Fortlassung des temperaturunabhängigen Anteils 
von (4) entsteht für die Anregungsenergie E, 


hogr 

9N u ho 2 (kT)t r  odda RS 
EuN=— / AO IN | 7 (is) 

PUT | 

unter Benutzung von (14). 
Diese Formel läßt sich in den Grenzfällen 
ii; Tre 

T<9=-—* ode Z—FZ1 (16) 


leicht auswerten, wenn nämlich die Temperatur klein oder groß gegen die 
durch das Problem ausgezeichnete charakteristische Temperatur ©, die 
sogenannte Dezvesche Temperatur, ist. Im ersten Falle sehr kleiner 
Temperaturen wird (koy/kT)>1 und kann in (15), wo es als obere Grenze 
auftritt, ohne weiteres durch © ersetzt werden, weil die Funktion im Inte- 
granden dafür sorgt, daß große «x ohnehin nichts mehr beitragen. In diesem 
Falle gilt 


EBum=9n EI (em für 7<0, (17) 


ho,? | «1 


0 


und die Anregungsenergie ist proportional zu 7*. Damit findet die experi- 
mentelle Tatsache ihre Erklärung, daß entsprechend (2) die Wärmekapa- 
zität bei niedrigen Temperaturen zur 3. Potenz der Temperatur pro- 
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portional ist. In der Grenze höherer Temperaturen bleibt « klein, und e* 
kann nach Potenzen von « entwickelt werden. Die Anregungsenergie wird 


hüg/kT 
(k Ti da 


Eı(T)=9N (kon) 1+x-+:...—1 (18) 
KT 1 (kon \®_ M 
ON >( Er) 3NkT für T>0. 


Für hohe Temperaturen stimmen .also die Ergebnisse der DeBYEschen 
wie auch der Eınsteinschen Theorie mit den Ergebnissen der klassischen 
Theorie überein. 


Übungsaufgaben 


12.1. Über die Wechselwirkungsenergie Z RR) $ eines magnetischen Dipols im 
äußeren Felde 5 (Dimension = [Stromstärke/Länge]) bilde man ein charakte- 
ristisches Dipolmoment u’, das nur € (bzw. e), m, } enthält. Welcher Ausdruck 


würde sich für 1 ergeben, wenn es durch die Gleichung E = — 18 statt durch 
E=—u’$ eingeführt würde? ® hat die Dimension [Kraft/Stromstärke x Länge]. 


12.2. Man berechne nach der Drsyzschen Theorie die mittlere Oszillatorfrequenz Om 
und die Nullpunktsenergie Z, als Funktion der Grenzfrequenz wy- 


12.3. Mit den angegebenen Wer-z "———————————— nn 
ten für 4, 4, 0 (= Dichte), - | Pb | Cu | Fe 
M (= Molekulargewicht) be- m | 0 ao | ou 


rechne man die Grenzfrequen- 4 [m/s] 2160 4700 5850 


zen w, und die Desye-Tem- Cr [m/s] 700 2260 3230 
peraturen © der drei Metalle _ [g/em?) | 11,7 8,9 1,8 
Blei, Kupfer, Eisen. M | 207,2 63,6 55,8 
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Zusammenfassung: Mit der Vermutung, daß die Prancksche Konstante A 
über ihre Bedeutung bei der Hohlraumstrahlung hinaus von fundamentaler physika- 
lischer Bedentung sei, fand Eınsrtein beim Photoeffekt den Zusammenhang zwischen 
der Frequenz w des einfallenden Lichts und der Maximalenergie Aw der emittierten 
Elektronen. Er stellte dabei die durch die weitere Entwicklung der Quantentheorie 
glänzend bestätigte Hypothese auf, daß das Licht aus Quanten mit der Energie ko 
besteht. 


Einen ähnlichen Hinweis liefert der Comrronxeffekt, bei dem die Lichtquanten- 
hypothese eine Bestimmung der Frequenzänderung von Röntsznlicht bei Streuung 
an Elektronen ermöglicht. Die Anwendung dieser Hypothese auf die Atomspektren 
deutet darauf hin, daß bei Emission und Absorption von Licht durch Atome bei den 
letzteren ein Übergang zwischen zwei diskreten Energiezuständen E, und E, statt- 
findet, wobei die Frequenz des zugehörigen Lichtquants &,„„ = (E„ — E,)/k ist. Dies 
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wird durch den FrAnck-Herrz-Versuch direkt bestätigt, bei dem Atome durch 
Blektronenstoß angeregt werden. Zwischen der zur Anregung notwendigen Elektronen- 
energie E und der Frequenz » des von den angeregten Atomen emittierten Lichts 
besteht der Zusammenhang E = ho. 


131 Photoeffekt 


Treffen Lichtwellen auf ein geeignetes Metall, so können Elektronen aus 
dem Metall herausgeschleudert werden. Die Zahl der herausgeschleuderten 
Elektronen ist zur Intensität des einfallenden Lichtes proportional, aber 
ihre Energie hängt nur von der Wellenlänge des Lichts 
ab. Sie ist ıım so höher, je kurzwelliger das auftreffende 
Licht ist. Diese Erscheinung, Photoeffekt genannt, ist 
klassisch unverständlich, denn nach der elektromagne- 
tischen Lichttheorie müßte die Energie der Elektronen 
selbstverständlich ebenfalls der Intensität des Lichts 
proportional sein. EINSTEIN ging zur Deutung des Ef- 
fekts von der Vermutung aus, daß die von PLANcK zur 
Deutung der Hohlraumstrahlung eingeführte Größe % 
eine physikalische Konstante von universeller Bedeu- 

Abb. 131 tung sei, die auch hier in zunächst geheimnisvoller 

Zum Photoeffekt Weise die Umwandlung von Licht in Elektronenenergie 

regelt. Er wandte daher die PLancksche Quanten- 

hypothese auf das Licht an. Den Zusammenhang zwischen Lichtfrequenz 

und Elektronenenergie beschrieb er durch die Forderung, daß die maxi- 
male Elektronenenergie Ex über die PLancksche Quantenbedingung 


Emax = ho (1) 


Elektron 


Licht 


mit der Frequenz w des einfallenden Lichtes zusammenhängt, wie es in 
Abb. 131 dargestellt ist. 


Dieses Gesetz ist von der Erfahrung voll bestätigt worden. Zu seiner 
Deutung formulierte Einstein die sogenannte Lichtquantenhypothese. 
Zunächst zeigt der beschriebene Versuch, daß aus der Lichtwelle, die man 
sich nach wie vor kontinuierlich einlaufend vorstellen mag, offenbar nur 
einzelne Quanten absorbiert werden können, deren Energie how verfügbar 
wird, um Elektronen aus dem Metall herauszuschleudern. In allgemeinerer 
Form bedeutet dies, daß die Lichtwelle ihre Energie nur um Beträge 
ändern kann, die entsprechend (1) der Frequenz der Lichtwelle proportional 
sind. Dieser Tatbestand veranlaßte Einstein zu der Annahme, daß das 
Licht überhaupt nur aus Quanten von der jeweiligen Energie kw besteht, 
die beim Auftreffen auf das Metall vernichtet werden und ihre gesamte 
Energie an das emittierte Elektron abgeben. 
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Das einfallende Licht besteht nach dieser Theorie also aus Schwärmen 
von Lichtteilchen, deren jedes die Energie kw aufweist. Die in der Wellen- 
theorie auftretende Energiedichte beschreibt dementsprechend nur die 
statistische Teilchendichte des Schwarms, multipliziert mit der Energie ho 
des einzelnen Teilchens. Rätselhaft bei dieser statistischen Interpretation 
bleibt, daß die Teilchendichte nicht der gewöhnlichen mathematischen 
Statistik genügt, sondern nach wie vor bestimmt wird als quadratische 
Funktion von Amplituden, den elektromagnetischen Potentialen, die 
ihrerseits den Wellengleichungen genügen. Offenbar unterliegt die Zahl 
der Lichtteilchen keinem Erhaltungssatz. Sie werden bei atomaren Be- 
wegungen aus mechanischer Energie erzeugt und können wieder absorbiert 
werden unter Umwandlung ihrer elektromagnetischen Energie Aw in 
mechanische Energie. Die in diesem Buch nicht dargestellte Quanten- 
elektrodynamik löst jedoch die aus der Anschauung herauskommenden 
Widersprüche und Rätsel zwanglos. 


132 : Comproneffekt 


Einen weiteren Hinweis für die Richtigkeit der Lichtquantenhypothese 
liefert der 1923 von Compron entdeckte und nach ihm benannte Effekt, 
wonach sich die bei der Streuung von Lichtteilchen an Elektronen beobach- 
teten Frequenzänderungen des Bo & 

Lichts durch die Stoßgesetzeder a, anne 0 

Mechanik erklären lassen. Beim 

Stoß des Lichtquants wird ent- 

sprechend Abb. 132 das Elek- 

tron in die Richtung 9, ge- 

stoßen, während das Lichtquant b, ------- 
oder Photon in einer anderen 

Richtung 9 mit veränderter 

Frequenz w’ weiterläuft. 


hw/c pP 
Aus Impulssatz und Energie- esse 
satz soll nunmehr der Zusam- hw/c 
menhang zwischen w& und ® Abb. 132. Lichtquant und Elektron beim 
bestimmt werden. Energie E, Comproneffekt 
und Impuls P, des Lichtquants a) vor dem Stoß b) nach dem Stoß 
i c) Impulssatz 
sind 
E,=hw Pı=h. (1) 


Dabei ist die aus der klassischen Elektrodynamik folgende Bezeichnung 
P= E/c zwischen Energie und Impuls einer elektromagnetischen Welle 
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benutzt. Im Sinne der Mechanik findet nun zwischen Lichtquant und 
Elektron ein elastischer Stoß statt, der durch die Erhaltungssätze für 
Energie und Impuls beschrieben wird. 

Bei Verwendung von y-Strahlen treten Elektronengeschwindigkeiten 
auf, die vergleichbar sind mit der Lichtgeschwindigkeit. Daher ist die 
nichtrelativistische Mechanik zur Beschreibung dieses Effektes ungeeignet. 
Nach der relativistischen Mechanik besteht zwischen Energie und Impuls 
eines Teilchens der Zusammenhang 


E=cY(mc)?-+P?. (2) 


Nach Vergleich von Formel (1) und (2) sollten die Lichtquanten Teilchen 
mit der Ruhmasse m = 0 sein. 

Der Impulssatz ist in Abb. 132c dargestellt. Aw’/c und Aw/c sind die 
Impulse des Lichtquants vor und nach dem Stoß, während P der Impuls 
des Elektrons nach dem Stoß ist. Nach Abb. 132 ce genügt P der Gleichung 


P%— (+) [0 +0? — 20’ cos®] 
(3) 
u (2) lo — w + 2ww’(1— cosd)]. 


Da das Elektron vor dem Stoß ruht und die Ruhenergie mc? besitzt, lautet 
der Energiesatz 


ho+md=hw-+cY(mce?+P2. (4) 


Die Auflösung von (4) nach der Wurzel und anschließende Quadratur 
liefert 


(5) 


 ( + (2) o o?. 


00 (1 c0s9) =" (mw) (6) 
zu entnehmen, aus der 
h 1 1 l ‚ 
aa lcd) For 37 (A )) (7) 


für den Zusammenhang zwischen w, ’ und # folgt. Die Differenz zwischen 
alter und neuer Wellenlänge ist also 


M=R—A= (1 co8d). (8) 
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Die Wellenlänge des Lichtquants wird bei diesem Stoß um einen nur vom 
Winkel 9, nicht aber von der Frequenz w abhängigen Betrag vergrößert. 
Für die Frequenzen hingegen gilt offensichtlich  <w. Das Lichtquant 
verliert also bei dem Stoß Energie, wie zu erwarten war. Die für die Wellen- 
längenänderung AA maßgebende Länge h/mc ist die ComproNwellenlänge 


des Elektrons: 
9,43. 102m. (9) 
MC n 


Der Comrroneffekt ist eine weitere Bestätigung dafür, daß das Licht 
bei einer Reihe von Prozessen den Charakter von Quanten der Energie ho 
hat. Es lassen sich zwar auch in einer reinen Wellentheorie Größen wie 
Impuls und Energie definieren, und auch dort können Wechselwirkungs- 
prozesse wie elastische Stöße beschrieben werden. Hier jedoch besteht ein 
solcher Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz, daß durch den 
Stoß-.die Frequenz der auslaufenden Welle verändert wird. Dieses Phänomen 
aber ist durch keine klassische Wellentheorie erklärbar. 


133 Atomspektren 


Glühende Gase senden bekanntlich Licht aus, das aus einer Folge 
diskreter Spektrallinien besteht. Die experimentell bestimmten Frequenzen 
dieser Linien lassen sich, wie in Abb. 133 schematisch wiedergegeben, 
stets als Differenzen von je zwei Termen 


Tz darstellen, wobei die Terme einer Fre- 
Ty PN quenz auch bei anderen Frequenzen 
;e a wieder auftreten: 
2 Omn=Tm— Ta 1) 
Ta m,n=1,2, 
ne Beispielsweise lassen sich alle Terme des 
= Wasserstoffs mit einer gemeinsamen 
. Konstanten R in der Form 
Abb. 133. Schematische Termdarstel- 
R 
lung von Atomspektren T,=—-- n=1,2,... (2) 
n 


zusammenfassen. Dabei ist R die RYpDBERGfrequenz, zu unterscheiden von 

der. in der Spektroskopie üblichen Rypserckonstanten R’ = R/2rc, die 

die Dimension einer Wellenzahl, also einer reziproken ER hat. Es ist 
R= 2,07. 10'°sec’!. (3) 


Mit (1), (2) und (3) sind alle möglichen Frequenzen des gesamten Wasserstoff- 
spektrums zahlenmäßig bestimmt. Den ersten Hinweis auf das Termschema 
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des Wasserstoffs gab die Entdeckung von BALMER, daß sich einige Linien 
im sichtbaren Frequenzbereich durch die Formel 

om=R(5r—) ei. (4) 
darstellen lassen. 

Die Zurückführung der durch 2 Indizes zu kennzeichnenden Frequenzen 
auf die nur durch einen Index charakterisierten Terme wird als Rırz- 
sches Kombinationsprinzip bezeichnet. Dieses Prinzip ist ganz allgemein 
gültig, denn die Darstellbarkeit der Frequenzen durch Termdifferenzen 
gilt auch für kompliziertere Spektren als das des Wasserstoffs, nur daß 
man dann für die Terme nicht mehr so einfache Darstellungen wie (2) 
erhält. 


Der in (1) enthaltene Tatbestand läßt sich wiederum mit der Licht- 
quantenhypothese erklären. Sendet ein Atom nämlich Licht der Frequenz 
Oyn aus, so ist anzunehmen, daß dieser Vorgang in der Emission eines 
Lichtquants der Energie 

AE=homn=hTm— Tr) (5) 


besteht. Da sich andererseits der harmonische Oszillator als der Prototyp 
eines gebundenen Teilchens nur in diskreten Energiezuständen aufhält, 
wird sich vermutlich auch jedes Atom mit seinen ebenfalls gebundenen 
Elektronen nur in diskreten Energiezuständen Z, mit n=0,1,2,... auf- 
halten, auch wenn für die Energien Z,, der Zustände n nicht ein so einfaches 
Gesetz wie im Falle des Oszillators gültig sein mag. Danach ist anzunehmen, 
daß die Emission eines Lichtquants mit einem Übergang des Atoms von 
einem Zustand m in einen anderen Zustand n verbunden ist. 


Soll die Gültigkeit des Energiesatzes beim Emissionsprozeß gewahrt 
bleiben, so muß die Energie AE des Lichtquants (5) gleich der Energie- 
differenz zwischen den Atomzuständen m und n sein, also 

AE=E„— En: (6) 


Die Spektralterme (1) finden daher mit (5) und (6) eine einfache Deutung 
als diskrete Energiestufen des Atoms: 


E, 
T1,=7-- (7) 


Andererseits lassen sich aus den Termen T,, die dem experimentellen 
Material entnommen werden können, die Energiewerte E,„ des Atoms 
bestimmen. Aus (1) und (7) folgt der Zusammenhang zwischen den beobach- 
teten Frequenzen @,,„ und den Energiezuständen E, des Atoms: 


E„-E 
Om: (8) 
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Diese Beziehung (8) ist von fundamentaler Bedeutung, und zwar sowohl 
für das Verständnis der Spektren und des Atombaus als auch für den 
weiteren Aufbau der Quantenmechanik, da sie die im Spektrum beobach- 
teten Frequenzen ®,,„ mit den für die atomaren Quantenzustände charakte- 
ristischen Energien E, verbindet. 


134 Atomanregung durch Elektronenstoß 


Die Deutung der Spektrallinien von Abschnitt 133, nach der das Atom 
von einem Energiezustand E,, in einen anderen E, übergeht und dabei 
seine freiwerdende Ener- 
gie als Lichtquant mit 
der Energie Aoyn ab- 
strahlt, wurde durch 
Versuche direkt bestä- 
tigt, die seit 1913 von 
FRANcK und G. HERTZ 
durchgeführt wurden. 
Sie bestehen darin, die 


Fr 


Atome durch mechani- Abb. 134.1. Prinzip des Franck-Herrz-Versuchs. 


schen Stoß mit beweg- K = Kathode, G = Gitter, A = Auffangelektrode 


ten Elektronen anzu- 

regen und gleichzeitig die beim Übergang des Atoms in den Grundzustand 
emittierten Lichtquanten nachzuweisen sowie ihre Frequenz zu messen. Zu 
diesen Elektronenstoßversuchen wird eine Apparatur in der Art von 
Abb. 134.1 benutzt. Ein Elektronenstrom geht von der Kathode K aus 
und strebt nach einem positiv geladenen Gitter @. Die rechts befindliche 
Auffangelektrode A ist um etwa 0,5 Volt gegen das Gitter negativ auf- 
geladen. Die Elektronen gelangen teilweise zur Auffangelektrode, wenn 
sie beim Durchfliegen des Gitters eine Energie von mindestens 0,5 Elek- 
tronenvolt (s. S. 45) gehabt haben, um gegen das Potential zwischen Gitter 
und Auffangelektrode anlaufen zu können. 


Nunmehr wird das Rohr mit Quecksilberdampf gefüllt und die Gitter- 
spannung U, bei Aufrechterhaltung der Spannungsdifferenz zur Auffang- 
elektrode, gesteigert. Dabei wird mit dem Galvanometer eine Stromstärke I 
gemessen, die mit der Spannung ansteigt, jedoch bei etwa 4,9 Volt stark 
abfällt, wie die in Abb. 134.2 dargestellten Meßergebnisse aufweisen. Bei 
niedrigen Spannungen führen die Elektronen mit den Quecksilberatomen 
lediglich elastische Stöße aus, bei denen sie wegen des erheblichen Massen- 
unterschiedes kaum Energie verlieren können. Erreichen sie jedoch kurz 
vor dem Gitter eine Energie von 4,9 eV, so sind sie gerade in der Lage, 
die Quecksilberatome anzuregen, also unelastische Stöße auszuführen. 


4 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Dabei büßen sie praktisch ihre gesamte Energie ein, so daß sie nicht mehr 
imstande sind, gegen einen Potentialwall bis zur Auffangelektrode zu 
laufen. 


Bei weiterer Spannungserhöhung verlagert sich die Zone, bei der die 
Elektronen die erforderliche Anregungsenergie erreicht haben, vom Gitter 
zur Kathode hin, so daß die Elek- 

I tronen bis zur Ankunft am Gitter 
bereits wieder neue Energie durch 

Beschleunigung gewonnen haben 

und in großer Zahl zur Auffang- 

elektrode weiterlaufen können. 

Bei 9,8 Volt können Elektronen 

kurz vor dem Gitter ihre Energie 

ein zweites Mal an die Queck- 

silberatome abgeben. Wegen des 

dabei eintretenden vollständigen 

Energieverlustes können sie dann 

nicht mehr bis zur Auffangelek- 

trode weiterlaufen, und es er- 

u/[v] folgt ein zweiter Stromabfall. 
5 10 15 :chzeiti h 
Abb. 134.2. Stromstärke I der Auffangelek- Glöiehzeitige Seubanung des 


trode in Abhängigkeit von der Beschleu- von den Quecksilberatomen aus 
nigungsspannung U beim FRAncK-HErTZ- gesandten Lichtes führte zum 


Versuch. Maxima der Kurve liegen bei Nachweis einer Quecksilberlinie 
U=49V,9,8V, 14,7V mit der Wellenlänge A = 2537 Ä 


im ultravioletten Bereich. Diese 
Linie entspricht der Emission von Lichtquanten, die beim Übergang der 
Hg-Atome in ihren Grundzustand entstehen. Die Relation 


hvo=eU () 


zwischen der zu A gehörigen Frequenz und der Spannung U = 4,9 Volt 
ist erfüllt und liefert somit den unmittelbaren Nachweis dafür, daß die in 
Abschnitt 133 durchgeführte Deutung der Atomspektren berechtigt war. 


Übungsaufgaben 


13.1. Die in (132.8) erhaltene Abhängigkeit für 42 stelle man in Polarkoordinaten 
dar. Außerdem gebe man das Verhältnis 44/A für d=n in Prozenten für 
sichtbares Licht (A = 500 mu), Rönteznlicht (A = 0,5 Ä) und y-Strahlen 
(A=50XE) an. 


13.2. Man überlege sich, unter welcher Voraussetzung die Rechnung von Abschnitt 132 
gilt, wenn es sich nicht um freie, sondern um gebundene Elektronen handelt 
Durch Vergleich der Photonenenergien der Wellenlängen von Aufgabe 13.1 mit 
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den Bindungsenergien schwach gebundener Elektronen (Elektron des H-Atoms 

im Grundzustand 13,5eV) und stark gebundener Elektronen (Elektron der 

K-Schale im Uran = 105 eV) begründe man: 

a) das Nichtauftreten des Comproxeffektes bei sichtbarem Licht; 

b) für welche Strahlen und Bindungsenergien die Rechnung von Abschnitt 132 
gilt; 

ce) die größere Intensität der nichtverschobenen Linien bei Atomen höherer 
Ordnungszahl. 


14 Quantelung des Phasenraums 


Zusammenfassung: Die Prancksche Quantenbedingung AEF=Aw für zwei 
benachbarte Iinergieniveaus des harmonischen Oszillators läßt sich auf beliebige 
mechanische Systeme verallgemeinern. Betrachtet man nämlich den Bahnverlauf des 
Öszillators in der pq-Ebene, dem sogenannten Phasenraum, so stellt sich heraus, daß 
die obige Quantenbedingung mit der Bedingung AJ = h identisch ist. 4J ist dabei 
der Flächeninhalt in der pg-Ebene, der von den Bahnen zweier benachbarter Energie- 
zustände begrenzt wird. In dieser Form ist die Quantenbedingung unabhängig von 
speziellen Eigenchaften des Oszillators und somit auf beliebige andere physikalische 
Systeme anwendbar. 


Für eine Drehimpulskomponente M eines abgeschlossenen Systems hat diese 
Bedingung zur Folge, daß M ein ganz- oder halbzahliges positives oder negatives 
Vielfaches von % sein muß. Diese Bedingung allein reicht aus, um die Energiezustände 
des Wasserstoffatoms zu berechnen. 


141 Oszillator im Phasenraum 


Die Praxckschen Überlegungen führten beim harmonischen Oszillator 
als speziellem mechanischen System zu der Annahme, daß unter allen 
theoretisch denkbaren Teilchenbahnen nur ganz bestimmte Bahnen in 
der Natur realisiert werden. Die Auswahl dieser Bahnen erfolgte durch die 


Bedingung za a) 


für den Energieabstand AE zweier benachbarter Niveaus. Diese spezielle 
Form der Quantenbedingung enthält in » eine charakteristische Größe 
speziell des Oszillators und läßt sich daher nicht ohne weiteres auf beliebige 
andere mechanische Systeme anwenden. Man wird daher zunächst eine 
verallgemeinerungsfähigere Formulierung der Quantenbedingung auf- 
zusuchen haben, die den Nachteil der Formel (1) vermeidet. 


Die Bewegungsgleichung sowie die Ausdrücke für Impuls p und Energie E 
des Oszillators sind: 
+00 p=mi B=Z- (+02). (2) 
4* 
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Ort x und Geschwindigkeit & werden bis auf eine unwichtige Phase dar- 
gestellt durch 
x—=Acoswt =—wAsinol. (3) 


Mit dieser Lösung (3) erhält die Energie die — natürlich zeitunabhängige — 
Form ei 
E=z 420°. (4) 


Eine spezielle Darstellung dieser Bewegung (3) ist in Abb. 141.1 wieder- 
gegeben. Zu jedem Punkt x(t) der Abszisse ist als Ordinate der zugehörige 
Impuls p(t) aufgetragen, der aus (2) und (3) folgt. Koordinaten und Impulse 
bilden zusammen den Phasen- 
raum. Im Zeitablauf beschreibt 
das Teilchen eine Ellipse, die im 
Uhrzeigersinn durchlaufen wird. 
In der Zeichnung sind zwei Bah- 
nen verschiedener Energie ein- 
getragen. Der Flächeninhalt zwi- 
schen den Bahnkurven ist eine 
Größe der Dimension (Impuls 
x Länge) oder (Energie X Zeit), 
hat also die gleiche Dimension 
wie das PLancksche Wirkungs- 
quantum h. 


Abb. 141.1. Bewegung des Oszillators 
im Phasenraum 


Für eine bestimmte Bahnellipse ist die eingeschlossene Fläche 


I RR U DEE 6) 

[027 v 
Der Inhalt des in Abb. 141.1 schraffierten Ellipsenrings zwischen zwei 
benachbarten Bahnen mit einem Energieunterschied AE=ho=hv, der 


der Pranckschen Quantenhypothese entspricht, ist daher AEby=h 


und somit 
AJ=h=2nh. (6) 


Gleichung (6) enthärt die Quantenbedingung in allgemeinerer Form, nämlich 
unabhängig von speziellen Größen des Oszillators wie w. Sie läßt sich 
ohne weiteres auf andere eindimensionale Probleme übertragen, bei 
denen die Bahnen im Phasenraum nicht zufällig Ellipsen sind (vgl. Übungs- 
aufgabe 14.1). Die Prancksche Konstante h erscheint hier als natürliche 
Einheit des Phasenraums. 


In diesem Stadium der älteren Quantentheorie sind einfach aus der 
Gesamtheit aller möglichen Bahnen einige spezielle durch die Forderung (6) 
herausgegriffen und als „erlaubt‘ postuliert. In der modernen Theorie 
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allerdings kann man nicht mehr vom Durchlaufen einer anschaulichen 
Teilchenbahn sprechen, sondern es entsteht vielmehr eine Art „Wahr- 
scheinlichkeitsnebel‘‘ um die jeweilige erlaubte Quantenbahn. Die Größe h 
beschreibt dabei den Bereich im Phasenraum, über den ein einziges Teilchen 
verteilt ist, statt sich auf einer scharf definierten Kurve zu bewegen. Das 
Teilchen wird durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Phasenraum 
dargestellt. Die dafür im Mittel beanspruchte Fläche ist mindestens gleich h. 
Im übrigen hängt es von dem speziellen System ab, wie diese Verteilung 
aussieht, ob sie die Symmetrie einer Ellipse hat oder ob sie unter anderen 
Bedingungen etwa durch ein 
Rechteck repräsentiert wird. 


Wenn aber der momentane 
Zustand eines Teilchens nicht 
mehr durch einen Punkt im 
Phasenraum charakterisiert wer- 
den kann, können auch Ort und 
Impuls nicht mehr beliebig genau 
gemessen werden. Es mag gemäß 
Abb. 141.2 zwar möglich sein, den GGG: 
einen oder anderen der Werte x 
und p unter bestimmten physi- 


. a Abb. 141.2. Schematische Darstellung der 
kalischen Umständen recht genau Unbestimmtheitsrelation. Die Größen Ax 


festzulegen und die zugehörigen md Ap können einzeln sehr verschieden 
Unbestimmtheiten Ax bzw. Ap, sein, ihr Produkt ist stets gleich groß 


hervorgerufen durch die Vertei- 

lung über die Fläche h, sehr klein zu machen. Stets wird aber das Pro- 
dukt der Unbestimmtheiten von Ort und Impuls die Größenordnung h 
aufweisen. Es gilt daher 


ApAxzeh. (7) 


Diese Relation, die sich in der modernen Quantenmechanik exakt ableiten 
läßt, ist die Hrısengerssche Unbestimmtheitsrelation. 


142 Verallgemeinerte Quantenbedingungen von Bour und SoMMERFELD 


Betrachtet wird ein System von mehreren (f) Freiheitsgraden, charakteri- 
siert durch seine Hamıtronfunktion 


H=H(p,...P} dı+--qp)> (i) 


die von den Koordinaten q, und den Impulsen p, abhängt. Mechanische 
Systeme dieser allgemeinen Art werden in Kapitel 21 noch näher unter- 
sucht. Die Quantenbedingung (141.6) soll verallgemeinert und zur Quante- 
lung des Systems (1) verwendet werden. 
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Für Systeme mit nur einem Freiheitsgrad wird die Annahme gemacht, 
daß die Bedingung (141.6) 
AJ=h (2) 


für beliebige Systeme, also nicht nur für den Oszillator, gültig ist. Etwas 
ausführlicher lautet diese Bedingung 


AJ 


Dabei ist das Randintegral so zu wählen, daß es die beiden Bahnen 
zweier benachbarter Zustände n und n — 1 in entgegengesetzter Richtung 
durchläuft. Ist der Grundzustand des Systems bekannt, so folgen 
alle übrigen Zustände 
sukzessiv aus (3). 


Über den Grundzustand 
läßt sich in dieser älteren 
Theorie nichts aussagen. 
Es stellt sich heraus, daß 
sein Flächeninhalt I, ge- 
legentlich gleich } oder h/2 
ist, mitunter aber auch 
einen anderen Wert hat. 


Be Aush see Überhaupt hat die Bedin- 
£ . 2. S' mintegrals 
ee Aw ln 8 gung (3) nach der neueren 
b) für zyklische Bewegungen Theorie nur genäherte 
Gültigkeit. 


Bei gebundenen Teilchen, dargestellt in Abb. 142b, wirkt sich die 
Quantenvorschrift (3) in qualitativ ähnlicher Weise aus wie beim Oszillator. 
Es entsteht eine diskrete Mannigfaltigkeit von Quantenzuständen n mit 
zugehörigen Energien E,. Das gleiche gilt für alle verallgemeinerten 
Koordinaten g, die einen nur endlichen Bereich durchlaufen. 


Für freie Teilchen ist der zugehörige Flächeninhalt im Phasenraum in 
Abb. 142a dargestellt. Ist der dem freien Teilchen zur Verfügung stehende 
Raum unendlich, bewegt es sich also auf einer räumlich unbegrenzten Bahn, 
so würde bei endlichem Impulsabstand und somit auch endlichem Energie- 
abstand der beiden Bahnen der dazwischenliegende Flächeninhalt unendlich 
groß. Die Bedingung (3) wird also durch unendlich dicht benachbarte 
Energiezustände erfüllt. Freie Teilchen besitzen daher auch in der Quanten- 
theorie ein Kontinuum von Energiezuständen, genau wie in der klassischen, 
ungequantelten Mechanik. 


Der Übergang zwischen gebundenen und freien Zuständen ist anhand 
von Abb. 142 einfach zu diskutieren. Je größer der Ortsraum ist, der dem 
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Teilchen zur Verfügung steht, um so dichter liegen die Impulse benachbarter 
Zustände beieinander, um Gleichung (3) zu erfüllen, und um so dichter 
ist das Spektrum der Energieeigenwerte. Im Grenzfall unendlich großen 
Ortsraums geht das Spektrum in ein Kontinuum über. 


Es bleibt nur noch die Verallgemeinerung von (3) auf mehrere Freiheits- 
grade (f) aufzusuchen. Die allgemeine Bewegung des Systems (1) wird durch 
eine Kurve im 2f-dimensionalen Phasenraum der q, und p; beschrieben. 
Betrachtet man eine spezielle durch ein bestimmtes Wertepaar q; und p; 
charakterisierte Ebene des Phasenraums, so erhält man wieder eine zwei- 
dimensionale Darstellung in den Koordinaten q;, und p;. Am naheliegendsten 
ist nun, für jeden einzelnen Freiheitsgrad die Quantenbedingung (3) zu 


fordern: 
4J 
dmdg= 13,05% (4) 


Damit diese Integration eindeutig ist, sind allerdings solche Koordinaten 
aufzusuchen, daß jedes p, nur von dem zugehörigen g; allein abhängt. Man 
spricht dann von der „Separation‘‘ des Systems. Die Unvollkommenheit 
dieser Phasenraumquantelung kommt unter anderem darin zum Ausdruck, 
daß sich bei einem System mit mehreren Separationsmöglichkeiten ver- 
schiedene Bahntypen ergeben. 


Es sei noch eine Anwendung von (4) auf abgeschlossene mechanische 
Systeme durchgeführt. Hier läßt sich der Winkel 9 um eine beliebige Achse 
(z-Achse) als kanonische Variable q einführen. Der zugehörige kanonische 
Impuls p ist die Drehimpulskomponente L, um die gewählte Achse. Falls H 
aus Symmetriegründen nicht von @ abhängt, ist die konjugierte Variable L, 
eine Erhaltungsgröße, also zeitunabhängig: L,=0,L,=M. Für dieses Varia- 
blenpaar p und M wird deshalb die Quantenbedingung (4): 


$Mdp= (M,—M,.)2n=h M=M,.th. (5) 


Gleichung (5) enthält die sehr allgemeine Aussage, daß sich benachbarte 
erlaubte Werte einer Drehimpulskomponente M nur um ganzzahlige Viel- 
fache von % unterscheiden können. Da mit jedem Wert M aus Symmetrie- 
gründen auch — M existieren muß, ist für die Eigenwerte der Drehimpuls- 
komponente M um die gewählte Achse die Zahlenfolge 


RR 3 SO (6) 


möglich. Daneben existiert als zweite Möglichkeit 


E58 
M=hn 4. 4: (7) 
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Beide Folgen werden wirklich beobachtet, die erstere bei gewöhnlichen, 
sogenannten Bahndrehimpulsen, die letztere z.B. bei der Eigenrotation 
des Elektrons, dem sogenannten Elektronenspin. 


143 Das Bonrsche Wasserstoffatom 


Die in Abschnitt 142 untersuchte Quantelung des Drehimpulses läßt sich 
leicht dazu verwenden, um das einfachste Atom, das Wasserstoffatom, zu 
berechnen. Es besteht aus einem Kern, der 

die Ladung |e| trägt, und einem Elektron 


e der Ladung e. Der Kern wird als ruhend 
angesehen, da seine Masse etwa 2000mal 
größer ist als die des umlaufenden Elek- 

__ trons. Das Elektron soll speziell auf Kreis- 
bahnen um den Kern laufen. Bei der Be- 
wegung auf dieser Kreisbahn müssen Zentri- 
fugalkraft und elektrische Anziehungskraft 
einander die Waage halten. Mit den Bezeich- 
nungen von Abb. 143.1 und (116.2) gilt 

Abb. 143.1. Das Bot#esche 2 & 
Modell des Wasserstoffatoms. Ein U (1) 
Elektron läuft auf einer Kreis- 
bahn um einen Kern mit der ‚ x ’ 
Ladung je] w ist die Kreisfrequenz des umlaufenden 
Elektrons. 


Die Energie E der Kreisbewegung setzt sich aus kinetischer und poten- 
tieller Energie zusammen: 


Bee © e& 
E=5 a a (2) 


Dabei ist die potentielle Energie so normiert, daß sie für a— oo verschwindet. 
Die Drehimpulskomponente M senkrecht zur Kreisfläche ist 

M=mwa?. 3) 
Mit (1) und (3) läßt sich der Bahnradius a durch den Drehimpuls M und 
die Konstanten e und m allein ausdrücken: 
a  (M/mw)? _ M? 


ZB emo? me (4) 
Aus (3) und (4) ergibt sich die Bahngeschwindigkeit: 
ee Et en (5) 


ma m M?: M 


Damıt sind die wichtigsten Größen der klassischen Bewegung zusammen- 
gestellt. 
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Dieser klassischen Darstellung ist nun die Quantenbedingung hinzu- 
zufügen. Da die herausgegriffenen Kreisbewegungen eine einfache Mannig- 
faltigkeit von Bewegungszuständen bilden, ist nur eine einzige Quanten- 
bedingung notwendig. Der Bewegungsvorgang hängt bei konstantem «a 
nicht vom Winkel g ab; entsprechend gilt als Quantenbedingung die 
Beziehung (142.6), nämlich M = hn. n = 0 entspricht einem Zustand ohne 
klassischen Drehimpuls und hat hier keinen physikalischen Sinn. Die 
Zustände zu negativen Werten von n sind bis auf die Umlaufsrichtung nicht 
von denen mit positiven n-Werten verschieden. Die Gesamtheit aller 
physikalisch verschiedenen Zustände wird daher bereits von den Werten 

n=1,2,3,... (6) 
allein erfaßt. 

Mit der Quantenbedingung für den Drehimpuls können die übrigen 
Größen, nämlich Energie, Bahnradius und Geschwindigkeit, in den 
diskreten Zuständen (6) berechnet werden. Die Radien a, von (6) sind 


2 
A,n= AN” | = En = 0,5292 - 10-!'m. (7) 


Der Radius a, im Grundzustand n—=1 ist der sogenannte Bonursche 
Wasserstoffradius. Durch die PLancksche Konstante % wird also, wie schon 
in Abschnitt 121 vorweggenommen, in Verbindung mit den übrigen 
Konstanten e und m des Problems die Größe der Atome bestimmt, während 
die klassische Beschreibung allein, also ohne %, überhaupt keine Länge aus- 
zeichnet. 


Die Energie ist nach (2) und (7): 


ER EN (8) 


Die Bindungsenergien des Wasserstoffatoms sind nach (8) also Bruchteile 
von e 
—— — 21,8 - 10° Joule=13,6eV. (9) 
2a, 

Atomenergien werden im allgemeinen in Elektronenvolt gemessen. 1 eV 
ist die kinetische Energie eines Elektrons, das eine Potentialdifferenz von 
1 Volt durchlaufen hat. Für die Umrechnung zwischen Elektronenvolt 


und Joule gilt daher mit der Elektronenladung von 1,602. 101° As 


1eV= 1,602. 10-° Joule. (10) 


Die einzelnen Energiezustände lassen sich nach dem Schema der Abb. 143.2 
darstellen. Dem tiefsten Energiewert entspricht der Zustand n=1. In 
diesem Zustand ist die Energie e?/2a, nötig, um das Elektron aus dem 
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Atom herauszulösen. e?/2«, ist also die Ionisierungsenergie des Wasserstoff- 
atoms. 


Nach (133.8) gilt für die von angeregten Wasserstoffatomen emittierte 


E Strahlung 
E„—E 


ae Gm. A) 


>a 
” In das Schema der Abb. 143.2 
"4  ]assen sich alle zu erwartenden 
=3 _ Frequenzen eintragen. Man ord- 
net die Gesamtheit der Spek- 
trallinien nach Serien, die durch 
=2 Übergänge zu je einem festen 
Energieniveau zustande kom- 
men. Die beiden kurzwelligsten 
(energiereichsten) Serien werden 
als LYMmAn- und BALMER-Serie 
bezeichnet. Die Frequenzen der 
BALMER-Serie fallen in den Be- 
reich des sichtbaren Lichts. 


Die Bougschen Überlegungen 
zum Wasserstoffatom liefern 
für die RypgErefrequenz R aus 
(133.2) den Wert 
e2/2a, __E?* me 

Rh 23h mM” 


R= 


(12) 


also einen Ausdruck, der durch 
e, m und # allein bestimmt ist. 
Dieser Wert von R stimmt mit 
n=1 dem von BALMER aus den 
experimentellen Daten gefun- 
denen vorzüglich überein. 


Abb. 143.2. Energieniveaus und Spektralserien 
des Wasserstoffatoms. Im gestrichelt eingetra- Die Geschwindigkeit v, im 
genen Potential sind nur Bewegungen in den : = 
Zuständen n=1,2,... möglich. Die Schnitt- Zustand n ist nach (5) 
punkte der Energieniveaus mit der Potential- e 1 dv 
kurve charakterisieren auf der a-Achse die dop- Gen (13) 
pelten Bahnradien in den jeweiligen Zuständen 

Die größte Geschwindigkeit v, 


tritt in der zentrumnahesten Bahn n—=1 auf. Der Wert von v, ist 


ER A No (14) 


sec " 
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Da v, kleiner als ?/,,, der Lichtgeschwindigkeit c ist, ist es kein wesentlicher 
Fehler, wenn an Stelle der relativistischen die NewTronsche Mechanik zur 
Untersuchung der Elektronenbewegung im Atom verwendet wird. Die 
Fehler sind von der Größenordnung (v,/c)”= 10°, also vernachlässigbar 
klein. 


Übungsaufgaben 


14.1. Man berechne die Impuls- und Energiezustände eines Teilchens der Masse m, 
das sich zwischen zwei bei x = + a/2 gelegenen, elastisch reflektierenden Wänden 
in x-Richtung frei bewegen kann. Es soll hier die nicht ganz zutreffende An- 
nahme gemacht werden, daß es einen Zustand p=E=0 gibt. 


14.2. Zu bestimmen sind die Impuls- und Energiezustände eines Teilchens im reflektie- 
renden Kasten, dessen Kantenlängen a, b und c sind. Die mittlere Zustands- 
dichte im Phasenraum soll bestimmt werden. Außerdem diskutiere man den 
Fall co. 


14.3. Für die Schwingung eines im Potential Y (x) gebundenen Teilchens beweise 
man den Zusammenhang T’=dI/dE zwischen klassischer Umlaufszeit T, 
Phasenintegral I = $pdz und der Energie EZ und vergleiche das Ergebnis mit 
der Quantenbedingung beim harmonischen Oszillator. 

14.4. a) Welcher Zusammenhang besteht beim BoHxschen Wasserstoffatom zwischen 

der Umlaufsfrequenz ®, und dem Bahnradius «,? Wie groß ist w,? 
b) Man berechne das magnetische Dipolmoment u,(lel/7,) F„ des BoHRr- 


schen Wasserstoffatoms. Mit T,=2n/w, als Umlaufszeit stellt lel/7', den 
die Fläche F, umfließenden Strom des umlaufenden Elektrons dar. 


15  Ausbliek auf die neuere Theorie 


151 Versagen der älteren Quantentheorie 


Die bisherige Theorie vermittelt folgendes Bild des Atoms: Masse und 
Ladung im Atom sind gequantelt. Punktförmige, elektrisch geladene Teil- 
chen bewegen sich auf durch besondere Quantenbedingungen ausgewählten 
klassischen Bahnen, strahlen aber eigentümlicherweise auf diesen Bahnen 
keine Energie aus, obwohl sie gekrümmte und damit beschleunigte Be- 
wegungen ausführen. Dagegen findet eine Energieausstrahlung dann statt, 
wenn die Teilchen spontan von einer der ausgewählten Bahnen auf eine 
andere übergehen. Die freiwerdende Energiedifferenz wird als Lichtquant 
abgestrahlt. Wenn das Atom ein Lichtquant absorbiert, nimmt es dessen 
Energie auf und geht sprunghaft in einen höheren Energiezustand über. 
Für die Zahl der Lichtquanten gilt demnach kein Erhaltungssatz. Dagegen 
bleiben die allgemeinen Erhaltungssätze, insbesondere der Energiesatz, bei 
atomaren Vorgängen gültig. Über die Bahn des Elektrons beim Übergang 
von einem Zustand in einen anderen sagt die Theorie nichts aus. 
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Für das Licht entwirft die bisherige Theorie ein höchst eigentümliches 
Bild, wonach einerseits Emission, Absorption und Umwandlung (Photo- 
effekt, ComPrToNeffekt) nur durch die Annahme von Liehtquanten ver- 
ständlich sind, die Ausbreitung des Lichts andererseits sich jedoch nach den 
Gesetzen der Wellentheorie vollzieht. 


Die quantitative Übereinstimmung dieser älteren Quantentbeorie mit 
experimentellen Ergebnissen umfaßt zunächst grundsätzliche Einsichten, 
wie z.B. den Zusammenhang von Energie und Frequenz. Sie liefert die 
exakten Energieterme des Wasserstoffatoms und darüber hinaus alle in 
diesem Teil behandelten Phänomene. Die Anwendung der gleichen Theorie 
auf kompliziertere Probleme jedoch mißlang. So stellte sich heraus, daß 
mit den BOHR-SOMMERFELDschen Vorschriften die Terme des Helium- 
spektrums sich nicht berechnen ließen. Darüber hinaus versagte sie bei der 
Behandlung von Mehrkörperproblemen aller Art. Auch die Behandlung von 
Drehimpulsen mit der älteren Theorie führte zu Abweichungen gegenüber 
den Erfahrungswerten. So sollte nach der älteren Theorie das Drehimpuls- 
quadrat nur die Eigenwerte h?l? besitzen, während die Experimente immer 
die Werte h®l(l + 1), mit ganzzahligen Werten für 2, lieferten. 


Zu diesen quantitativen Unvollkommenheiten der älteren Theorie treten 
solche grundsätzlicher Art. In ihrem Rahmen erscheinen die BOHR-SOMMER- 
reLpdschen Quantenbedingungen (142.4) als willkürliche Zusatzforderungen 
an eine im übrigen unverändert gebliebene klassische Mechanik, für die sich 
keine tieferen Begründungen angeben lassen. Überträgt man außerdem 
die Beschreibung eines mechanischen Systems auf ein anderes Koordinaten- 
system, so bleiben die Quantenbedingungen (142.4) dabei nicht immer 
invariant. Sie sind also vom gewählten Koordinatensystem in gewisser 
Weise abhängig und können auch aus diesem Grunde keine allgemein- 
gültige und letzte Formulierung einer Theorie darstellen. Diese schwie- 
rige Situation veranlaßte die forschenden Theoretiker zu Beginn der 
zwanziger Jahre, weiter zu suchen nach einer endgültigen Quanten- 
theorie, über die im nächsten Abschnitt einiges Grundsätzliche gesagt wird 
und die im übrigen den Hauptgegenstand der Behandlung in diesem Buch 
darstellt. 


152 Die neuere Quantentheorie 


Die neuere Quantentheorie hat sich gleichzeitig auf mehreren Wegen ent- 
wickelt. Für den einen Weg sind Forscher wie BoHR, HEISENBERG, BORN 
und JORDAN bestimmend gewesen. Ausgangspunkt war die HEISEN- 
BERGsche Matrixmechanik. HEISENBERG ging von der Annahme aus, daß die 
bisher in Kapitel 14 geschilderte Theorie möglicherweise eher ein Zuviel 
als ein Zuwenig an Begriffen enthalte, so daß zur Auffindung der end- 
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gültigen Theorie eher an begriffliche Reduktionen als an Erweiterungen 
gedacht werden müsse. In der Tat stellte sich heraus, daß die Theorie erst 
um bestimmte, aus der anschaulichen Mechanik übernommene Begriffe 
reduziert werden mußte, damit sie auch auf das atomare Geschehen mit 
Erfolg angewendet werden konnte. 


Es schien notwendig, sehr genau zwischen meßbaren und nicht meßbaren 
Größen zu unterscheiden. So etwa hat es zwar Sinn, beim Atom von charak- 
teristisechen Frequenzen zu sprechen, die das Atom ausstrahlt, oder von 
Energiestufen, aus denen sich die Frequenzen ableiten lassen. Daß es da- 
gegen überhaupt noch Sinn hat, von einer Teilchenbahn zu sprechen, ist 
zwar in der älteren Theorie als selbstverständlich vorausgesetzt, aber im 
Grunde keinesfalls gesichert; denn von diesen Elektronenbahnen selbst 
oder von den zu ihnen gehörigen Bahnfrequenzen wird tatsächlich nichts 
beobachtet. Die kritische Diskussion der Beobachtbarkeit physikalischer 
Größen führte HrIsEnBErG 1925 zu seiner Matrixmechanik, die in Teil 2 
bei der Quantelung der Teilchen ausführlich behandelt wird. 


Ein ganz anderer Weg nahm seinen Ursprung in Überlegungen von 
DE BRoGLıE (1924) über die Gleichung 


E=h». () 


Diese Gleichung stellt eine rätselhafte Kopplung zwischen einer Teilchen- 
eigenschaft wie der Energie und einer Frequenz als ausgesprochener Wellen- 
eigenschaft her. De BrocLıe übertrug diese Gleichung (1) für das Licht 
auch auf Teilchen mit einer endlichen Ruhmasse. Er folgerte aus der 
Relativitätstheorie mit ihrer Kopplung aller Raum- und Zeitkoordinaten, 
daß ein Zusammenhang dieser Art zwischen Energien und Frequenzen einen 
entsprechenden Zusammenhang 


PT (2) 
zwischen Impuls und Wellenlänge zur Folge haben müsse. 


Wenn die Anwendung dieser Gleichungen (1) und (2), etwa auf ein 
Elektron, irgendwelchen Sinn haben soll, so müßte dieses Elektron nicht 
nur Teilcheneigenschaften, sondern auch Welleneigenschaften haben, näm- 
lich eine Wellenlänge und eine Frequenz. Einem sich frei bewegenden 
Elektron wäre eine ebene Welle zuzuordnen, deren Frequenz und Wellen- 
länge durch die beiden Vorschriften (1) und (2) bestimmt sind. Die DE BroG- 
rızsche Relation (2) wurde bald experimentell bestätigt. Beim Durchgang 
durch Gitter zeigen Elektronen tatsächlich Beugungserscheinungen, die 
einem Wellenvorgang mit einer Wellenlänge gemäß (2) entsprechen. 


Eine konsequente Wellentheorie der Materie lieferte SCHRÖDINGER 1926. 
Der Übergang von dieser Theorie zur Quantentheorie bedurfte allerdings 
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ebenfalls einiger Zusatzvorschriften, die von der Wellentheorie aus gesehen 
nicht anschaulich verständlich sind, wie zum Beispiel die Quantelung der 
Ladung. Diese Theorie findet in Teil 3ihre Darstellung. Bald nach Erscheinen 
seiner ersten Arbeit konnte SCHRÖDINGER zeigen, daß seine Wellentheorie 
der HEISENBERGschen Matrixmechanik völlig inhaltsgleich ist. Damit war 
die Quantentheorie sowohl von der Teilchentheorie als auch von der Wellen- 
theorie her abgeleitet. Eine systematische Quantelung der Wellentheorie 
wurde später von PAULI und HEISENBERG nach dem Schema der Matrix- 
mechanik durchgeführt. 


1927 gelang HrIsENBERG mit der Entdeckung der Unbestimmtheits- 
relation die Aufklärung der Rätsel, die sich bei der Entwicklung der 
abstrakten Matrixtheorie angehäuft hatten, und die Lösung der Probleme, 
die die gleichberechtigte Gültigkeit einer Wellen- und einer Teilchentheorie 
aufgeworfen hatte. HEISENBERG stellte fest, daß nach der Quantentheorie 
Ort und Impuls nur mit einer begrenzten Genauigkeit bestimmt sind. Das 
Produkt ihrer Unbestimmtheiten 


Apde=t (3) 


besitzt eine untere Grenze. 


Diese Relation vermittelt den tiefsten Einblick in das Wesen der neuen 
Theorie und zeigt, in welcher Weise diese Theorie indeterminiert ist, inwie- 
weit nämlich die Aussagen der Quantentheorie eindeutig sind und inwieweit 
sie nur statistischer Art sein können. Bekanntlich besitzt die gewöhnliche 
Mechanik die Eigenschaft, bei bekannten Anfangsbedingungen eindeutige 
Vorhersagen für die Zukunft eines Systems zu liefern. Zu den Anfangs- 
bedingungen aber gehören genaue Angaben für Ort und Impuls. Wenn es 
nun nicht möglich ist, zu einem einzigen Zeitpunkt Ort und Impuls genau 
zu bestimmen, so ist es auch nicht verwunderlich — selbst wenn in der 
Mechanik alles rein kausal bedingt ist und bleibt —,daß sich über die Zukunft 
des Systems keine eindeutigen Aussagen machen lassen, sondern nur solche 
statistischer Art. 


Die Entwicklung der letzten Jahre betrifft die Verbindung von Quanten- 
theorie und Relativitätstheorie. Seit Jahrzehnten stand die Frage offen, ob 
die Quantentheorie von HEISENBERG und SCHRÖDINGER in entsprechender 
relativistischer Verallgemeinerung bei hohen Energien gültig bleibt oder 
nicht. Es wurde um 1928 von Dir4c eine Theorie des Elektrons gefunden, 
die eine relativistisch einigermaßen einwandfreie Beschreibung des Elektrons 
bei nicht zu hohen Energien lieferte. Die allgemeineren Zusammenhänge 
jedoch, also die relativistische Quantelung selbst, der gegenüber die DIRAC- 
sche Darstellung des Elektrons nur eine Art Notlösung war, ließen sich erst 
in den Jahren 1948-1952 aus der systematischen Quantelung der Wellen- 
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theorie gewinnen. Sie erst lieferte eine exakte Beschreibung der relati- 
vistischen Bewegungen und der Wechselwirkungen zwischen Elektron und 
Licht. Dagegen stoßen die Bemühungen um eine geschlossene Beschreibung 
der übrigen Elementarteilchen, wie Protonen, Neutronen, Mesonen, bis 
heute noch auf ernste Schwierigkeiten. 


153 Grenzen der Anwendbarkeit 


In diesem Abschnitt sollen nach allen Seiten kurz die Grenzen abgesteckt 
werden, innerhalb deren quantentheoretische Überlegungen gültig sind. 


Die eine Grenze vom Mikroskopischen zum Makroskopischen hin ist den 
Quantenbedingungen selbst zu entnehmen; sei es in der Form AJ=h 
oder in der Form der Unbestimmtheitsrelation Ax Ap> h/2. Trotz der 
Gültigkeit der Quantentheorie wird das Verhalten eines makroskopischen 
Gegenstandes nicht durch die Quantenbedingungen oder etwa durch die 
Unbestimmtheitsrelation beschrieben, sondern vielmehr durch die Gesetze 
der klassischen Mechanik. Sobald nämlich die Dimensionen eines Systems, 
also seine Energien, Zeiten, Geschwindigkeiten und Orte, so groß sind, daß 
die Prancksche Konstante h wegen ihrer Kleinheit keine Rolle mehr spielt, 
geht die Quantenmechanik in die klassische Mechanik über. In dieser 
Grenze %—-0 stellen weder die Quantenbedingungen noch die Unbestimmt- 
heitsrelation einschränkende Bedingungen dar, und die klassische Mechanik 
gilt demzufolge exakt. 


Eine andere Grenze besteht in der Voraussetzung einer nichtrelativistischen 
Mechanik. Die Ergebnisse einer nichtrelativistischen Theorie werden falsch, 
sobald die vorkommenden Geschwindigkeiten von der Größenordnung der 
Lichtgeschwindigkeit sind, das heißt, sobald die betrachteten Energien des 
Elektrons nicht mehr klein gegen seine Ruhenergie sind. Diese Bedingung 
wird durch 

E<me mc’—= 0,511 MeV (1) 
wiedergegeben.. 


Die relativistische Theorie, die diese Einschränkungen nicht kennt, ließ 
sich bis heute für Mesonen und Nukleonen (Protonen und Neutronen) nicht 
einwandfrei durchführen. Dies bedeutet auch für rein elektromagnetische 
Phänomene eine Einschränkung insofern, als bei Energien der Größen- 
ordnung Mc?, mit M == 2000 m als der Nukleonenmasse, auch Nukleonen 
erzeugt und vernichtet werden können, deren Einfluß quantitativ nicht 
richtig abgeschätzt werden kann. Es tritt also auch bei richtiger rela- 
tivistischer Beschreibung eine einschränkende Bedingung für hohe Energien 
auf, nämlich 

E<M c** 2000 mc? = 10°eV. (2) 
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Das sind Energien, die mit den modernsten Beschleunigungsmaschinen 
erzeugt werden, um durch Experimente Näheres über die relativistische 
Quantentheorie der Nukleonen auszusagen. 
Auch bezüglich der geometrischen Dimensionen existiert eine untere 
Grenze für die Richtigkeit quantentheoretischer Überlegungen. Diese folgt 
ebenfalls aus der Existenz der noch nicht widerspruchsfrei beschreibbaren 
Teilchen. Bei der Besprechung des Atomkerns wurde darauf hingewiesen, 
daß dieser als ein Tröpfchen behandelt werden kann, in dem jedes einzelne 
Nukleon ein solches Volumen einnimmt, als habe es einen Radius von 


R,=210-!5m. (3) 


Bei dieser Größenordnung der Länge macht sich also bereits die Struktur 
der Elementarteilchen bemerkbar, über die gegenwärtig nur recht wenig 
bekannt ist. 


2  Teilchenquantelung 


In Teill wurde die ältere, elementare Quantentheorie dargestellt, eine 
Theorie, vonder sich herausstellte, daß sie weder widerspruchsfrei formulier- 
bar ist, noch mit der Erfahrung voll übereinstimmt, die andererseits aber 
wichtige Hinweise für die Struktur der endgültigen und exakten Quanten- 
theorie liefert. In Teil 2 soll diese endgültige Theorie auf einem Wege ent- 
wickelt werden, der bei der klassischen Teilchentheorie, der Mechanik der 
Massenpunkte, in Kapitel 21 beginnt und in Kapitel 22 aus dem Vergleich 
zwischen Theorie und Experiment die notwendigen Korrekturen entnimmt, 
die zum Aufbau der vollständigen Quantentheorie erforderlich sind. Das 
Ergebnis ist die HrIsexngergsche Matrixmechanik. Die neugewonnene 
Theorie wird in Kapitel 23 durch entsprechende Verallgemeinerungen in um- 
fassender Form formuliert und in Kapitel 24 auf ein mathematisch einfaches 
Beispiel, den harmonischen Oszillator, angewandt. Die Matrixmechanik 
wird hier nur in ihren Anfangsgründen behandelt, weswegen auch die 
Anwendungen über diesen Rahmen nicht wesentlich hinausgeführt werden. 

Dieser Weg zum Auffinden der Quantentheorie über die sogenannte 
Teilchenquantelung ist nicht der einzig mögliche, und die Quanten- 
theorie wird deswegen in Teil 3 nochmals von einem ganz anderen Stand- 
punkt aus, nämlich über die Wellenquantelung, abgeleitet. Die Gleich- 
wertigkeit beider Formulierungen der Quantentheorie wird am Schluß 
von Teil 3 dargelegt. 

Da sich die Matrixmechanik auf den allgemeinen Hammvronschen 
Formalismus der klassischen Mechanik aufbaut, wird es für zweckmäßig 
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gehalten, in Kapitel21 die Prinzipien der klassischen Mechanik unter 
besonderer Berücksichtigung atomarer Teilchensysteme wiederholend in 
einer Form zusammenzufassen, die der anschließenden Einführung der 
Quantentheorie am angemessensten erscheint. 


21 Zusammenfassung der Teilchentheorie 


Zusammenfassung: Ein mechanisches System von N Teilchen kann durch die 
Nzwronschen Bewegungsgleichungen m,i„= 8, beschrieben werden. Besonders 
wichtig ist der Fall, daß die Kräfte ein Potential besitzen. Definiert man eine 
Lasrangzfunktion Z= 7 — V als Differenz von kinetischer und potentieller Energie, 
so lassen sich die Bewegungsgleichungen in der bei Koordinatentransformationen in- 
varianten Form d(L/84 )/dt=OL/öqg als Eurersche Differentialgleichungen des 
Variationsproblems f dtL=0 darstellen. Durch Einführung der Hamıtronfunktion H 
erhalten die Bewegungsgleichungen die symmetrische Form der kanonischen 
Gleichungen. 


Ein abgeschlossenes mechanisches System enthält 10 Erhaltungsgrößen. Hierzu 
gehören neben der Energie E je 3 Komponenten des Gesamtimpulses P, des Gesamt- 
drehimpulses & und des Anfangsschwerpunkts 3,. Sie entsprechen allgemeinen In- 
varianzeigenschaften des mechanischen Geschehens, die in entsprechenden Eigen- 
schaften der zugehörigen Hamıtronfunktion H zum Ausdruck kommen, 


211 Darstellung atomarer Teilchensysteme 


Für ein beliebiges mechanisches System von N Teilchen gelten N vekto- 
rielle Newronsche Bewegungsgleichungen: 


[Mmin—8n n=1,2,...,N. (1) 


WE6,Lnt eyYn- En (2) 
der Ortsvektor des n-ten Teilchens mit den kartesischen Koordinaten 
%ys Yns 2n5 C2, €, und e, sind die Einheitsvektoren in &-, y- und z-Richtung. 
m, sind die Massen und $, die auf die einzelnen Teilchen wirkenden Kräfte. 
Besitzen diese Kräfte $, ein Potential V, so gilt 

oV 
= V=Vlu, ... ‚ty Ä (3) 


en Er 


Dabei ist 


Die Gesamtenergie E des Systems setzt sich dann aus der kinetischen 
Energie T und der potentiellen Energie V zusammen 


M, 


N 
E=T-+V T=-YZü (4) 
n=1 


und stellt eine Erhaltungsgröße dar. 


5 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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In (3) bedeutet das Symbol 


°.,09 ö d - 
rg az (8) 


den üblichen Differentialoperator des Orts, der in der Literatur auch als V- 
(lies Nabla) Operator bezeichnet wird. Je nachdem, ob er auf skalare oder 
vektorielle Funktionen angewendet wird, und je nach der Art der Ver- 
knüpfung (skalar oder vektoriell) wird er als Gradient, Divergenz oder 
Rotation bezeichnet: 


ö [) r ° 
3, /=gradV z,A=dvä 5, x A=rotl. (6) 


(3) verlangt also, daß sich die Kraft als Gradient einer skalaren Ortsfunktion 
darstellen läßt. 


Ein Atom läßt sich in guter Näherung als ein System von Z Elektronen 
und einem ruhenden, Z-fach positiv geladenen Kern darstellen. Dabei ist Z 
die Kernladungs- oder Ordnungszahl des Atoms. Die Annahme, daß der 
Kern ruht, ist berechtigt, da er fast die gesamte Masse des Atoms enthält. 
Bei Vernachlässigung der Mitbewegung des Kerns pflegt man seinen 
Mittelpunkt als Koordinatenursprung zu verwenden. 
Die potentielle Energie V ist durch die elektrostatische 
Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen sowie 
zwischen den einzelnen Elektronen untereinander 
bestimmt (vgl. Abb. 211), wenn man die dagegen 
geringfügige magnetische Wechselwirkung vernach- 
lässigt: 


zZ 2 
Abb. 211. Elek- vv Ze € es 
tronenabstände im = 2 Tu = te (7) 
Atom der Ordnungs- 
zahl Z=3 Dabei ist e® = e?/4re, mit e=1,6- 10" 1° Asals Elemen- 


tarladung. Die erste Summation in (7) läuft über alle 
Elektronen und beschreibt die COULOMBsche Anziehung zwischen Kern und 
Elektronen. Der zweite Term berücksichtigt die Abstoßung zwischen den 
Elektronen, er besteht aus einer Summe über alle Paare. 


212 Erhaltungssätze 


Nach (211.1) lauten die Bewegungsgleichungen eines Systems von Massen- 
punkten 
mr rer ei nl: N (1) 


Unter welchen Voraussetzungen für die Kräfte ,, existieren erste Integrale 
dieses Gleichungssystems, das heißt Erhaltungssätze für solche Größen 
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wie Impuls ®, Drehimpuls 2, Energie E und Anfangsschwerpunkt 3,? 
Die Untersuchung dieser Frage erfolgt am einfachsten anhand der Definition 
dieser Größen: 


die Gesamtmasse und den Schwerpunkt bedeu- 
ten. Nunmehr wird das System (1) in zwei 
infinitesimal benachbarten Augenblicken i und 
Abb. 212. System bewegter 51 44 betrachtet, in denen sich die Teilchen 
Massenpunkte M 
gemäß Abb. 212 von r„(f) nach 


yt+-d)=1,(t)+ din + ind (4) 


bewegen. Sollten sich dabei die in (2) definierten Ausdrücke als zeit- 
unabhängig und damit als Erhaltungsgrößen erweisen, so wird das zu- 
gehörige System als abgeschlossen bezeichnet. 


Für die zeitliche Änderung des Gesamtimpulses ® gilt unter Zuhilfenahme 
der den Zeitablauf des Systems bestimmenden Bewegungsgleichungen (1) 


GE min ER (5) 


P=fonit, falls 29° (6) 


Die aus allen Teilchenkräften additiv zusammengesetzte resultierende Kraft 
muß verschwinden, wenn der Impulssatz gelten soll. Diese Bedingung ist 
zum Beispiel erfüllt, wenn im System ausschließlich entgegengesetzt gleiche 
Kräfte zwischen je zwei Teilchen wirken. Für das atomare System von 
Abschnitt 211 ist sie nur erfüllt, wenn der Kern mit in das System ein- 
bezogen, seine Eigenbewegung also nicht vernachlässigt wird. 


Es ist also 


Der Gesamtdrehimpuls & des Systems ist jeweils in bezug auf einen will- 
kürlichen Punkt des Raumes definiert, als der in (2) der Koordinaten- 
ursprung mit dem Ortsvektor ı — 0 gewählt wurde. Die zeitliche Änderung 
von 2 ist, wiederum unter Berücksichtigung der Bewegungsgleichungen (1), 


Em in X int X = Ira% Rn. (7) 
N N 


5* 
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2%=fonit, falls (8) 


Der Drehimpulssatz gilt, wenn die Summe aller Drehmomente 1, x 8, 
bezogen auf den Punkt r= 0, verschwindet. Auch der Drehimpuls bleibt 
bei Systemen mit lediglich paarweiser Wechselwirkung erhalten, falls die 
Kräfte nicht nur entgegengesetzt gleich sind, sondern außerdem noch in 
Richtung der Verbindungslinie der beiden wechselwirkenden Teilchen 
liegen. Bei atomaren Systemen mit bewegtem Kern gilt demnach der 
Drehimpulssatz in bezug auf jeden beliebigen Punkt. Bei ‚festgehaltenem“ 
Kern gilt er nur noch mit dem Ort des Kerns als Bezugspunkt. Dann wirkt 
zwar die Wechselwirkung zwischen Kern und Elektronen als äußere Kraft, 
aber alle diesbezüglichen Glieder 1,x $, verschwinden, da rt, und $, 
parallel zueinander sind. 


Demnach ist 


Die zeitliche Änderung des Anfangsschwerpunkts beträgt mit der 
Definition (2) des Impulses 


Gar a2 Mat Pi) = Ar (2 Min — Bi— B=—grt. (9) 


Daher ist 


3—tonft, falls P=0. (10) 

Der Anfangsschwerpunkt 3, bleibt erhalten, wenn der Impulssatz gilt. In 
der Form 2 

sitzt al) 


besagt der Schwerpunktsatz, daß sich der in (3) definierte Schwerpunkt 
eines Teilchensystems mit der Geschwindigkeit ®/M gleichförmig bewegt. 


Der Energiesatz entsteht nach Multiplikation der Bewegungsgleichungen 
(1) mit den in Abb. 212 dargestellten, zwischen i und i -+ di zurückgelegten 
Wegelementen dr, und anschließender Summation 


2 My tn, = 2 Kndin: (12) 
N Rn 
Die linke Seite dieser Gleichung läßt sich als totales Differential darstellen: 
I Mmyindtn— I Mntnindi=dT T=-3Z%. (13) 
N [2 Rr 


Ist das bei der rechten Seite auch, etwa in der Form 
Rd. = —dV (14) 
n 


möglich, so gilt d7 + dV = 0 für den Zeitabschnitt di oder 
E=T-+V=konst. (15) 
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Hier ist E die gesamte Energie des Systems, T und V sind ihr kinetischer 
und ihr potentieller Anteil. 


Hängen die Kräfte $, nur von den Orten r, ab, so ist (14) die einzige 
Bedingung für die Gültigkeit des Energiesatzes. Teilt man die Kräfte $, 
in Anteile $!! und $} auf, die zu den Bahntangenten und damit zu dt, 
parallel und senkrecht liegen, so gilt 


-el+ 1 Kid. (16) 


Die Bedingung (14) kann also auf die bloße Forderung eingeschränkt werden, 
daß allein die bahntangentialen Kräfte „konservativ“ sein müssen, also 


8 dn=—dV. (17) 


Magnetische Kräfte auf Punktladungen sind bahnnormal, also vom Typ 
der 8} in (16), und können daher die Energie eines Systems nicht beein- 
flussen. 


Hängen die Kräfte ®, nicht nur von den Orten r,„, sondern auch von 
den Geschwindigkeiten i„ der Teilchen sowie von der Zeit ab und gilt 
dennoch (17), so hängt V notwendigerweise ebenfalls von diesen Variablen 
ab. Innerhalb des Zeitintervalls dt ist demnach 


rt U ae 
= +3 ,, N 7 Gr ja: en 

die Änderung des Potentials. Da außerdem (17) gelten soll, ist hier 
Sat (19) 


die zusätzlich für V zu stellende Bedingung, wenn auch in diesem Fall der 
Energiesatz gelten soll. Dann enthalten im allgemeinen die geschwindigkeits- 
abhängigen Anteile in (19) den Energieverlust durch Reibung, während der 
zeitabhängige Anteil die zur Kompensation der Reibung von außen zu- 
geführte Energie beschreibt. Hängt V dagegen nur von den Orten tr, ab, 
was bei atomaren Systemen stets der Fall ist, so ist auch (19) automatisch 
erfüllt, da alle Glieder einzeln verschwinden. 


213 Der Laaranezsche Formalismus 


Die Bewegungsgleichungen (211.1) lassen sich unter Verwendung der 
sogenannten LAGRANGEfunktion L in einer für die Anwendungen und für 
weiterführende prinzipielle Untersuchungen geeigneteren Form darstellen. 
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Die Umformung der Bewegungsgleichungen erfolgt unter der vereinfachenden 
Voraussetzung (211.3). Bei geschwindigkeitsabhängigen Kräften (geladene 
Teilchen im Magnetfeld) entstehen gewisse Komplikationen. Aber auch hier 
lassen sich die Bewegungsgleichungen in die LAGRANGEsche Form (4) bzw. (9) 
bringen, wie in Abschnitt 451 gezeigt wird. 

Für das Beschleunigungsglied m,t, und für die Kraft $, auf das n-te 
Teilchen gilt daher mit (211.3) 


ie EEE 9 
Min Pont = d:, ei Da Zr di, (=P) (1) 
OVltıs 2:05 Ins + se, Ip) ö e 
= N=.-T-N. (2) 


Definiert man die LaerAnerfunktion L des Systems durch 
Debian Be a a ee, (3) 
so erhalten alle Bewegungsgleichungen (211.1) die Form 


d OL OL 
en n=1,2, ..., N. (4) 
Werden die Koordinaten aller Teilchen von 1 bis 3 N durchnumeriert, so 


lautet (4): 4 5L oL 
dt di, u O2, 


Keil; 25.0, 3 N. (5) 


Die LacrAnGefunktion Lhängt von den Koordinaten und Geschwindigkeiten 
der Teilchen, eventuell noch von der Zeit ab. Im letzteren Fall ist auch 
V vont abhängig und, dat, voraussetzungsgemäß in V nicht vorkommt, ist 
(212.19) und damit der Energiesatz verletzt. Sind die Energie E des Systems 
und ihre einzelnen Bestandteile, die kinetische Energie T und die poten- 
tielle Energie V, bekannt, so lassen sich durch (4) oder (5) die Bewegungs- 
gleichungen sofort in einer sehr übersichtlichen und symmetrischen Form 
angeben. 

Ein Vorzug dieser Darstellung aber besteht darin, daß die in (5) dar- 
gestellten Differentialgleichungen aus einem Variationsprinzip gewonnen 
werden können. Zu diesem Zweck wird das Zeitintegral W der Funktion L 
über irgendein Intervall {, <ti<t, gebildet: 


t, 
W= [dt L(a,, %, t). (6) 
bı 


Nun wird gefordert, daß diese sogenannte Wirkungsfunktion W unver- 
ändert bleibt, wenn die x, (f) in Z durch benachbarte Funktionen x. (t)+62,(f) 
ersetzt werden, wobei die Variationen öx,, wie in Abb. 213 für die weiter 
unten in (11) eingeführten verallgemeinerten Koordinaten g; dargestellt 
ist, bei i, und t, verschwinden sollen: 


> + 62% öx,(b) = Örzr(t,) = 0 Kel;2ya: fe, 0) 
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Die Extremalbedingung lautet ihrer Definition entsprechend: 


tz t, 
OW= [di Lleyt dan, gr at dan, — | di Lo, Get) 
tı h 
(8) 
t 
: OL öL d 


Durch partielle Integration wird aus (8) 
ta t, 
= Z glen öL do AL 5: 


gi Gemäß Voraussetzung (7) verschwindet der 
gj+6g; letzte Term von (9). Da die Variationen ö%, 
ra sämtlich willkürlich und voneinander un- 
a abhängig sind, muß jede Klammer in der 
Summe unter dem Integral (9) für sich ver- 
schwinden. Die Bewegungsgleichungen (5) 
ergeben sich somit als die Eurerschen 
Gleichungen des Variationspıinzips 


1 
Ä 
\ 
l 
' 
l 
! 
1 
t, 


| t t 

Abb. 213. Variation der Koordi- öW=0 für willkürliche dx; 

nate g,(t) innerhalb des Zeitinter- im Innern des Inter- (10) 
valls ,<t<t vallst, <i<t. 


Die Forderung, daß das System den Bewegungsgleichungen genügen soll, 
entspricht also der anderen Forderung, daß das Integral W bei Variationen 
der Koordinaten x, einen Extremwert annehmen soll. 


Der besondere Vorteil, daß sich die Lacrangzschen Gleichungen als 
Evrersche Gleichungen eines Variationsprinzips darstellen lassen, besteht 
in ihrer Invarianz gegenüber beliebigen Koordinatentransformationen 


= % (91; ...; I =: i) k=1, 2, ...; 3N, (11) 


das heißt, daß sie ihre ursprüngliche Form (5) auch in den neuen 
Koordinaten g; beibehalten. f ist die Zahl der Freiheitsgrade des Systems 
und im allgemeinen gleich 3N. Durch Wahl geeigneter, dem Problem an- 
gepaßter Koordinaten g, vereinfacht sich die numerische Lösung bedeutend. 
Enthält das System Nebenbedingungen — wie etwa die Forderung, daß 
zwei Teilchen stets den gleichen Abstand beibehalten —, so verringert sich 
die Zahl der Freiheitsgrade, und es wird f< 3N. Nebenbedingungen dieser 
Art können in (11) gleich enthalten sein. So wird (11) im Falle der Bewegung 
eines Teilchens auf der Ebene 2z= 0 einfach = q,,y=9,2=0. Die Be- 
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wegungsgleichungen in den neuen Koordinaten g; haben wieder die Form 


4 OL _ OL elf (12) 


wobei die neue LacrAnGzfunktion 

Lg, )=L((: d, (4 %» d), t) (13) 
aus der alten L(x;, &,, t) dadurch hervorgeht, daß die alten Koordinaten x; 
nach (11) durch die neuen g; ersetzt werden. 

Um die in (12) und (13) ausgedrückte Invarianz der LasrAangeschen 
Gleichungen (5) zu beweisen, wird zunächst in der Wirkungsfunktion (6) 
die Koordinatentransformation (11) eingeführt. Das Variationsproblem 
erhält damit die Form 


5 [AL (29; 9), 2 N) =. (14) 


Das Integral läßt sich nunmehr natürlich genauso zum Extremwert 
machen, indem man statt — wie in (8) und (9) die &, — nunmehr die 
Funktionen q;(f) variiert. Unter Einführung der Bezeichnung (13) erhält 
das Variationsprinzip die Form 


öfdtb,,)=0. (15) 


Es unterscheidet sich von (9) jetzt nur noch formal dadurch, daß an Stelle 
der Buchstaben x, und L die Bezeichnungen 9, und Z auftauchen. Alle im 
Zusammenhang mit (8) und (9) durchgeführten Überlegungen gelten auch 
hier und liefern (12) als zugehörige Bewegungsgleichungen. Enthält das 
Problem Nebenbedingungen, ist also f<3N, so sind diese bereits in (11) 
berücksichtigt und damit auch bei den Variationen öq;. Es entstehen 
daher genauso viele Bewegungsgleichungen (12), wie das System Freiheits- 
grade f enthält. 


214 Kanonische Bewegungsgleichungen 


In Abschnitt 213 wurde eine für alle Koordinaten q; gleichartige Dar- 
stellung der Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Lacrangzfunktion L 
gefunden. Im folgenden wird eine noch symmetrischere Form der Be- 
wegungsgleichungen abgeleitet, die der kanonischen Gleichungen. 

Zunächst wird zu jeder der Variablen g, der kanonisch konjugierte 
Impuls »; definiert: 


PER ı) 
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Zur kartesischen Koordinate q= x, ist unter den vereinfachten Voraus- 
setzungen von Abschnitt 213 der gewöhnliche mechanische Impuls kanonisch 
konjugiert; denn für q= x, ist 


OL 0° mı:2__ ä 
ae ae u (2) 


Die hier gegebene Definition des kanonisch konjugierten Impulses lehnt 
sich daher sinnvoll an den üblichen Impulsbegriff an. 


Weiter wird eine Hamisronfunktion H definiert, die für alle diejenigen 
mechanischen Systeme gleich der Energiefunktion 


R oT. 
[2 (7 


ist, bei denen die kinetische Energie T eine homogene quadratische Funktion 
der g; ist. Die in der Hamrtronfunktion H auftretenden Geschwindig- 
keiten g; lassen sich unter Einführung der kanonischen Impulse (1) voll- 
ständig eliminieren. H hängt dann nur von den q; und p; und eventuell noch 
von der Zeit ti ab, jedoch nicht mehr explizit von den Geschwindigkeiten g: 


H=H(p, ..., Pp dı> 8 yp)=HM: 1): (4 


Die Bewegungsgleichungen erhalten hier die symmetrische Form der 
sogenannten kanonischen Gleickungen 


& oH 2 öH R 
an a 7 i=1,2, ee Ta (5) 


wie anschließend gezeigt wird. In einfachen Fällen enthält die zweite der 
Gleichungen (5) die Nzwronsche Bewegungsgleichung und die erste die 
Definitionsgleichung des zugehörigen kanonischen Impulses. So ist zum 
Beispiel für kartesische Koordinaten 


2 
u |]. () 
woraus sich durch Differentiation nach p, und r, 
öH e i oH ov 
In ap, = mM=7,70, u & 


ergibt. 


Die Bewegungsgleichungen (5) werden aus den LacrangEschen Glei- 
chungen (213.12) abgeleitet. Nach (3) ist 


Hp, W0)= 2 9+I:(Pi, 4) — (4: 9(Di > 9); Ö)- (8) 
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Durch partielle Differentation, wobei g, und 7; als unabhängige Variable 
behandelt werden, folgt daraus 


95 
US Peg 5 dp, (9) 
und 
4, 6L öL 94, 


(10) 


= 0q = 0 = z 99 9% i 


Mit der Definitionsgleichung (1) der Impulse p, heben sich in (9) und (10) 
die Summen jeweils gegeneinander fort. (9) stellt damit bereits die erste 
der kanonischen Gleichungen (5) dar. Mit den LaGRan@zschen Gleichungen 


öL __d ÖL 


du, wre >, Pp (11) 


entsteht aus (10) sofort die zweite der Gleichungen (5). 


215 Invarianzeigenschaften und Erhaltungsgrößen 


Im Abschnitt 214 stellte sich heraus, daß sich bei bekannter HAMILTON- 
funktion H eines Systems die zugehörigen Bewegungsgleichungen nach 
(214.5) direkt angeben lassen. Darüber hinaus soll hier gezeigt werden, daß 
die Erhaltungssätze des Systems mit entsprechenden Invarianzeigenschaften 
seiner Hamıtronfunktion H direkt zusammenhängen. Ist zum Beispiel 
in H eine spezielle Koordinate g; nicht enthalten, so gilt nach (214.5) 


oH ’ 
re Di = konst, (l) 


0= 


und der zugehörige kanonische Impuls p; ist zeitlich konstant, also eine 
Erhaltungsgröße. Insbesondere sei H unabhängig vom Azimutwinkel um 
irgendeine Achse (Rotationssymmetrie). Dann ist nach (1) die in dieser 
Achse liegende Komponente des Drehimpulses als zugehöriger kanonischer 
Impuls eine Erhaltungsgröße. 


Hängt H nicht explizit von der Zeit ab, wie das meistens der Fall ist, 
so gilt der Energiesatz. H selbst ist dann eine Erhaltungsgröße, die mit der 
Energie des Systems identisch ist. Unter Berücksichtigung der kanonischen 
Gleichungen (214.5) wird nämlich 


dH Sara oH 


a eH 
tt (2) 


Zusammen mit der Ben verschwindet daher auch die totale Ableitung 
nach der Zeit, und es gilt 


H=E=konst. (3) 
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In allgemeiner Weise soll nunmehr gezeigt werden, daß die in Abschnitt 212 
behandelten 10 Erhaltungssätze für abgeschlossene Systeme (bei einzelner 
Zählung aller in ®, 2 und 3, auftretenden Komponenten) eng zusammen- 
hängen mit der Unabhängigkeit der HamıLroxfunktion — und damit des 
physikalischen Geschehens — von der Darstellung in speziellen Koordinaten- 
systemen. Fordert man, daß bei einem abgeschlossenen mechanischen 
System kein Zeitpunkt, kein Raumpunkt, keine Richtung und keine Absolut- 
geschwindigkeit ausgezeichnet sei, so läßt sich die Gültigkeit obiger Er- 
haltungssätze unmittelbar folgern. 


Ist durch das System kein Zeitpunkt ausgezeichnet, so muß H un- 
abhängig gegenüber einer Verschiebung der Zeitachse um ein Stück öt sein: 


HAit+ö=AHft] öHft)=0. (4) 
Ist öt klein, so folgt der Energiesatz 


sHN= 5: =0 HP kondt (5) 


direkt aus dieser Invarianzforderung (4) gegen Translationen der Zeit, die 
nach (2) offenbar nur von Systemen erfüllt wird, deren Hamıtronfunktion 7 
nicht explizit von der Zeit abhängt. 


Ist in H kein Raumpunkt ausgezeichnet, so muß H invariant gegenüber 
Translationen des Raumes sein: 


Hliı+öıJ=Hflt öH{=0. (6) 


Dabei ändern sich in H lediglich die Koordi- 
naten tr, in „+ ör , woraus mit den kano- 
nischen Bewegungsgleichungen (214.5) 


SH =ör JH 
N (7) 
=-I+ 3 9n=—Iı Zr P=0 


folgt. Da die Translation ör völlig willkürlich 
ist, gilt 

Abb. 215. Darstellung einer AR R 
infinitesimalen Drehung im TE =0 P= 23 9, = fonit. (8) 
Raum. Richtung und Betrag f ” 

von FE“ geben Achse mit Das aber ist der Impulssatz. Hierbei werden 
Drehsinn und Drehwinkelan. einfachheitshalber Systeme betrachtet, bei 
Der Orterekier ändert sich denen die mechanischen Impulse m,t, mit den 
iM PX I. jeweils zu r, kanonisch konjugierten Impulsen 
[6 PX | =6plr,|sind=06p9  Pn übereinstimmen. 
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Ist in H keine Raumrichtung ausgezeichnet, so muß H auch invariant 
gegenüber beliebigen Drehungen des Raumes sein. Eine infinitesimale 
Drehung läßt sich durch einen Drehvektor d9 darstellen, dessen Richtung 
die Achse mit Drehsinn und dessen Betrag 69 den Drehwinkel angibt. 
Jeder beliebige Vektor transformiert sich ebenso wie die Ortsvektoren der 
einzelnen Teilchen nach 


— — 

momtöPpX tn Pr Pnt6P X Pr- (9) 

Die Richtigkeit dieser Transformationsformeln folgt aus den Richtungs- und 
Betragsbeziehungen der Abb. 215. 


Die Invarianzforderung lautet dann 


Hi, = Hlıntöpx im, Pant 59x pn). (10) 
Nach der Bildung von öH läßt sich die Differenz umformen, wenn man 
beachtet, daß bei den entstehenden Dreifachprodukten von Vektoren je 
zwei beliebige vektoriell verbunden werden können, wenn dabei die zyklische 
Reihenfolge der Faktoren erhalten bleibt. Zusammen mit den Bewegungs- 
gleichungen (214.5) entsteht 


öH = 3|(0r x 1 - (BP x u] 


_ 111) 
= 69 I [m X (Pa) + Pa X in. 
n 
Der Faktor neben dem willkürlichen Drehvektor do läßt sich also wieder 
wie in (5) und (7) als Zeitableitung darstellen: 


d 
ar 2 (inX PN). (12) 
n 
Definiert man den Drehimpuls % entsprechend (212.2), so gilt 
ZR=0 &=Lonit. (13) 


Aus der Drehinvarianz folgt die Konstanz des Gesamtdrehimpulses, bezogen 
auf einen beliebigen, hier in den Koordinatenursprung = 0 gelegten 
Bezugspunkt. 


Die Unabhängigkeit des mechanischen Geschehens von Absolutgeschwin- 
digkeiten muß hier als eine Invarianz gegenüber GAuızrıtransformationen 
zum Ausdruck kommen. Diese Invarianzeigenschaft bedeutet, daß gleich- 
förmig gegeneinander bewegte Bezugssysteme mechanisch gleichwertig sind, 
daß daher kein absolut ruhendes Koordinatensystem feststellbar ist. Der 
Übergang zu einem bewegten Koordinatensystem wird hier durch 


Int +öd, (14) 


mit infinıtesimaler Relativgeschwindigkeit öv, vermittelt. 
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Für die Geschwindigkeiten und Impulse gilt bei der Transformation (14) 
0,0, +60 Pr Pnt+MnÖD. (15) 


Allerdings bleibt bei einer solchen Transformation nicht die HaMILroN- 
funktion H invariant, sondern 


F=H(t, , (16) 


also H vermindert um die Translationsenergie des Schwerpunktes 3, der 
durch 


definiert ist. Das ist verständlich, denn im relativ bewegten System ändern 
sich gemäß (15) alle Geschwindigkeiten, und die kinetische Energie nimmt 
möglicherweise zu. 


Unter dem Einfluß der durch (14) und (15) beschriebenen infinitesimalen 
GALitEItransformation ändert sich in F 
PFHöF=H(ta+ödt, pn ma60) —-(d+ 80). (18) 


Entwickelt man diesen Ausdruck für 6F und verwendet die Bewegungs- 
gleichungen (214.5), so entsteht 


or=8u|1 3 54 Sm, — MB 


. (19) 
= du [-1 N 9,+ Dm„i—M3]. 
Bei Berücksichtigung von 
P=M3= N p, (20) 
läßt sich der Faktor neben öv als Zeitableitung darstellen: 
d 
sF=dv (Hmmm Pi. (21) 


Die Änderung öF gegenüber Transformationen mit willkürlichem öv 
verschwindet also nur, wenn die Klammer in (21) zeitunabhängig ist, wenn 
also in der Gleichung 


= t+ tt mit GO (22) 


der Anfangsschwerpunkt 3, zeitunabhängig ist. Dem Prinzip der Gleich- 
berechtigung gleichförmig gegeneinander bewegter Bezugssysteme ent- 
spricht also hier die Gültigkeit des Schwerpunktsatzes. 


Zusammenfassend läßt sich folgender Zusammenhang zwischen den 
Erhaltungsgrößen eines mechanischen Systems und der Invarianz seiner 
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Hamıtrosfunktion gegenüber den Transformationsgruppen der Zeit- und 
Raumkoordinaten angeben: 
i—t-+-öt H=E 


u: PH FE} 
(23) 


tor töpxr SuUXH=L8 
ror-+töp min Bt=MS;: 


Damit ist gezeigt, daß sich allen 10 Invarianzforderungen entsprechende 
physikalische Größen zuordnen lassen, die zeitunabhängig sind, also 
Erhaltungsgrößen darstellen. Es sei noch darauf hingewiesen, daß Zu- 
sammenhänge zwischen den Erhaltungsgrößen bestehen, so zwischen dem 
Impulssatz und dem Schwerpunktsatz, aber auch zwischen Impuls- und 
Drehimpulssatz. Das ist nicht verwunderlich, da auch zwischen den Trans- 
formationen gewisse Beziehungen bestehen. Genau wie sich zum Beispiel 
eine Translation als Drehung um einen unendlich fernen Punkt auffassen 
läßt, geht der Drehimpulssatz in den Impulssatz über, wenn man den 
Bezugspunkt in große Entfernung verlegt. Es ist dann 


Urtbm...wdg = NV, X Min Fax ®B. (24) 
N 


|a| ist hier der mittlere Abstand aller Teilchen vom Koordinatenursprung 
und voraussetzungsgemäß groß gegen die Abstände zwischen je zwei Teil- 
chen, etwa |1,—t3|. 


Übungsaufgaben 


21.1. Man bestimme diejenige Kurve r=r(x)=xe,+y(x)e,+2z(x) e,, welche die 
kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten darstellt. 


21.2. Man zeige, daß der Gesamtdrehimpuls eine Erhaltungsgröße ist, wenn zwischen 
den Teilchen nur paarweise entgegengesetzt gleiche Wechselwirkungskräfte in 
Richtung der Verbindungslinien existieren. 


22 Die Hrısengeresche Matrixmechanik 


Zusammenfassung: Nach den Gesetzen der Elektrodynamik ist zu erwarten, 
daß ein beschleunigt bewegtes Elektron dauernd Energie abstrahlt. Ist die Be- 
wegung des Elektrons nur schwach gedämpft, dann sollten in der Strahlung neben 
der Grundfrequenz & der Bahnbewegung nur die Frequenzen der Oberschwingungen 
2w, 3@,... auftreten. Beobachtet wird dagegen die spontane Abstrahlung von 
Frequenzen ®,„,, die sich als Differenzen zweier Energieterme darstellen lassen: 
Omn= (Em — E,)/%. Um die experimentellen Ergebnisse zu beschreiben, ist die klassische 
Strahlungsformel in eine Formel für die Übergangswahrscheinlichkeiten Y„„ um- 
zudeuten. Die Amplituden q, der klassischen Oberschwingungen sind durch Größen 
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IAmn Zu ersetzen. HEISENBERG faßte die Gesamtheit der Größen g,,„ als Matrix auf, 
forderte die Gültigkeit der klassischen Bewegungsgleichungen für solche Matrizen 
und erschloß dadurch einen Weg zur Berechnung der g,„,„ und damit aller wirklich 
beobachtbaren Größen. Als wichtiges Hilfsmittel bei der Formulierung der neuen 
Theorie erwies sich das Boursche Korrespondenzprinzip. 


221 Ungeguantelte theoretische Strahlung des Elektrons 


In diesem Abschnitt wird die elektromagnetische Strahlung eines beliebig 
gebundenen Elektrons untersucht, und zwar unter Zugrundelegung der 
klassischen Gleichungen der Mechanik und Elektrodynamik. Es treten 
dabei Diskrepanzen gegenüber der Erfah. j E 
rung auf, die im nächsten Abschnitt im 
einzelnen untersucht werden. Aus dem Ver- 
gleich zwischen der hier theoretisch zu er- 
wartenden und der dort diskutierten wirk- 
lichen Situation folgt, in welcher Weise die 
Theorie abgeändert werden muß, um die 
Ausstrahlung des Elektrons der Wirklich- q 
keit entsprechend zu beschreiben. Daß die Abb, 221. Bewegungs. und 
Bewegung des gebundenen Elektrons hier Energieverlauf eines strahlenden 
nur eindimensional untersucht wird, ist eine Elektrons 
Einschränkung von untergeordneter Bedeu- 
tung. Überhaupt ist die hier speziell für das gebundene Elektron entwickelte 
Quantentheorie natürlich auch gültig für alle anderen freien wie ge- 
bundenen Teilchen. 


Der Bewegungsablauf des Elektrons wird durch die Koordinate g(f) 
beschrieben. Das Potential soll, wie in Abb. 221 schematisch dargestellt, 
so beschaffen sein, daß das Elektron periodische Bewegungen um seine 
Ruhelage ausführt, wenn man seine Ausstrahlung vernachlässigt. Die 
Strahlung selbst bewirkt einen ständigen Energieverlust, so daß die 
Amplitude der Bewegung exponentiell abklingt. 


Wegen seiner elektrischen Ladung erzeugt das punktförmig gedachte 
Elektron um sich herum ein elektrostatisches Potential U sowie, infolge 
seiner Bewegung, ein Vektorpotential X. Die Vektoren & und 9 des elek- 
trischen und magnetischen Feldes lassen sich in bekannter Weise durch 
U und X bestimmen. Mit der Existenz dieser Felder ist ein Energiestrom 
S=€x 9 verbunden, der, durch eine geschlossene Oberfläche betrachtet, 
zu einer Verminderung der innerhalb dieser Oberfläche befindlichen 


Energie E führt: PR - 5ars=gailex ö). A) 


Wenn das Elektron eine beschleunigte Bewegung ausführt, so findet eine 
Ausstrahlung von Energie derart statt, daß das Oberflächenintegral in (1) 
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auch in großen Abständen nicht verschwindet, sondern einen endlichen 
Beitrag liefert. Die Energieausstrahlung in (1) unterscheidet sich vom 
Energieverlust des Elektrons nur durch eine zeitliche Verschiebung, die 
durch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts entsteht und 
sich bei periodischen Bewegungen lediglich in einem belanglosen Phasen- 
faktor bemerkbar macht. Bildet man das Zeitmittel der Energieabnahme 
über einige Perioden, was bei schwacher Dämpfung mit der zeitlichen Ab- 
nahme des Energiemittels übereinstimmt, so läßt sich die vom Elektron 
ausgestrahlte Leistung N mit e?= e?/4e, durch die Bestimmungsgrößen 
des Elektrons direkt darstellen 
Nu, (2) 


30? 


wie in der Elektrodynamik (W 642)!) gezeigt wird. 


Den Energieverlust (2) wird man genähert richtig berechnen, wenn man 
für q(t) in (2) die ungestörte Bewegung einsetzt, bei der also der Einfluß 
des Energieverlustes selbst zunächst vernachlässigt ist. Diese ungestörte Be- 
wegung q(t) wiederholt sich bei gegebener Energie E nach einer Zeitdauer T 
periodisch. Sieläßt sich daher durch ihre Fourızrkomponenten q, in der Form 


at) 2 q„et'@rt 9,170 g4+=19r = +1,#2, 0 (3) 


mit = 2r/T darstellen. Bei dieser Bewegung dürfen neben der Grund- 
frequenz & nur ganzzahlige Vielfache &, = rw auftreten. Die in (3) noch 
enthaltene Realitätsbedingung folgt aus der Forderung, daß g(t) eine reelle 
Funktion der Zeit sein muß. 


Mit (3) läßt sich die mittlere Strahlungsleistung (2) in ihre Frequenz- 
bestandteile auflösen: 


22 +% or +00 so, 
N=75 8 ge" I que” 
u ® () 
2e 0 
= Ir L © @sgr9st N 368 2 rGrg-r: 
1,8 -o0 
Dabei ist der Mittelwert 
ed x | —0 
erlar + 8)! — 0 für 0,40, +0’ (5) 
und die Strahlungsformel wird 
5 4e 4 2 
a2 N, N, = 55 % Igr|”- (6) 


1) Siehe W. Macke, Wellen, Leipzig 1958, Abschnitt 642. 
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Positive und negative r geben in (4) gleiche Beträge, die negativen r werden 
daher in (6) durch einen Faktor 2 berücksichtigt. Jeder Oberwelle », der 
Bewegung ist ein Beitrag N, zugeordnet. 


Ein beliebig gebundenes Elektron vollführt also beischwacher Dämpfung 
eine nahezu periodische Bewegung mit der Frequenz w. Dabei strahlt es 
elektromagnetische Wellen der Grundfrequenz » und aller Oberfrequenzen 
®,= rw jeweils mit Intensitäten aus, die proportional zu |[q,|” sind, 
während die g, ihrerseits den Verlauf der mechanischen Bewegung be- 
schreiben. Das strahlende Elektron verliert also ununterbrochen mechanische 
Energie, bis es schließlich zur Ruhe gelangt ist. Speziell beim Wasserstoff- 
atom müßte das sich im CovLoMmBpotential e?/4 bewegende Elektron in 
den Kern stürzen und zwar, wie eine Abschätzung zeigt, bereits nach 
etwa 10-4 sec. Das RUTHERFORDsche Atom wäre mithin unstabil. 


222 Beobachtete Strahlung des Elektrons 


Was von der Strahlung gebundener Elektronen wirklich beobachtet wird, 
unterscheidet sich ganz erheblich von den Ergebnissen der im vorangehenden 
Abschnitt dargestellten klassischen Theorie. Die genauere Diskussion der 
Unterschiede soll in diesem Abschnitt die Anhaltspunkte zur Aufstellung 
der neuen Theorie, nämlich der HEISENBERGschen Matrixmechanik, 
liefern. 

In der klassischen Beschreibung treten die für die Elektronenbahn 
charakteristischen Bahnfrequenzen ®, und Bahnamplituden g, auf. Sie 
sollten nach (221.6) im Strahlungsspektrum des Elektrons beobachtet 
werden können. Wie in Abschnitt 133 näher ausgeführt wurde, haben die 
beobachteten Frequenzen jedoch überhaupt nichts mit den Bahnfrequenzen 
@, zu tun, sondern ergeben sich nach dem Rırzschen Kombinationsprinzip 

Fu ) 


vielmehr als Differenzfrequenzen bei einem spontanen Übergang des 
Elektrons vom Energiezustand E,, in einen tiefergelegenen Zustand E,. 
Die dabei freiwerdende Energie E„— E,„= hw,„n wird gemäß (1) als 
Lichtquant mit der Frequenz ®,, ausgestrahlt. Vom gegebenen Anfangs- 
zustand m aus werden spontane Übergänge zu allen möglichen anderen 
Zuständen n beobachtet, deren Energie E,< E,, ist. 

Da sich keine Gründe dafür angeben lassen, warum vom Anfangszustand m 
aus das Elektron mal in den einen und mal in den anderen Endzustand n 
unter Aussendung der dabei freiwerdenden Energie als Lichtquant übergeht, 
läßt eine theoretische Beschreibung dieser Vorgänge höchstens statistische 
Aussagen erwarten. Bei der Beobachtung sehr vieler Quantensprünge, zum 
Beispiel durch Messung der Intensität von Spektrallinien, stellt sich nämlich 
heraus, daß bestimmte Übergänge von den Elektronen stärker bevorzugt 


Omn- 


6 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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werden, während andere nur selten auftreten und wieder andere Über- 
gänge offenbar ganz verboten sind. 


Zur statistischen Beschreibung dieser Übergänge werden die sogenannten 
Übergangswahrscheinliehkeiten y,,, eingeführt, die die Wahrscheinlichkeit 
pro Zeiteinheit dafür angeben, daß ein im Zustand m befindliches Elektron 
in den Zustand n übergeht unter gleichzeitiger Aussendung eines ent- 
sprechenden Lichtquants. Das Reziproke von y,,, ist eine Größe von der 
Dimension einer Zeit und stellt ein Maß für die mittlere Lebensdauer r 
des Elektrons im Zustand m dar bei alleiniger Berücksichtigung von Über- 
gängen nach n. Im Zustand m ist die Gesamtwahrscheinlichkeit für das 
Eintreten irgendeines Übergangs 


Ym= 2 Ymnı (2) 
n 


da sich nach den Grundregeln der Wahrscheinlichkeitstheorie die Einzel- 
wahrscheinlichkeiten y,,„ zu einer Gesamtwahrscheinlichkeit y,, additiv 
überlagern. 


Die nächste Aufgabe muß nunmehr darin liegen, die Übergangswahr- 
scheinlichkeiten y,,„ zu berechnen. Dazu scheint die klassische Strahlungs- 
formel (221.6) ungeeignet zu sein. Andererseits aber muß ihr doch eine 
gewisse Bedeutung zukommen, da PLANcK, wie in (122.2) gezeigt wurde, 
gerade diese Formel im Zusammenhang mit der Hohlraumstrahlung mit 
Erfolg angewandt hat, also bei einem Phänomen, das zur Entdeckung 
der Quantentheorie führte. Es läßt sich demnach vermuten, daß diese 
Strahlungsformel auch für die Beschreibung der spontanen Quanten- 
sprünge und der mit ihnen zusammenhängenden Atomspektren statistisch 
gültig bleibt und daher bei entsprechender Interpretation zu Aussagen 
über die Wahrscheinlichkeiten y,,„ führen könnte. N in (221.6) ist die 
ausgestrahlte Energie pro Zeiteinheit. Teilt man durch die Lichtquanten- 
energie, so stellt N/ho,,„ die Zahl der pro Sekunde im Mittel ausgesandten 
Lichtquanten dar. Da hier aber nur die Emission eines einzelnen Licht- 
quants in Betracht kommt, ist dies bereits die gesuchte Übergangs- 
wahrscheinlichkeit y,,n. Die formale Übertragung von (221.6) liefert daher 


Hier sind lediglich die für die FOurIErkomponenten der Bahn charakte- 
ristischen Größen w, und 9, durch die für den Quantensprung charak- 
teristischen Größen &,,„ und Q,n ersetzt. ®,„ bedeutet die betreffende 
Spektralfrequenz. Aus (2) und (3) folgt übrigens 
1 4e* 
U Im Zar & Oma |Imnl' (4) 


nr 


für die Lebensdauer des Elektrons inı Zustand m. 
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In der klassischen Strahlungsformel (221.6) tauchten die Größen q, als 
die Fourieramplituden der Bahnbewegung g(t) zur Frequenz w, auf. Die 
Absolutquadrate dieser Fourierkoeffizienten stellten sich als direkt 
proportional zur ausgestrahlten Leistung des entsprechenden Frequenz- 
anteils heraus. Die q, sind für die Bahnbewegung der Elektronen 
charakteristisch, und ihre Berechnung erfolgt aus den Bewegungsgleichun- 
gen der klassischen Mechanik, indem man zunächst q(t) berechnet und 
dann die FourrEktransformation durchführt. In der quantentheoretischen 
Formel (3) sind die bahncharakteristischen q, formal durch Größen gun 
ersetzt. Man entnimmt dieser statistischen Formel, daß die Absolutquadrate 
der neuen Größen 9, in gleicher Weise für die Emissionswahrscheinlich- 
keit eines Lichtquants der Frequenz w,,„ verantwortlich sind wie vorher die 
q, für die entsprechende klassische Emission mit der Frequenz o,. Gelingt 
es, ein Rechenschema für die Bestimmung dieser Koeffizienten g,,, aufzu- 
finden, so sind damit die Emissionswahrscheinlichkeiten y,,, berechenbar. 
Ein solches Schema wurde von HEISENBERG im Rahmen seiner Matrix- 
mechanik gefunden. Es wird im nächsten Abschnitt dargestellt. 


223  HEisEnBER6sche Matrizen 


Hier soll ein Rechenschema für die Koeffizienten q,,„, der Strahlungs- 
formel (222.3) auf dem gleichen Wege entwickelt werden, wie er von 
HEISENBERG 1925 beschritten wurde. Dieses Schema war das Ergebnis 
einer kritischen Diskussion des Bahnbegriffs in der Quantentheorie. 


Die Größen g,,„ lassen sich hinsichtlich ihrer Bedeutung von zwei Seiten 
aus betrachten, einmal im Zusammenhang mit ihrem Auftreten in der 
Strahlungsformel (222.3) und andererseits im Zusammenhang mit dem 
Bahnbegriff. Betrachtet man zunächst nur den ersten Zusammenhang, so 
läßt sich über die q,„n folgendes aussagen: Diese Koeffizienten können 
genau wie vorher die FourIErkoeffizienten g, komplexe Zahlen sein. Damit 
sie in (222.3) die Emission einer einzigen Frequenz w,,„ beschreiben, gilt 
für ihre Zeitabhängigkeit 


Imn(t) = Amn(O) e!®mnt () 


mit @,„ als der Frequenz des beim Übergang m — n emittierten Licht- 
quants. 


Als nächstes ist nun der Zusammenhang der Größen q,„,„ mit der 
Mechanik zu untersuchen. Schon die Überlegungen in Teil 1 auf der Grund- 
lage der älteren Quantentheorie weisen darauf hin, daß hier, nämlich in 
den Grundgleichungen der Mechanik, die Quantentheorie von der klassi- 
schen Physik wesentlich verschieden ist. Offenbar muß, im Gegensatz zur 


6* 
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klassischen Mechanik, die die Elektronenbahn g(f) berechnet, die Quanten- 
mechanik eine Vorschrift zur Berechnung der Koeffizienten q,,„.(t) enthalten. 
Zu diesem Zweck werden sämtliche Koeffizienten q,,,„(t) in einem Schema, 
einer sogenannten Matrix, 


Yıı Jia -- 
Pı Ra: = (mn) gl) (2) 


zusammengefaßt, die hier wie vorher, wenngleich nur noch symbolisch, 
wiederum mit q(t) bezeichnet wird. Die zu findende Quantenmechanik muß 
daher Bestimmungsgleichungen zur Berechnung der Matrix g(f) liefern. 
Der Begriff der Teilchenbahn verliert bei diesem Übergang von der Zahl g(t) 
zur Matrix q(t) seine bisherige anschauliche Bedeutung, ein Problem, das 
noch zu diskutieren bleibt. 


Da die Quantentheorie in gewissen Grenzfällen, wie zum Beispiel beim 
Übergang zu makroskopischen Systemen, in die klassische Mechanik über- 
gehen muß, lag für HEISENBERG die Annahme nahe, daß in der Quanten- 
theorie die Matrix q(t) formal ähnlichen Bewegungsgleichungen genügen 
muß wie vorher in der klassischen Mechanik die Funktion g(t). Natürlich 
wirft eine solche Forderung eine ganze Reihe neuer Fragen auf, nämlich, 
wie die Matrizen (2) miteinander durch Rechenregeln zu verknüpfen sind 
und wie der Übergang von einer solehen Matrixmechanik zur klassischen 
Mechanik vollzogen wird. Diese Fragen können jedoch erst in den nach- 
folgenden Abschnitten und Kapiteln behandelt werden. 


Vor der Beantwortung dieser Fragen jedoch soll dieses HEISENBERGSche 
Rezept auf einen sehr einfachen Fall angewandt werden, nämlich auf ein 
Elektron, das sich eindimensional in dem 6Oszillatorpotential mw”g?/2 
bewegt. Die Bewegungsgleichung lautet in diesem Fall 


ä+to?g=0. (3) 


Betrachtet man (8) als eine Gleichung für die Matrix (2), so muß die 
Gleichung für jeden Koeffizienten (1) erfüllt sein und führt dementsprechend 
auf 


48 + ©] amna= Lohnt @1amn()=0 (4) 


als jeweilige Bedingungsgleichung für die Koeffizienten q,,„ im Zusammen- 
hang mit den emittierten Frequenzen @,,,„. Aus (4) folgt unmittelbar, .daß 
die q,,n nur dann von Null verschieden sein können, wenn die neben ihnen 
stehende Klammer in (4) verschwindet, daß also 


Gmn+0 naurfür on=tr® (5) 
wird. 
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In (5) ist ein Zusammenhang zwischen den Größen q,,, die mit der 
Elektronenbahn zusammenhängen, und den Frequenzen w,,,„ der emittierten 
Liehtquanten enthalten. Unter Hinzuziehung des Rırzschen Kombinations- 


prinzips E„—E, 
Omn” Zr use (6) 


lassen sich die &,,„ eliminieren, und (5) erhält die Form 


IGmn#0 nurfür Z,=E„+ho, (M 


in der nur noch Eigenschaften des Elektrons allein enthalten sind. 


E,„ und E,„ sind nach (6) und (7) Energiezustände des harmonischen 
Oszillaters. Sie unterscheiden sich voneinander um jeweils kw. Die HEISEN- 
BERGsche Theorie liefert also für die Energiezustände des Oszillators die 
Quantenbedingung mit den richtigen Energiedifferenzen, aus denen heraus 
im Abschnitt 141 die ältere Quantentheorie entwickelt wurde. Darüber 
binaus aber enthält (7) noch eine weitere Aussage, daß nämlich Übergänge 
m—-n durch Emission und Absorption von Licht nur zu benachbarten 
Energiezuständen stattfinden können; denn nur in diesen Fällen ist q,,. 
von Null verschieden, und es findet gemäß (222.3) eine Emission bzw. Ab- 
sorption von Licht statt. Damit ist an einem einfachen Beispiel gezeigt 
worden, daß die HEISENBERGsche Matrixvorschrift in Verbindung mit dem 
Rırzschen Kombinationsprinzip unmittelbar zum Ziel führt, nämlich Aus- 
sagen über die Energiezustände und Emissionswahrscheinlichkeiten macht. 
Das Problem des Oszillators wird in Kapitel 24 noch einmal aufgegriffen 
und im Rahmen der Matrixmechanik erschöpfend behandelt. Es führt 
dort zur endgültigen und vollständigen Berechnung der E, und gun. 


224 Das Bonrsche Korrespondenzprinzip 


Die Methode, in den physikalischen Gleichungen die bisherigen FOURIER- 
koeffizienten g, und Bahnfrequenzen ®, durch Matrixelemente q,,„ und 
Strahlungsfrequenzen &,„ zu ersetzen, zeigte in Abschnitt 223 bei der 
Untersuchung des harmonischen Oszillators so überraschende Erfolge, daß 
es lohnend scheint, diesen Weg weiter zu verfolgen. Der weitere Ausbau 
der Theorie besteht in einer Verallgemeinerung der Methode auf beliebige 
mechanische Probleme und wird erst in Kapitel 23 durchgeführt. Vor dieser 
Verallgemeinerung aber macht sich eine Rückschau erforderlich, die sich 
vor allem mit der Frage beschäftigen soll: Anhand welcher grundsätzlichen 
Prinzipien wurde die soeben entwickelte Matrixmechanik gefunden? Dabei 
soll angestrebt werden, Wesentliches von Unwesentlichem zu unter- 
scheiden und das Wesentliche so herauszupräparieren, daß es anschließend 
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nicht mehr schwerfallen kann, die beim Oszillator erprobte Methode auch 
auf Probleme anderer Art anzuwenden. 


Nachdem Pranck um 1900 die Quantentheorie zuerst entdeckt und 
EisstEin sie 1905 als ein sehr allgemeines Prinzip erkannt hatte, war es 
BOHR, der in den Jahren zwischen 1910 und 1920 tiefgreifende gedankliche 
Analysen auf der Basis der älteren Quantentheorie durchführte und dabei 
im Rahmen des von ihm entwickelten Korrespondenzprinzips die Wege 
wies, auf denen die endgültige, die sogenannte neuere Quantentheorie 
gefunden werden mußte. Für die Entwicklung der endgültigen Theorie 
stehen nach der bisherigen Darlegung zur Verfügung: 

1. neugewonnene Erfahrungssätze der Quantentheorie, 

2. statistische Gültigkeit einiger Formeln der klassischen Physik, 

3. Korrespondenz zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik. 


Unter den Erfahrungssätzen ist das Rıtzsche Kombinationsprinzip (223.6) 
zu nennen und die Vorschrift, die Fourierkoeffizienten der Bahnbewegung 
durch Matrixelemente zu ersetzen. Unter Punkt 2 ist die Strahlungs- 
formel (222.3) als Beispiel zu nennen. Die Korrespondenz der beiden 
Theorien schließlich muß darin bestehen, daß die Quantenmechanik beim 
Übergang zur Betrachtung makroskopischer Systeme, bei denen die 
Praxcksche Konstante h als bedeutungslos klein angesehen werden kann, 
in die klassische Mechanik übergehen muß, damit sie den umfangreichen, 
in der bisherigen klassischen Mechanik zusammengefaßten Erfahrungs- 
tatsachen nicht zuwiderläuft. 


Die soeben zusammengestellten Grundsätze ermöglichen das Auffinden 
der endgültigen Theorie. Zu diesem Zweck soll zunächst das Korrespondenz- 
prinzip auf die ältere Quantentheorie angewandt werden. Die hierbei 
gefundenen Formulierungen erleichtern anschließend das Auffinden der 
vollständigen Matrixmechanik. Zunächst soll gezeigt werden, daß die 
Strahlungsfrequenzen &,„„ des Rrrzschen Kombmationsprinzips beim 
Übergang zur klassischen Mechanik in die gewöhnlichen Bahnfrequenzen 
(221.3) der klassischen Theorie übergehen. Für die Strahlungsfrequenzen 
gilt 
M) 


RN — E 7 —27(m—n) 


mit I, als dem Phasenvolumen (142.3) des Systems im Zustand m. In 
der Grenze %—0 rücken die nach der Phasenraumquantelung erlaubten 
Bahnen von Abb. 142 immer dichter zusammen, die Phasenvolumina und 
damit auch die Energien unterscheiden sich immer weniger, und es kann 
zum Differentialquotienten übergegangen werden. Dieser Differential- 


quotient dI d d 
ir dr Et Y2m (E—V(q))daq (2) 
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aber hängt sehr eng mit der Bahnfrequenz zusammen, denn die Differen- 
tiation nach E liefert, wie genauer in der Übungsaufgabe 14.3 gezeigt ist, 


dI _ Mmdq dq 27 
i-P-94-du-7 = 


mit & als der jeweiligen Bahnfrequenz zur Energie E. 


Vergleicht man (1) und (3) miteinander, so stellt sich heraus, daß die 
Frequenzen @,,, in der Grenze A—0 und damit in der Grenze hoher 
Quantenzahlen in 


Omn (m —n)o (4) 


übergehen!). Da m und n ganze Zahlen sind, besteht die rechte Seite von (4) 
nur noch aus ganzzahligen Vielfachen der Bahnfrequenz wo, diemit m -n=r 
die Oberfrequenzen = rw der Bahnbewegung darstellen. Die beiden 
Indizes m und n bekommen danach folgende Bedeutung: m charakterisiert 
den Anfangszustand so, wie dieser in der klassischen Theorie durch die 
gegebene Anfangsenergie E repräsentiert wird. n dagegen ist eine Laufzahl 
genau wie r in der klassischen Theorie und charakterisiert die einzelnen 
an der Strahlung beteiligten Komponenten. n—= m entspricht r= 0 und 
somit überhaupt keiner Ausstrahlung. n= m —1 entspricht r—=1 und 
damit einer Ausstrahlung der Bahngrundfrequenz ®. n=m— 2 entspricht 
r—=2, also einer Ausstrahlung der Oberfrequenz ®, = 2w, usw. 


Der in (4) dargestellte korrespondenzmäßige Übergang von den Strahlungs- 
frequenzen zu den Oberfrequenzen der Bahnbewegung liefert entsprechende 
Hinweise dafür, auf welche Weise die Matrixelemente q,,, in die FOURIER- 
koeffizienten q, der Bahnbewegung übergehen müssen, unter der Voraus- 
setzung von (4) nämlich nach der Vorschrift 


Amn ” Um-n) Ir T=mMm—N. (5) 


Dies ist ein sehr wichtiger Gesichtspunkt für das Auffinden der Bestim- 
mungsgleichungen für die Matrixkomponenten g,„,„, denn diese Gleichungen 
müssen wegen (5) grundsätzlich so beschaffen sein, daß sie korrespondenz- 
mäßig in die Bestimmungsgleichungen der klassischen Mechanik für die 
Fourierkoeffizienten q, der Bahn übergehen. Durch diese Vorschrift 
werden die möglichen Bestimmungsgleichungen für die q,„ so stark ein- 
geengt, daß sie sich nahezu zwangsläufig aus der klassischen Theorie 
ergeben. 


1) Beim harmonischen Oszillator z. B. muß wegen E=hw(n + !/,) in der Grenze 
A—0 entsprechend n—® gehen, da E natürlich endlich bleiben muß. 
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Bei der Behandlung des Oszillators stellte sich heraus, daß die Strahlung 
einer Auswahlregel unterliegt, daß nämlich Übergänge 
Gmn+0 mufür m—n=-+l (6) 
erlaubt sind. Es soll nun untersucht werden, welche korrespondenzmäßige 
Bedeutung diese Auswahlregel besitzt. Die Bewegungsgleichung für die 
Matrixkomponenten führt nach (223.4) auf die Gleichung 


--Onnt+ &]gmn= 0; (7) 

die für große Quantenzahlen nach (4) und (5) in 
1 (mn) qm. =0 (8) 
übergehen muß. Nach Einführung von m—n=r enthält (8) die Be- 
dingung „+0 wrfür r=+l. (9) 


Von den klassischen Bahnfrequenzen w, wird also nur die Grundfrequenz 
allein ausgestrahlt. Die Auswahlregel (6) hängt somit korrespondenzmäßig 
sehr eng zusammen mit der bekannten Eigenschaft des Oszillators, daß 
seine Bewegungszustände rein harmonische Schwingungen ohne Ober- 
frequenzen sind. 


Übungsaufgaben 


22.1 Ein Elektron läuft zu Beginn auf einer Kreisbahn mit dem Bonrschen Radius a, 
um ein Proton und strahlt dabei. Wie groß ist die Lebensdauer dieses „‚Atoms‘“ ? 


22.2. Welche Auswahlregeln gelten für die Strahlung eines Elektrons, das sich 
eindimensional in einem symmetrischen, aber sonst beliebigen Potential 
V (x) = V(-x) bewegt? Man beantworte diese Frage über das Korrespondenz- 
prinzip durch Untersuchung der Matrixelemente von Ort, Impuls, Potential und 
Kraft. 


23 Vollständige Quantentheorie mechanischer Systeme 


Zusammenfassung: Für die Summation und Multiplikation von Matrizen läßt 
sich nach dem Bonkschen Korrespondenzprinzip aus den Rechenregeln für FOURIER- 
reihen ein eindeutiges Rechenschema ableiten, so daß mit den Matrizen wie mit 
gewöhnlichen Zahlen gerechnet werden kann, nur daß die Reihenfolge von Faktoren 
zusätzlich zu beachten ist. In der Hrısengergschen Mechanik sind alle Matrizen in 
gleicher Weise zeitabhängig, was sich sowohl in ihrer Komponentendarstellung bemerk- 
bar macht als auch darin, daß sie alle ein und derselben Differentialgleichung bezüg- 
lich der Zeit genügen. Ist eine Größe A zeitunabhängig, so folgt unmittelbar aus dieser 
Differentialgleichung, daß die betreffende Größe mit der Energiematrix vertauschbar 
ist. Weiter müssen alle Matrizen hermitisch sein, wenn sie beobachtbare, d.h. reelle 
Größen repräsentieren sollen. 


Das Schema der Energievertauschungen und der klassischen Bewegungsgleichungen 
läßt sich überführen in das Schema der kanonischen Vertauschungsrelationen 


[94 94] = [9 9) = 0 h 
mr . [p; MT 65% 
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sowie der neuen Bewegungsgleichungen 


a 
A=7 [8,4] A=4A(P, 9); 


in denen die das mechanische System charakterisierende Hamıtronsche Matrix H 
auftritt. In dieser Form haben die Gleichungen eine allgemeinere Bedeutung, weil sie 
nicht an die Bedingung konservativer Systeme gebunden sind. 


231 Rechnen mit Matrizen 


Nach den bisherigen Überlegungen unterscheidet sich die Matrix- 
mechanik von der klassischen Mechanik dadurch, daß physikalische Größen, 
wie zum Beispiel die Ortskoordinate g(t), beziehungsweise ihre FOURIER- 
koeffizienten g,, durch Matrixelemente q,„, ersetzt werden müssen. Die 
Bestimmungsgleichungen der 9,„ müssen den Gleichungen der g, sehr 
ähnlich sein, damit die Matrixmechanik korrespondenzmäßig, das heißt 
in der Grenze A—0, in die klassische Mechanik übergeht. Der Gedanke, 
die bisherigen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik formal 
beizubehalten als entsprechende Matrixgleichungen, lag daher nahe — 
denn dadurch kann das Korrespondenzprinzip erfüllt werden, was im 
besonders einfachen Falle des harmonischen Oszillators auch bestätigt 
wurde. Bei komplizierteren Gleichungen bleibt allerdings die Frage offen, 
durch welche speziellen Rechenvorschriften die Matrizen additiv und 
multiplikativ miteinander verknüpft werden müssen. Die Verknüpfungs- 
vorschriften unterliegen nach dem Korrespondenzprinzip der Bedingung, 
daß sie für hohe Quantenzahlen gemäß (224.4) und (224.5) in die bekannten 
Verknüpfungsvorschriften von Fourikrkoeffizienten übergehen. Es soll 
zunächst gezeigt werden, daß sich die Verknüpfungsvorschriften durch 
diese Bedingung ziemlich eindeutig festlegen lassen. 


Physikalische Größen wie q, p, E, ... werden hier allgemein durch 
A, B, C,... ersetzt. Beschreibt man die periodische Größe A(t) durch 
die FOURIERreihe 


+00 +00 ‚ 
A= 3A, = 3A, et, (1) 
T=-0 1=-08 


so enthalten die Komponenten A, die Zeitabhängigkeit. Sie bedeuten 
somit 


A,= era [ TAN) ee (2) 


mit T als der Periode von A, über die die Fourıerrzerlegung durchgeführt 
wurde. T hängt mit der Bahnfrequenz über ® = 2n/T zusammen. Da 
in der klassischen Physik die komplexe Einheit i keine physikalische 
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Bedeutung besitzt, muß A reell sein, was, wie auch in (221.3), zu der 
Bedingung A,=4r (3) 


für die FOURIERkomponenten führt. Bildet man die Summen und Differenzen’ 
zweier Funktionen A und B, so sind deren FOURIERkomponenten gemäß 


(A+B,=4, 43, (+4) 
einfach zu addieren oder zu subtrahieren, wie unmittelbar aus (2) oder 
auch (1) hervorgeht, denn der Übergang A— A, in (2) ist eine lineare 
Transformation. 


Die Fourızrkomponenten eines Produkts AB erhält man aus (1) durch 
Multiplikation der Reihen von A und B 


AB= 37 4A,(0) By,(O)eie+ Not, (5) 
8,8’ 


Um die Fouvrıerkomponenten (AB), des Produkts AB durch die Kom- 
ponenten von A und B einzeln darzustellen, wird die Doppelsumme. (5) 
umgeordnet, indem die Summation über s durch eine Summation über 
r=s-+8 ersetzt wird 


AB= 2 (AB), = 3 R A,_y (0) By (O)eirot . (6) 


Da sich die Zeitfaktoren exp(Tis’wt) in den Koeffizienten von A und B 
gegenseitig aufheben, kann (6) in der Form 


(AB), = 3 A,_gBs (7) 
gs” 
als Darstellung für die zeitabhängigen Fovrıerkomponenten eines Produkts 
geschrieben werden. 


Die korrespondenzmäßig richtigen Rechenregeln für Matrizen müssen 
nun so gewählt werden, daß sie bei hohen Quantenzahlen entsprechend 


Ann Am-m= Ar (8) 


in die Vorschriften (3), (4) und (7) übergehen. Man hat in diesen Formeln 
also rückwärts zunächst den Index r durch m — n zu ersetzen und geht 
dann zur entsprechenden Matrix über. Die Realitätsbedingung geht dabei 


in die Bedingung Ber rn en 
Aym = Ann | (9) 


für die Matrizen über. Summe und Differenz von Matrizen werden durch 
entsprechende Verknüpfung aller Koeffizienten einzeln gemäß 


(At+Bnn=Amnt Bmn (10) 


gebildet, damit sich korrespondenzmäßig (4) ergibt. 
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Das Produkt zweier Matrizen muß so gebildet werden, daß korrespondenz- 
mäßig (7) entsteht. Zunächst wird in (7) r durch m — n ersetzt, wobei 


(AB)n- NT = An. n-8 Ber= 3 Am- sBs- n (11) 


entsteht. Im letzten Ausdruck von (11) ist der Summationsindex s’ lediglich 
durch s=n-+ 8 ersetzt. Die Multiplikationsvorschrift der Matrizen muß 
also 


(AB)mn= = 2’ AmsBan (12) 


lauten, damit sich korrespondenzmäßig zunächst (11) und dann (7) ergibt. 
Damit sind grundsätzlich alle Regeln für das Rechnen mit Matrizen vom 
Korrespondenzprinzip her bestimmt. 

Ungeachtet ihrer Herleitung sollen nunmehr alle Regeln für das Rechnen 
mit Matrizen unter Verwendung einer geeigneten Schreibweise zusammen- 
gestellt werden. Jede der Matrizen A, B, C,.... steht, wie bereits in (223.2) 
eingeführt, symbolisch für das Schema 


Ale Ar 
Azı Aya Ags 
Mei ge (13) 


ihrer ‚Elemente‘ A,,„. Dieses Schema besteht, genau wie entsprechende 
Fovrizrreihen, im allgemeinen aus unendlich vielen Elementen. Es wird 
jedoch bei allen Rechnungen so getan, als sei das Schema endlich. Das 
entspricht korrespondenzmäßig dem Abbrechen einer Four1ErRreihe nach 
endlich vielen Gliedern. Wählt man die Höchstfrequenz, nach der man eine 
solche Reihe abbricht, genügend groß, so ist das für physikalisch vernünftige, 
das heißt hinreichend glatte Funktionen ohne Nachteile und macht sich 
bei der Beschreibung physikalischer Phänomene nicht weiter bemerkbar. 


In der Schreibweise (13) werden zunächst einige Regeln für gebräuchliche 
spezielle Matrizen zusammengestellt. Als Einheitsmatrix 1 wird die Matrix 


MN 


jt..0 5 1 
1 ei \=0mn önn=| für (14) 
Ge 0 mEn 


eingeführt. Sie ist die einfachste Form einer Diagonalmatrix D, deren 
Elemente im allgemeinen auf der Diagonalen beliebige Werte annehmen 
können, aber außerhalb von ihr verschwinden, also durch 


Di. © 
o-| 2, = Pam (15) 
0 .. 
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dargestellt werden. Die zu einer beliebigen Matrix A hermitisch konjugierte 
Matrix AT, vielfach auch als adjungierte Matrix bezeichnet, geht aus A 
durch Spiegelung des Schemas an der Diagonalen und Übergang zu den 
konjugiert komplexen Elementen hervor: 


* * * 

An, 4A ar: 
* * * 

Ay, Ay As. - 


Er A a As 


Matrizen, die physikalische Größen beschreiben, müssen nach (9) also der 
Gleichung 
41=4 (17) 


genügen. Sie werden als hermitische Matrizen oder auch selbstadjungierte 
Matrizen bezeichnet. 


Summe und Differenz zweier Matrizen werden in der symbolischen 
Schreibweise (13) wegen (10) nach der Vorschrift 


A+B= (Ann) + (Ban) = (Amn + Ban) (18) 
gebildet und das Produkt zweier Matrizen wegen (12) durch 
AB=(Ayı)(Bin) = = (ZAmzBin)- (19) 


Die Multiplikation der Matrix A mit einer Zahl « wird in der Form 
«A=aAnn)> (a Ann) (20) 


durch Multiplikation jedes Elements mit diesem Faktor definiert. Man 
kann (20) auch als einen Spezialfall von (19) auffassen, indem man sich die 
Zahl « noch mit der Einheitsmatrix (14) multipliziert denkt. Am Beispiel 
zweireihiger Matrizen sei die Multiplikationsvorschrift noch einmal erläutert. 
Hier gilt 


us Ay, 1 Biı-+4s 5, Ay Bat Ars B32 
Ası Bir + Asa Bei 4sı Bit A2s B. 
Die unterbrochen eingerahmten Teile in (21) zeigen am Beispiel des linken 
oberen Elements der Produktmatrix, wie einfach sich diese Produkt- 
verknüpfung im einzelnen durchführen läßt. Die übrigen Elemente der 
Produktmatrix folgen ebenfalls durch entsprechende Kombinationen der 
linken Zeilen mit den rechten Spalten. 
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Bei der Bildung von Mehrfachprodukten spielt die Reihenfolge, in der 
die Produktbildung durchgeführt wird, keine Rolle, denn es gilt das 


Assoziativgesetz 
(AB)C=A(BO). (22) 


In beiden Fällen muß nämlich nach (19) das Dreifachprodukt die Form 
ABC= (Amt BriCn) (23) 


haben. Deswegen können die in (22) benutzten Klammern fortfallen. 


Entscheidend dagegen ist die Reihenfolge der Faktoren, denn im all- 
gemeinen gilt für Matrizen, im Gegensatz zum Rechnen mit Zahlen, 


AB=+BA. (24) 

Eine Ausnahme hiervon bilden lediglich die Produkte von Diagonal- 
matrizen, die unabhängig von der Reihenfolge der Faktoren 

DW D® -D® DO = (DN DM 6.n) (25) 


ergeben. Bereits das Produkt einer Diagonalmatrix D mit einer allgemeinen 
Matrix A ist von der Stellung der Faktoren abhängig, denn es entsteht 


DA= ( I DmOmzAkn) = (Dun Amn) R 
AD=(FAnsDiden) = (AmnDa); e 
je nach ihrer Reihenfolge. 

Das hermitisch Konjugierte eines Produkts wird nach der Vorschrift 
(AB)t=BtAt (27) 

gebildet, wie man sich leicht an Hand der Matrixelemente 

(ABY'= ((AB)im) = (DArı Bin) 

=(ZBimArr) = (ZE'mz(Adın) —Bt4t 


klarmacht. Die Verallgemeinerung von (27) lautet 
(ABC...)!=---OtBtAt (29) 
für Mehrfachprodukte. 
Die zu A inverse Matrix A-! ist so definiert, daß das Produkt 
AA'T=A"A=]1 (30) 
gleich der Einheitsmatrix wird. Dieses Produkt ist notwendig unabhängig 


von der Reihenfolge der beiden Faktoren, obwohl weder A noch A! im 
allgemeinen Diagonalmatrizen sind; denn aus 


AADe1 Aral (31) 
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folgt sofort A;'= A7!, etwa durch Multiplikation der ersten Gleichung 
mit Ay! von links und unter Berücksichtigung von (22). 


Damit sind die für die weitere Entwicklung der Quantentheorie wichtig- 
sten Rechenregeln zusammengestellt. Zusammenfassend läßt sich feststellen, 
daß die in den Gleichungen (13) bis (20) getroffenen Vereinbarungen das 
Rechnen mit Matrizen für alle vorkommenden Fälle festlegen, so daß sich 
mit diesen Matrizen eindeutig rechnen läßt. 


232 Energievertauschungen 


Sämtliche physikalischen Größen werden nunmehr als Matrizen mit den 
in Abschnitt 231 behandelten Eigenschaften angesetzt. So wird der Ort 
eines Teilchens durch die Matrix 


1) = (Imn{t)) = (Imn(O)ei®nx") (1) 
und sein Impuls durch 
Pi) = (Pat) = (Prnn(O)ei®nnt) (2) 


beschrieben. ®,,„ ist in beiden Fällen die mit dem Strahlungsübergang 
m—-n verbundene Strahlungsfrequenz. Bildet man das Matrixelement 
von g°, so wird 


ig (Zimiten) = (Z Amz(O)gen(O)eimnt), (3) 


und es stellt sich heraus, daß auch dieses Matrixelement die gleiche Zeit- 
abhängigkeit wie die in (1) und (2) auftretenden Elemente besitzt. Das 
gleiche gilt für beliebige Potenzprodukte von q und p. Es kann daher 
eine in beliebiger Weise aus q und p zusammengesetzte Matrix A ebenfalls 
mit einer Komponentendarstellung 


A=A(4,P)= (Amnd)) = (Amn(O)E*®mrt) (4) 
angesetzt werden. 


Durch den Ansatz (4) erhalten alle physikalischen Größen vom Typ A 
die gleiche Zeitabhängigkeit. Gleichzeitig ist aber über die Zeitabhängigkeit 
dieser Größen bereits durch die Forderung verfügt, daß die Matrizen nach 
wie vor den klassischen Bewegungsgleichungen genügen sollen, beim 
harmonischen Oszillator zum Beispiel der Gleichung (223.3). Es erhebt 
sich somit die Frage, ob diese Bedingungen sich nicht widersprechen. 
Ersetzt man die in (1) bis (4) auftretenden Strahlungsfrequenzen nach dem 
Rrrzschen Kombinationsprinzip 


HB 
nn (5) 


mn” 
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durch entsprechende mechanische Eigenschaften des Systems selbst, 
nämlich durch seine Energiezustände EZ, und E,, so folgt aus (4), daß 
sänitliche Matrixelemente der Differentialgleichung 


Ann 5 Amn(Em— En) (6) 


v 
genügen müssen. 

In dieser Gleichung kann man neben A auch die Energie als eine Matrix, 
und zwar als eine Diagonalmatrix von der Form 


E, go 
auffassen. Dann kann (6) als Matrixgleichung 
Ä=-(EA—AE) (8) 


geschrieben werden. In diesem Ausdruck spielt gerade der Unterschied in 
der Reihenfolge der Faktoren die entscheidende Rolle. Gleichung (8) wird 
als Energievertausehung bezeichnet. Mit der Abkürzung, der sogenannten 


Minusvertauschung, de: 
AB—BA=[4,B] (9) 


erhält (8) die einfachere Form 


Ä=+[E,4]. (10) 


Dies ist eine sehr wichtige Beziehung, die von jeder physikalischen Größe A 
eines Systems erfüllt werden muß, in dem überhaupt eine Energiematrix E 
vom Typ (7) existiert, in der also der Energiesatz gilt. 

Ist A eine Erhaltungsgröße, also eine zeitunabhängige Größe, so folgt 
aus: (10) [ZE,4]=0, wenn ÄA=0. (11) 
Jede Matrix, die eine physikalische Erhaltungsgröße repräsentiert, muß also 
mit der Energiematrix vertauschbar sein. Nach (231.25) sind Matrizen dann 
miteinander vertauschbar, wenn sie Diagonalmatrizen sind. Also müssen 


physikalische Größen, die wie die Energie E in (7) durch Diagonalmatrizen 
darstellbar sind, in Übereinstimmung mit (4) Erhaltungsgrößen sein. 


Dabei erhebt sich die Frage, ob A nur dann eine Erhaltungsgröße sein 
kann, wenn es auch eine Diagonalmatrix ist. Die Komponentendarstellung 
von (11) lautet 

De Ann En— En) =0. a2) 
Die Koeffizienten A,,,„ der Matrix A unterliegen also der Bedingung 
AynF0 murfür E„=E. (13) 
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Sind aber alle Energien E, voneinander verschieden, so muß A zwangs- 
läufig eine Diagonalmatrix sein. Wendet man (10) schließlich auf die 
Energie selbst an, so gilt 


i=+[E,]=0. (14) 


Da jede Matrix mit sich selbst vertauschbar ist, verschwindet die rechte 


Seite und folglich auch E, wie es nach dem Ansatz (7) auch der Fallsein muß. 
(14) zeigt, daß die hier durchgeführten Überlegungen auf konservative 
Systeme beschränkt sind. 


233 Kanonische Vertauschungen 


Die in Abschnitt 232 durchgeführten Überlegungen sollen zunächst auf 
Systeme mit beliebig vielen Freiheitsgraden verallgemeinert werden. Für 
die kanonischen Impulse p; und Koordinaten gq, sowie irgendwelche aus 
ihnen gebildeten Funktionen A werden nach der gleichen Vorschrift wie 
in (232.4) Matrizen 

A=A (Ai(t), 9:(f)) == (Am n()) = (Amn(O) e® mt) (1) 


angesetzt, die hinsichtlich ihrer Zeitabhängigkeit somit der Differential- 
gleichung 


N i 
A=-[E, 4] (2) 
genügen müssen. Die Energie kann wegen 
E=H(p;: 4) (3 


durch eine Matrix H ersetzt werden, die aus der klassischen Energie- 
funktion des kanonischen Schemas hervorgeht, wenn man die Impulse 
und Koordinaten durch entsprechende Matrizen vom Typ (1) ersetzt. 


Beliebige physikalische Größen A müssen somit folgenden Bedingungen 
genügen: Sie müssen wie in (231.17) hermitisch sein 


A=A (4) 


und nach (2) und (3) die Differentialgleichung 


Ä=-[H, 4] (5) 


erfüllen. Diese Gleichung ist insofern allgemeingültiger als (2), als man mit 
ihr auch ein quantenmechanisches Schema für solche Systeme begründen 
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kann, die nicht konservativ sind, aber durch den Hamıtronschen Formalis- 
mus dargestellt werden können. Ein Beispiel dafür ist die Bewegung eines 
Teilchens in einem Potential, das durch willkürliche äußere Eingriffe in 
das System zeitabhängig gemacht wird. Es sei noch bemerkt, daß (5) nur 
für Größen A gilt, die die Zeit it nicht explizit enthalten, so daß im Fall 
nichtkonservativer Systeme A nicht mit H identifiziert werden kann, da H 
dann die Zeit explizit enthält. 


Zu untersuchen ist allerdings noch, ob sich die Hermitizitätsforderung (4) 
widerspruchsfrei mit der verallgemeinerten Energievertauschung (5) ver- 
einbart. Sind A und H hermitisch, so muß die Gleichung (5) so beschaffen 
sein, daß auch dA/dt wieder hermitisch wird (man beachte bei der Rech- 
. nung, daß bei Zahlen ct — c* ist!): 

() = 1444 AB] = ZA — (AM 
; (6) 
-— [At Hi H'4t]= [HA AN=S. 


Diese Bedingung ist also erfüllt, und die Hermitizität einer physikalischen 
Matrix ist somit eine zeitunabhängige Eigenschaft. 


Ersetzt man A in (5) speziell durch den Impuls p; oder die Koordinate g;, 
so müssen die Gleichungen 


. i a i 

B=y1[H, pi 4=51H,q] (7) 
gelten. Die Aufrechterhaltung der klassischen Bewegungsgleichungen 
(214.5) oH öH 

Ma, = 57, (8) 


aber stellt eine weitere Bedingung für die Zeitabhängigkeit dieser Größen 
dar. Beide Forderungen, (7) und (8), lassen sich nur dann widerspruchsfrei 
aufrechterhalten, wenn die Beziehungen 


[H, ?] T D [#, 4)=— Sn (9) 


für alle Impulse und Koordinaten erfüllt sind. Soll (9) bei allen mechanischen 
Systemen gelten, so müssen diese Gleichungen durch beliebige analytische 
Funktionen 

H=H(p; 4) (10) 


erfüllt werden. Daß das möglich ist, wird im folgenden gezeigt. 


Zunächst müssen die in (8) und (9) enthaltenen partiellen Ableitungen 
nach Matrizen sinnvoll gedeutet werden. Für die Differentiation von 


7 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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beliebigen Matrizen A, B,... nach Matrizen sollen wie bei Zahlenfunktionen 
Summen- und Produktregel gelten, das heißt, Summen werden gliedweise, 
Produkte faktorenweise differenziert: 


ö 0A oB [) 0A oB 


Bei Differentiation von Produkten ist besonders auf die Reihenfolge der 
Faktoren zu achten. Fordert man noch 
BE 2. 9p _ 
dann folgt aus der Formel (11) für die Produkte 
—— ng"! IE ne, (13) 


Setzt man nämlich in (11) A=B=g, so folgt (13) unter Verwendung 
von (12) zunächst für n=2; für n=3 folgt (13) aus (11) mit A=q3, 
B = 9; allgemein folgt (13) für n + 1, wenn es für n bereits bewiesen ist. 


Identifiziert man jetzt qg und p wieder mit den Matrizen für Ort und 
Impuls, so sind die Differentiationen der HamıtLronschen Matrix H nach p 
und q sofort ausführbar, wenn H etwa als Potenzreihe in den p und q 
gegeben ist. Es ist damit eine praktisch immer durchführbare Vorschrift 
für die in (8) und (9) enthaltenen Ableitungen gegeben. 


Weiter ist zu untersuchen, ob die Gleichungen (9) sich nicht auf all- 
gemeine Relationen zwischen den p, und g; allein zurückführen lassen. Bei 
ganz speziellen Funktionen H findet man möglicherweise sogar mehrere 
Beziehungen zwischen den p; und qg;, die die Gleichungen (9) befriedigen. 
Sucht man dagegen nach solchen Relationen, die für jede beliebige Funk- 
tion H auf die Gleichungen (9) führen, so findet man nur ein einziges der- 
artiges Schema, das Schema der kanonischen Vertauschungsrelationen. 
Da (9) für ganz beliebige mathematische Funktionen H befriedigt werden 
soll, muß (9) auch für H=gq;, und H= p, gelten. Dabei entstehen die 
Gleichungen 


4» 94) =[p;, prl=0 [m] 6. (14) 


Falls es also überhaupt ein allgemeines Schema von Vertauschungen wie 
das gesuchte gibt, muß dieses Schema notwendig die in (14) wiedergegebene 
Form haben, die bei einem einzigen Freiheitsgrad in 
h 
2i-1B=- (15) 


übergeht. 
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Für ein freies Teilchen gilt bei einem Freiheitsgrad 


ei 


2m 


(16) 
a be 


1 

IH, q= en (Pa — ap?) = 5, [p(lpa —aPp)+(pg—ap)p] 

hp h oH 

im i 0» 

h °H 

2,.1)= 2, [p, P]= ee 
Hier sind die Gleichungen (9) also durch (15) erfüllt. Der Beweis dafür, 
daß die kanonischen Vertausehungen (14) auch die hinreichende Eigenschaft 
haben, für jede Funktion H auf die Gleichungen (9) zu führen, wird in den 
Übungsaufgaben 23.4 bis 23.6 für eine große Klasse von Funktionen 
geführt. 


In den kanonischen Vertauschungen (14) sind Ausdrücke gefunden, 
durch die die verallgemeinerten Energievertauschungen (5) ersetzt werden 
können. Zu den klassischen Gleichungen (8) treten dann lediglich die 
kanonischen Vertauschungen (14) als eigentlich quantenmechanische 
Bedingungen hinzu. Hier ist die PLancksche Konstante % ein Maß für die 
Unvertauschbarkeit und — wie sich später herausstellen wird — für die 
gegenseitige Unbestimmtheit zweier kanonisch konjugierter Variablen. 
In der Grenze A—-0 werden alle Größen miteinander vertauschbar, und 
das Gleichungsschema läßt sich durch gewöhnliche Zahlen und Funktionen 
befriedigen, also durch das Begrifissystem der klassischen Mechanik. 


Übungsaufgaben 


23.1. Ein Vektor r= (x, y) wird transformiert nach r’ = («’, y’), dieser wieder nach 
’=(x’', y''). Man beschreibe die Transformationen r>+r/, 7 >’, vor” 
durch Matrizen A, B, C! Welche Beziehung besteht zwischen diesen Matrizen? 
Um welche spezielle Transformation handelt es sich, wenn die Einschränkung 
r=v’? gilt? Welche Eigenschaften hat A in diesem Fall? 


23.2. Man berechne die zu einer zweireihigen Matrix A gehörige inverse Matrix A-!. 
Unter welcher Voraussetzung existiert sie? 


23.3. Unter Benutzung der Definitionsgleichung der zu A inversen Matrix A”! beweise 


man 
a) (Arl)t= (At)! 
d4-ı aa 
P = =} 
u u 


23.4. Die Gültigkeit der Gleichungen (233.9) ist durch Anwendung der kanonischen 
Vertauschungen (233.14) für folgende Fälle zu zeigen: 
a) H=q4,q9°, pP, 
b)H=gh,g®d,p\,p®. 

7% 
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Welche Bedeutung haben die Ausdrücke q”*, p””, bei sinnvoller Verall- 
gemeinerung der Definition von g=!, p!? 


23.5. H(p,g) setze sich additiv oder multiplikativ aus zwei Bestandteilen H,(p, q) 
und H,(p,g) zusammen: 


a) Hp )=Hm + Hm q) 

b) Hp g)=H,(p, q) Hz(p. g)- 

Für beide Fälle zeige man, daß aus der Gültigkeit der Gleichungen (233.9) für 
H, und H, die Gültigkeit dieser Gleichungen für Y=H,+H, und H=-H,H, 
folgt. 

Man verallgemeinere den Beweis auf eine beliebige Zahl von Faktoren und 
Summanden. 


23.6. Mit den Ergebnissen der Aufgabe 23.4 und 5 zeige man, daß aus den kanoni- 
schen Vertauschungen (233.14) die Gültigkeit der Gleichungen (233.9) folgt 
a) für H=gq*, p®, 
b) für Y=q",p", 
in beiden Fällen mit positivem, ganzzahligen n, 
c) für H= Ze, p”g” mit beliebigen ganzzahligen Exponenten rn und m. 


Man überlege sich, ob der unter c) angegebene Ansatz für H der allgemeinste 
Ausdruck einer Potenzreihe in p und g ist. 


23.7. Man zeige, ähnlich wie in den Aufgaben 23.5 und 6, daß aus den Bewegungs- 
gleichungen (233.7) für p und g die entsprechende Bewegungsgleichung (233.5) 
für eine aus beliebigen Potenzprodukten von p und q aufgebaute Größe 
A=L c0yn pP" F* folgt. 


24 Quantelung des harmonischen Oszillators 


Zusammenfassung: Die quantenmechanische Behandlung des harmonischen 
Oszillators besteht darin, die klassischen Bewegungsgleichungen G+ w°q=0 und 
p=mäü als Gleichungen zur Bestimmung der hermitischen Matrizen p und q zu ver- 
wenden, die der Vertauschungsrelation [, g] = h/i genügen müssen. Der HAMILTON- 
operator erhält hierbei die Form H=Ahw(N +!/,). N =ala ist eine Diagonalmatrix 
mit den Eigenwerten »n=0,1,2,3..., während a und a! der Vertauschungsrelation 
fa, at] —=1 genügen. Die Eigenwerte der Energie und die Übergangswahrscheinlich- 


keiten lassen sich damit vollständig bestimmen. 


Die Meß- oder Erwartungswerte A einer physikalischen Größe A sind durch die 
dem Zustand entsprechenden Diagonalelemente A" = A,„ gegeben. Das mittlere 
Schwankungsquadrat (4A? = (A — A)? ist ein Maß für die bei einer Messung zu er- 
wartenden Abweichungen vom Erwartungswert A. Für (4.4)? = 0 ist der Erwartungs- 
wert ein exakter Meßwert, für (4 A)? > Oist er nur ein statistischer Mittelwert. Zwischen 
zwei kanonisch konjugierten Variablen gilt die Hrısengrresche Unbestimmtheits- 
relation Ap Ag = h/2. Ihre Gültigkeit verhindert die genaue Kenntnis aller Anfangs- 
bedingungen des mechanischen Systems und ermöglicht daher nur statistische Vorher- 
sagen. Die Quantentheorie bleibt dabei rein kausal, ist aber nicht mehr voll deter- 
miniert. 
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D 


241 Anwendung der Quantenbedingungen 


Nach den Ausführungen von Kapitel 23 wird ein mechanisches System 
nunmehr beschrieben durch seine HAMILToNfunktion 


H=H(p.,::. 25 95 +96; (l) 
die Hermitizitätsforderungen 
pi=p = H'=H, (2) 


die kanonischen Vertauschungen 
9, 1-6: [4 41= Ip, p]=0 (3) 
und die Bewegungsgleichungen, etwa in der Form 
4=yIA, 4] = +18, pl. (4) 
Diese Gleichungen sollen hier am Beispiel des harmonischen Oszillators 


erprobt werden. 


Die Hamıtroxfunktion des harmonischen Oszillators ist gleich seiner 
Energiefunktion: : 
BE REN 
Hear yg ads (5) 
Wie man sich leicht überzeugen kann, ist H eine hermitische Matrix, falls p 
und q hermitisch sind. Es genügt daher, für den einen Freiheitsgrad dieses 
Systems die Erfüllung von 


I#=» d=gq (6) 


allein zu fordern. Die kanonischen Vertauschungen haben die einfache 


Form 
| pa—ap=-. (7) 


Die beiden Bewegungsgleichungen sind einzeln zu untersuchen. Aus 
derjenigen für g folgt 


ı 


ii 1 
d=;(Hg—4M)=-; za —ap), (8) 


denn der potentielle Anteil von (5) ist natürlich mit q vertauschbar, da er 
nur g selbst enthält, und liefert in (8) keinen Beitrag. Weiter läßt sich (8) 
mit (7) umformen in 


I= Balz BF (pa—an)r) 
; (9) 


h h p 
ir tre=H. 
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Es entsteht also die Beziehung 


in formaler Übereinstimmung mit der entsprechenden klassischen Gleichung. 
In der zweiten der beiden Bewegungsgleichungen (4) kann der kinetische 
Teil von H wegen seiner Vertauschbarkeit mit p fortgelassen werden: 


=; (Hp—pH)=; zo’(d’p—pQ) 


= u pa-apa+ag-ap)} an) 
ima®|(h , _ÄR > 
u: a+azt=—morg. 


Auch hier entsteht wieder formal die klassische Bewegungsgleichung, die 
in Verbindung mit (10) in der Form 


dargestellt werden kann. Wie zu erwarten, entstehen auch bei Zugrunde- 
legung des allgemeinsten Schemas im Falle des Oszillators — wie bei allen 
anderen mechanischen Systemen — die klassischen Bewegungsgleichungen 
wieder als Matrixgleichungen. 


242 Lösung der Bewegungsgleichungen 


Gesucht sind die Energiezustände des harmonischen Öszillators, also die 
Elemente der Diagonalmatrix 
BE: AR 
er m 
sowie die Übergangswahrscheinlichkeiten (222.3) 
4e? 2 c 
Ymn” 368 On |Imn(O) (2) 
für Lichtemission und -absorption. 
Zur Lösung der Gleichung (241.12) wird ein periodischer Ansatz 


a0 = 5%, (setetLatet'e) (3) 
wie bei einer gewöhnlichen Differentialgleichung gemacht. Yh/2mo ist 
bis auf den willkürlichen Faktor 2 die einzige Größe von der Dimension 
einer Länge, die sich aus den Konstanten des Problems h, m und ® bilden 
läßt. a und a! sind daher nicht nur zeitunabhängig, sondern auch dimen- 
sionslos. Würde für a eine beliebige komplexe Zahl angesetzt, so wäre q 
die allgemeinste reelle Lösungsfunktion von (241.12). Hier wird für a eine 
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zunächst beliebige, aber zeitunabhängige Matrix angesetzt. Dann ist g(tf) 
die allgemeinste hermitische Matrix, die die Gleichung (241.12) befriedigt. 
Für den Impuls p(t) folgt aus p= mg und (3) 


»(t) --)/ a (wetet— ateriet), 


also ebenfalls eine hermitische Matrix. 


Durch den Ansatz (3) und (4) werden die Gleichungen (241.6) und 
(241.10) bis (241.12) befriedigt. Die weitere Aufgabe besteht darin, über die 
Matrix a noch so zu verfügen, daß die kanonische Vertauschung (241.7) 
erfüllt wird. Führt man die Ansätze (3) und (4) für p und q in die Ver- 
tauschungsrelation (241.7) ein, so ergibt sich 


l= n [p; J=— 5 5 ee aeietL atetiet] 


1= za, a']—[a', all, . 


weil natürlich a mit sich selbst vertauschbar ist, genau wie auch a*. Die 
Vertauschungsrelation für qg und p führt demnach auf 


| [e,; a]=1 (6) 


für die Vertauschung zwischen a und af. 


243 Berechnung der meßbaren Größen 


Die gesuchten Größen des harmonischen Oszillators, Energien E, und 
Übergangswahrscheinlichkeiten y,,„ lassen sich mit (242.3) und (242.4) als 
Funktionen von a und at! darstellen. Die Übergangswahrscheinlichkeiten 
(242.2) sind 

Ymn= 


2 3 
er 2 Omn 


E„—E, 
|amn ! Anm]? Om — 3 5 (1) 


m,c: 3co 
e?/m,c? = 2,8. 10-15 m ist der sogenannte klassische Elektronenradius. Die 
Elektronenmasse wird hier mit m, bezeichnet, um sie von der Quanten- 
zahl m zu unterscheiden. 

Für die Hamıtronmatrix ergibt sich mit [a, a'] = 1 unter Verwendung 
einer Matrix N der Ausdruck 


H=ho(N +5) vada| (2) 
Eigenwerte E, der Energie sind die Elemente der Diagonalmatrix H, also 


bis auf den Faktor kw die Diagonalelemente der Matrix (N + 1/2). Daher 
ist auch N notwendig eine Diagonalmatrix. 
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Als nächstes sind die Diagonalelemente von N sowie die Matrixelemente 
von a zu bestimmen. Beide folgen aus der Definition (2) von N sowie der 
Vertauschungsrelation [a,a']=1. Durch Rechtsmultiplikation mit «a 


wird aus der Vertauschun gsrelation unter Beachtung von (2) 
Na—aN+ta=0. (3) 


Werden die Elemente der Diagonalmatrix N mit n,, n,, ... bezeichnet 
und die gleichen Indizes zur Charakterisierung der Elemente von a verwendet, 
so lautet die Komponentendarstellung von (3): 


rt NM—=0. (4) 


Aus dieser Gleichung folgt zunächst, daß die Matrixelemente a;, nur für 
%;=n;,— 1 von Null verschieden sein können. Für a;, kann also der 


Ansat 
er a On 1-1] (0) (5) 


gemacht werden. Durch Strahlungsübergang erreichbare Energieniveaus E,, 
unterscheiden sich daher stets um Aw. 


Die Komponentendarstellung der Definitionsgleichung (2) von N lautet 
für die Diagonalelemente 


= I ar = DI |a;r]; (6) 
% ı 
mit dem Ansatz (5) ist die Summation einfach durchgeführt: 
DH -1|/{n) P= al. (7) 
[7 


Durch diese Gleichung wird f(n,) bis auf eine willkürliche verbliebene 
Phase bestimmt, woraus für a;; folgt: 


(8) 


A; On 1-1 V% ei%ü. 


Die Matrix a ist bis auf die bedeutungslosen Phasen e'* vollständig 
gegeben, sobald die Zahlenwerte von n,, n,, ... bekannt sind. 


Aus (6) folgt, daß es zu jedem von Null verschiedenen Wert n,, =F 0 einen 
ebenfalls von Null verschiedenen Wert a;, geben muß, das heißt, es gibt 
in der k-ten Spalte der Matrix a sicher ein von Null verschiedenes Element. 
Nach (5) bedeutet das aber, daß es unter den Diagonalelementen von N 
einen Wert n; gibt, der um eins kleiner als n, ist. Dieselbe Überlegung läßt 
sich wieder auf dieses n, anwenden, so daß es zu jedem Wert n, +0 eine 
ganze Reihe n, —1,n, — 2,... gibt. Nach (6) müssen aber alle n positiv 
definit sein. Die Reihe muß also bei einem positiven, kleinsten Wert n, 
abbrechen. Das geht jedoch nur, wenn alle a,, für dieses kleinste n, ver- 
schwinden, was wiederum nach (8) nur möglich ist, wenn n, = 0 ist. Nur 
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dann braucht nämlich in (4) die Bedingung 2,—0 — l nicht erfüllt zu werden, 
weil hier a,, = /0 = 0 ist. Die Diagonalelemente von N sind daher 


nV, 1424355 (9) 


Andere Werte n als die in (9) kann es nicht geben. Denn da es zu jedem 
Element nr, = 0 ein Element rn, — 1 geben muß, entstünde für den kleinsten 
der in (9) nicht enthaltenen Werte n, ein Widerspruch, der sich wieder nur 
für 7, = n, = 0 löst, das heißt, es handelt sich gar nicht um neue Werte. 


5 Mit diesen Ergebnissen (8) und (9) lassen sich die Energien E, (2) und 
Übergangswahrscheinlichkeiten Y„n (1) angeben: 


R,=ho(n+5) El, 1, 2a 
e& 20° vum 
Yun nn Io Möm a-ı tt Mög: m-ı): 


Die Übergangswahrscheinlichkeiten sind nur für benachbarte Energiewerte 
E,„ und E,„.ı von Null verschieden. Deshalb konnte auch ®„,„ = @ gesetzt 
werden. 


Für Emission von Licht muß m > n sein. In diesem Falle ist 


e 2w . 
Ymn m I MÖönım-1 für m>n. al) 


Die Phasen, die bei der bisherigen Rechnung als einzige Größen will- 
kürlich geblieben waren, tragen zu den meßbaren Größen nichts bei. Eine 
von Null verschiedene Übergangswahrscheinlichkeit existiert nur von 
einem Zustand m nach den beiden benachbarten Niveaus r=m-l. 
Wegen der Energieerhaltung findet eine Lichtemission nur statt, wenn 
n=m 1 ist. Die Emissionsfähigkeit wächst nach (11) quadratisch mit 
der Frequenz und linear mit m (dem Amplitudenquadrat). 


Es ist beim harmonischen Oszillator somit gelungen, mit Hilfe des ent- 
wickelten quantenmechanischen Schemas die beobachtbaren Größen E,, 
Oyn und Yyn Zu berechnen und die Matrixelemente für Ort und Impuls 
explizit anzugeben. 


244 Physikalische Bedeutung der Matrizen 


In der klassischen Physik sind die physikalischen Größen 9, 9, E,H,..., 
allgemein A(t), zeitabhängige Zahlen. Die Zahl A(t) gibt den Wert der 
physikalischen Größe A an, den man bei einer entsprechenden Messung 
zur Zeit t erhalten würde. Alle mathematischen Gleichungen sind somit 
Beziehungen zwischen Meßwerten der physikalischen Größen A, B,..... 
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In der Quantentheorie sind an die Stelle der Zahlen komplizierte Zahlen- 
schemata A, zur Beschreibung einer physikalischen Größe A getreten, 
mit denen im übrigen nahezu genauso wie früher zu rechnen ist. Wenn 
aber A wirklich eine physikalische Größe darstellt, so soll sie sich auch 
messen:lassen, und der gemessene Zahlenwert von A muß in irgendeiner 
Weise mit dem Matrixschema A zusammenhängen. Für diesen Meßwert, 
auch Erwartungswert genannt, wird eine neue Bezeichnung eingeführt: 


Erwartungswert (A)= A. (1) 
Der Zusammenhang zwischen A und der Matrix A ist gesucht. 


Die einfachsten in der Matrixmechanik auftretenden physikalischen 
Größen sind die Konstanten m, e, fi, ..., allgemein «, multipliziert mit der 
Einheitsmatrix. Bei der Einführung dieser Größen wird vorausgesetzt, daß 
sie in allen Energiezuständen E, den gleichen Wert besitzen. In diesen 
Fällen ist also 
mn 


A=al A (2) 
Der Meßwert dieser physikalischen Größen A=«l ist also in jedem 
Energiezustand gleich dem Wert «, den diese Matrix überall auf der Dia- 
gonalen annimmt. 


Als nächsteinfache Matrizen werden die Diagonalmatrizen betrachtet. 
So wurde im Zusammenhang mit der Lichtemission die Energie als Dia- 
gonalmatrix diskutiert und beim Oszillator berechnet. Die Diagonalelemente 
E,„ sind dabei gleichzeitig die verschiedenen Meßwerte E, der Energie in den 
durch n charakterisierten Zuständen, indirekt gemessen durch Bestimmung 
der Strahlungsfrequenzen ®&yn = (E„, — Ey)/R. > 


Hier ist also 
— (m) 


A=E ei, (3) 
Der Meßwert von A= E im Zustand n ist also auch hier gleich dem 
Diagonalelement von A in der n-ten Zeile und Spalte. Es erhebt sich die 
Frage, ob die in (2) und (3) gültige Vorschrift zur Auffindung von Meßwerten, 
also 


= — (N) 


4=A4A =A,, 63) 


verallgemeinerungsfähig ist. 


Diese Frage soll am Beispiel der Ortsvariablen q beim harmonischen 
Oszillator diskutiert werden, die nach (242.3) und (243.8) durch 


7, 2” 2 ’ u 
= (ae an An Öms n-ı Re (5) 
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beschrieben werden. Nach der Definition (4) des Meßwertes erhält man 
et (6) 


als Meßwert für die Ortskoordinate. Die in (6) enthaltene physikalische 
Aussage behauptet also, falls die Verallgemeinerung (4) sinnvoll ist, daß 
bei einer Ortsmessung im Oszillator das Teilchen zu allen Zeiten im Ursprung 
angetroffen wird. Das aber würde nur für ein ruhendes Teilchen zutreffen 
und ist allgemein sicher unrichtig. 


Eine direkte Bestätigung hierfür bekommt man, wenn man etwa nach 
dem Meßwert von q? fragt: 


ee (7) 
n n’ 


Dieser Wert ist positiv definit und von Null verschieden. Es kann sich bei q 
also höchstens um einen statistischen Mittelwert bei vielen Messungen 
handeln, der dann natürlich allein aus Symmetriegründen bei q = 0 liegen 


muß. Das gleiche gilt für den Impuls p. Auch dort ist p = 0 und P>0. 


Versteht man also unter dem Erwartungswert A in (4) das statistische 
Mittel über eine große Anzahl von verschieden ausgefallenen Messungen, 
so kann (4) als verallgemeinerte Definition des Meßwerts aufrechterhalten 
werden. Wegen (233.1) muß A zeitunabhängig sein. Allein deswegen 
kann A bei grundsätzlich zeitabhängigen Größen wie g und p nur einen 
Mittelwert darstellen. Allerdings bleibt hier immer noch zu klären, wieso 
wiederholte Messungen prinzipiell verschieden ausfallen können, und an 
welcher Stelle diese Unbestimmtheit, die hier zu offenbar nur statistisch 
gültigen Resultaten führt, in die Grundlagen der Theorie hineingebracht 
wurde. 


Bei diesem Stand der Dinge fragt man als nächstes nach der Wahr- 
scheinlichkeit dW„—=w,(x)dx, mit der das Teilchen im Zustand n 
zwischen x und &-+dx anzutreffen ist, aus der sich dann die statistischen 
Mittelwerte 


g= [ xw,(2)de = [aw„(z)da (8) 


unmittelbar durch Integration berechnen lassen müssen. Die Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeitsdichten w,(x) wird jedoch erst im Teil 3 durch- 
geführt. Zuvor sollen noch einige Fragen allgemeinerer Art untersucht 
werden. 


Wenn der statistische Mittelwert & einer Größe x, etwa derjenigen in 
Abb. 244, zu x, bestimmt ist, interessiert als nächstes die Unsicherheit, 
mit der der Wert x, bestimmt wurde. Sie drückt sich in Abb. 244 durch die 
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Breite der Kurve aus. Ein Maß für diese Breite, das unabhängig vom 
speziellen analytischen Verlauf von w,(x) ist, erhält man durch Betrachtung 
der Abweichungen & — x2,= x — % vom Mittelwert. Diese Abweichungen 
werden im quadratischen Mittel bestimmt, so daß sie sich alle mit positivem 
Vorzeichen überlagern. In diesem Sinne ist (Ax2)?= (x — x)? die mittlere 
quadratische Schwankung der Größe x von Abb. 244. Ax ist ein Maß für 
die Breite der Kurve. Ganz entsprechend 
Aw) kann man auch in der Matrixmechanik 

vorgehen und 


(AA®=(4— 4) (9) 
en BE 
als das mittlere Schwankungsquadrat bei 
Messungen der physikalischen Größe A 
Xo X definieren. In (9) treten Glieder A auf, 


Abb. 244. Beispieleiner Wahrschein- die gleich A zu setzen sind, da der Meß- 

lichkeitsverteilung. w, (2) dx =dW, 

ist die Wahrscheinlichkeit das Teil- = 

chen zwischen x und © +dx A selbst ist. 
anzutreffen 


wert A des Meßwertes A natürlich gleich 


Die Auswertung von (9) 


Dr a de we er a 
(4A”=4A’—A = Anm Amn Ann z ‚Am =0 (10) 
m m n 


zeigt, daß das Schwankungsquadrat (A A)? nur verschwindet, wenn A eine 
Diagonalmatrix ist. Im Falle der Energie A= E, die ja eine Diagonal- 
matrix ist, wird also nach (10) 


AE=0. 1) 


Das Schwankungsquadrat der Energiemeßwerıte verschwindet. Die 
Erwartungswerte E, der Energie sind also exakte Meßwerte, sogenannte 
Eigenwerte, die man bei jeder Messung in dem entsprechenden ‚„Eigen- 
zustand‘ antrifit. 


Ist A dagegen keine Diagonalmatrix, so ist nach (10) das Schwankungs- 
quadrat von Null verschieden. Die zugehörige Wahrscheinlichkeits- 
verteilung w, hat eine endliche Breite AA. Die Diagonalelemente A,„ 
stellen nur die im Zustand n im statistischen Mittel zu erwartenden 
Meßwerte dar. Das Schwankungsquadrat (Ag)? beim Oszillator 


Ag’=@—-=gP>0 (12) 


ist z. B. von Null verschieden. 
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245 Die Hrisenzerosche Unbestimmtheitsrelation 


Die Unbestimmtheiten Ag und Ap von Ort und Impuls sollen beim 
Oszillator ausgerechnet werden. Hier waıen nach (242.3) und (242.4) 
bei t=0 

a=-VYzt-u+e) p=—i/ eat, 


2mw 


während a und a! gegeben waren durch 
N=ala aa'—ala=1l nö: n-ıV/neien. (2) 
Die Erwartungswerte für q und p verschwinden nach (244.6), weil a keine 


Diagonalglieder enthält, physikalisch betrachtet, weil der Oszillator 
symmetrisch in bezug auf die Vorzeichen von Ort und Impuls ist. 


Die Schwankungsquadrate (Ag)? und (Ap)? sind 


d’=-@-D-- ara 
BRUT SCENE (3) 
Un=-p-M=-P-— "2 ai). 


Da infolge der Matrixdarstellung von a in (2) die Erwartungswerte 
a=a®=0 (4) 


verschwinden, werden die Schwankungsquadrate (3) nach Ausmulti- 
plikation der Klammern 


(da’=z,, (aat+ata)=-,,.,-(1+ 2ata) : 
‚A ar A (5) 
=, 4r2N = ern). 


Für (Ap)? ergibt sich ein völlig analoger Ausdruck. 


Ap= -*°. (1427) Ag=\ 5% 


sind die Unbestimmtheiten von Ort und Impuls beim harmonischen 
Oszillator. 


Für einen klassischen Oszillator der Energie E= hw(n + 1/2) wird die 
maximale Amplitude A durch die Gleichung 


B=-Z04=holn+z) (7) 


bestimmt zu 


a-Vt Yı+2n. (8) 
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Führt man die effektive Amplitude A//2 — ähnlich wie entsprechende 
Größen in der Elektrotechnik — ein, so ist 


A 


In der Quantenmechanik ist also bei Ortsmessungen die mittlere Ab- 
weichung Ag von q = 0 in jedem Zustand n gleich der effektiven Amplitude 
der entsprechenden klassischen Bewegung. Dieses Resultat leuchtet 
unmittelbar ein und zeigt darüber hinaus, daß qualitative Überlegungen 
auf der Grundlage der klassischen Physik auch in der Quantentheorie ihren 
Sinn behalten. 


Das Produkt der Unbestimmtheiten Ag und Ap ist unabhängig von der 
speziellen Struktur des Oszillators, unabhängig also von m und w: 


h h 
Apd4ga=z(1+2n)2z- (10) 


Die Ungleichung (10) gilt in der Form 


für jedes Matrizenpaar p und g, für das eine kanonische Vertauschungs- 


relation A 
p-ar=bp, = (12) 


besteht, wie in Abschnitt 334 und auch in 723 noch allgemein bewiesen wird. 
Gleichung (11) ist die HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation, der- 
zufolge in ganz beliebigen physikalischen Zuständen stets p und q mit 
solchen Unbestimmtheiten Ap und Ag behaftet sind, daß deren Produkt 
mindestens gleich %/2 wird. 


Beim harmonischen Oszillator wird der Minimalwert Ap Ag = h/2 im 
Grundzustand n= 0 erreicht, aber auch hier verhindert die noch vor- 
handene minimale Unbestimmtheit eine völlige Lokalisierung des Teilchens 
im Ursprung q = 0. Es besteht noch immer eine gewisse Wahrscheinlichkeit 
dafür, das Teilchen außerhalb von q = 0 anzutreffen, das heißt, das Teilchen 
ruht nicht. Die endliche Energie Aw/2 des Grundzustandes, auch Null- 
punktsenergie genannt, ist daher nicht zufällig, sondern steht in direktem 
Zusammenhang mit der Unbestimmtheitsrelation. 


Es ist also, worauf bereits in Teil 1 hingewiesen wurde, auch im Rahmen 
der Quantentheorie keinesfalls sinnlos geworden, von Ort und Impuls als 
Maßzahlen eines Teilchens zu sprechen. Das eine oder andere läßt sich 
prinzipiell sogar beliebig genau messen, wenn dafür entsprechend der 
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Unbestimmtheitsrelation auf eine genaue Bestimmung der jeweils zweiten 
Größe verzichtet wird. Der Übergang A—0 von der Quantentheorie zur 
klassischen Mechanik bedeutet mathematisch nach (11) und (12) den 
Übergang zu vertauschbaren Größen und ihre Darstellbarkeit durch Zahlen. 
Physikalisch bedeutet erdie Vernachlässigungder gegenseitigen Unbestimmt- 
heiten von Ort und Impuls, die eine Darstellung von p und q durch einfache 
Funktionen p(t) und g(t) ermöglicht. 


Auch bei einer völlig kausalen physikalischen Theorie bleibt die Zukunft 
unbestimmt, wenn die Anfangsbedingungen nicht hinreichend bekannt 
sind. Zu den Anfangsbedingungen aber gehört in der Mechanik die gleich- 
zeitige Angabe von Ort und Impuls. Da Ort und Impuls jedoch wegen der 
Unbestimmtheitsrelation (10) prinzipiell nicht gleichzeitig genau bestimmt 
werden können, ist es nicht weiter verwunderlich, daß auch die Zukunft 
in gewissem Umfang indeterminiert bleibt. Die Tatsache, daß ein Teil der 
physikalischen Größen bereits von der Theorie nur bis auf ein statistisches 
Schwankungsquadrat bestimmt wird, liegt keinesfalls an irgendwelchen 
Akausalitäten der Theorie, sondern lediglich an der unzureichenden Deter- 
minierbarkeit der Anfangsbedingungen, die keine exakten, sondern nur 
noch statistische Vorhersagen der Zukunft erlaubt. Diesen nur statistischen 
Vorhersagen entspricht mathematisch die Angabe von Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen. Die HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation zeigt also 
explizit, in welcher Weise die Gültigkeit der klassischen Physik in der 
Quantentheorie eingeschränkt wird. 


Zusammenfassend läßt sich sagen: Die Quantentheorie unterscheidet sich 
von der klassischen Theorie dadurch, daß zur Gültigkeit der Bewegungs- 
gleichungen noch die Gültigkeit gewisser Vertauschungsrelationen hinzutritt. 
Nach den bisherigen Untersuchungen stehen diese Vertauschungsrelationen 
nicht im Widerspruch zu den Bewegungsgleichungen. Die Vertauschungs- 
relationen schränken also die Gültigkeit der klassischen Bewegungs- 
gleichungen der Mechanik in keiner Weise ein, aber sie schränken dafür 
die Anfangsbedingungen des Systems ein. Eine Theorie mit Vertauschungs- 
relationen kann nicht mehr die vollständigen klassischen Anfangs- 
bedingungen enthalten. Da die Gültigkeit der Bewegungsgleichungen 
aber fortbesteht, ist die neue Theorie genauso streng kausal wie die 
klassische Mechanik. Nur weil die Anfangsbedingungen prinzipiell nicht 
mehr vollständig gegeben werden können, ist das System unzureichend 
determiniert; die Quantentheorie ist daher zwar kausal, aber nicht voll 
determiniert. 


Übungsaufgaben 


24.1. Man zeige explizit, daß der Ansatz (243.8) für die Elemente der Matrix a die 
Matrixgleichung [a,at]=1 erfüllt. 
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24.2. Mit der Vertauschungsrelation [a, a?]=1 zeige man, daß es zu jedem von Null 
verschiedenen Diagonalelement von N =afa jeweils ein um eins größeres Dia- 
gonalelement gibt. 

24.3. Man quantele einen harmonischen Oszillator mit dem Potential 
V = mw? (x — x,)°/2. Man berechne 2, (Ax)?. 


24.4. Eine große Zahl eindimensional schwingender Oszillatoren gleicher Frequenz 
befinde sich durch Temperaturanregung und Ausstrahlung im Energiegleich- 
gewicht. Welchen Beitrag liefern die verschiedenen Übergänge zur gesamten Strah- 
lungsleistung? Wie groß ist letztere? 


3 Wellenguantelung 


Grundsätzlich stellt die in Teil 2 behandelte Matrixmechanik bereits 
eine vollständige, von der Erfahrung bestätigte Theorie dar, die prinzipiell 
keiner besonderen Zusätze mehr bedürfte, um auf alle vorkommenden 
physikalischen Probleme angewandt zu werden. Jedoch bereitet die direkte 
Anwendung der Matrixmechanik auf komplizierte physikalische Probleme 
erhebliche mathematische Schwierigkeiten. Sie ist nur über die Transfor- 
mationstheorie der Matrizen möglich, die ihrerseits mathematisch kompli- 
zierter ist als die Ergebnisse, die sie hervorbringt. 


Es wird — unter anderem deswegen — für zweckmäßig gehalten, un- 
abhängig von der in Teil2 durchgeführten Quantelung der Teilchen eine 
Quantisierung neu zu entwickeln, die auf das von DE BROGLIE und SCHRÖ- 
DINGER entwickelte Wellenbild der Materie aufbaut. In diesem Sinne wird 
in Kapitel 31 die klassische Theorie der Materiewellen behandelt. Es werden 
weiter deren Widersprüche mit der Erfahrung aufgezeigt, die anschließend 
zur endgültigen, quantentheoretisch einwandfreien Formulierung des Ein- 
teilchenproblems vom Standpunkt der Schkönpingerschen Wellenmechanik 
führen. 


Ausführlich bis in alle Details behandelt Kapitel 32 die quantenmecha- 
nische Beschreibung der einfachsten Bewegung, nämlich der Geradeaus- 
bewegung eines Teilchens mit konstanter Geschwindigkeit längs der 
x-Achse. Am Schluß dieses Kapitels sowie in Kapitel 33 wird der Einfluß 
äußerer, in Form eines Potentials V(x) vorgegebener Kräfte auf das 
quantenmechanische Teilchen in allen qualitativen und verschiedenen 
quantitativen Eigenschaften untersucht. Speziell der harmonische Oszillator 
wird vom Standpunkt der Wellentheorie genau durchgerechnet. Seine 
Ergebnisse, im Vergleich mit der früheren matrixmechanischen Behandlung 
des gleichen Problems, lassen die vollständige Äquivalenz zwischen Wellen- 
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mechanik und Matrixmechanik erkennen, die zum Schluß des Kapitels 
allgemein nachgewiesen wird. 


Vergleicht man die in 2 und 3 behandelten Methoden der Matrixmechanik 
einerseits und der Wellenmechanik andererseits, so wird man feststellen, 
daß die in der Matrixtheorie entwickelten Begriffe klarer — weil gewisser- 
maßen mehr aus dem Grundsätzlichen kommend — sind, während die 
Wellenmechanik rechnerisch viel einfacher zu handhaben ist. Man wird daher 
bei der Behandlung physikalischer Probleme oft vorziehen, grundsätzliche 
Überlegungen auf der Basis der Matrixmechanik durchzuführen, rech- 
nerische Probleme dagegen in der Formulierung der Wellenmechanik zu 
lösen. Daß in dieser Darstellung die Matrixmechanik der Wellenmechanik 
vorausgeht, geschah zum Teil aus diesem Grunde, zum Teil aber auch, um 
von vornherein zu zeigen, welche begrifflichen Schwierigkeiten in der 
Quantentheorie unvermeidlich auftauchen. Insbesondere soll dabei ver- 
hindert werden, daß die formal recht einfache Wellenmechanik hinsichtlich 
ihrer Deutung und Bedeutung gelegentlich zu leicht genommen wird. 


31 _ Materiewellen 


Zusammenfassung: Ordnet man Energie HE und Impuls P eines freien Teil- 
chens nach den Relationen E=Ahw und P=hk eine Frequenz w und eine Wellenzahl k 
zu, so entsteht eine Wellentheorie, deren Gruppengeschwindigkeit mit der klassischen 
Teilchengeschwindigkeit übereinstimmt. Diese von DE BrocLıE entwickelte Theorie 
ist relativistisch invariant. Ihre nichtrelativistische Näherung wurde von SCHRÖDINGER 
durch die Einführung des Potentials P (r) erweitert. Die Schwerpunkte von Wellen- 
paketen, die der ScHRöpınasurgleichung genügen, bewegen sich nahezu wie klassische 
Massenpunkte. Die ScHRöpingergleichung selbst lautet 

a) z h 
= 799=Hy H=2 47) = 


ö 
or 


Die charakteristischen Größen A = f dt y* Ay der Wellentheorie sind Erhaltungs- 
größen, falls [4, HJ =0 gilt. Diese zunächst klassische Wellentheorie beschreibt die 


Quantenmechanik eines Teilchens, wenn man |v|?d t als die Wahrscheinlichkeit inter- 
pretiert, das Teilchen im Volumen dt zu finden. Das quantenmechanische Mehrteil- 
chenproblem entsteht aus dieser Theorie, wenn man y und y* durch Matrizen ersetzt, 
deren Zeitableitung in üblicher Form gleich der Vertauschung mit H, multipliziert 
mit /% ist. Dabei bedeutet N = F dr yty die Matrix der Teilchenzahl mit den Eigen- 
werten N>0,1,2,... Mit dem Ansatz p(1)=A(t) exp[iS(r)/A] zerfällt die 
komplexe ScHröpingergleichung in zwei Gleichungen für die reellen Größen A und 8. 
Eine geeignete Entwicklung für kleine A liefert die in der Elektronenoptik übliche nähe- 
rungsweise Beschreibung. Bei eindimensionalen Problemen überführt der Ansatz 
(x) = exp [iS(z)/A] die Scmröpingergleichung in eine RıccAriısche quadratische 
Differentialgleichung erster Ordnung für S(x), die sich nach Potenzen von A 
entwickeln läßt. Dieses Näherungsverfahren wird als WKB-Methode bezeichnet. 


8 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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31l De Brocuızsche Materiewellen 


BOHR und HEISENBERG fanden die endgültige Quantenmechanik auf 
einem Wege, der, ausgehend vom Teilchenbild der Materie und dessen 
Beschreibung in der klassischen Mechanik, über das Korrespondenzprinzip 
zur Einführung der Matrizen führte. Demgegenüber beschritt DE BROGLIE 
einen ganz anderen Weg, um die endgültige Theorie aufzufinden. Seine 
Überlegungen basierten auf der Pranckschen Beziehung 


E=hw=hv (1) 


zwischen Energie E und Frequenz » bzw. = 2rv. Gleichung (1) tritt be- 
reits in der älteren Quantenmechanik auf. Während sie bei PLANcK die 
Energiequanten des Oszillators festlegt, liefert sie in der Ervsteisschen 
Lichtquantenhypothese die Energiequanten, in die man sich einen Licht- 
strom der Frequenz w aufgeteilt zu denken hat. Zur Welleneigenschaft & 
liefert (1) die zugehörige Teilcheneigenschaft E und damit also die Ver- 
bindung zwischen Wellentheorie und der ihr im Rahmen der Quanten- 
theorie zuzuordnenden Teilchentheorie. Den Zusammenhang zwischen 
den Wellen- und Teilcheneigenschaften stellt die Prancksche Konstante h 
her. 


In ähnlicher Weise wie Einstein zur Wellentheorie des Lichts eine 
Teilchentheorie hinzufügte, versuchte pe BRogLrE 1923, der mechanischen 
Theorie von Elektronen, Protonen und anderen Teilchen eine entsprechende 
Wellentheorie zuzuordnen. So spekulativ dieser Gedanke im ersten Augen- 
blick erscheinen mag, so erfolgreich zeigte er sich im Laufe der weiteren 
Entwicklung. Man kann sich von dieser Wellentheorie der Materie folgende 
Vorstellung machen: An die Stelle des Teilchens tritt ein räumlich eng 
konzentriertes Wellenpaket, dessen Ausbreitung durch eine Wellengleichung 
geregelt ist. Die mittlere Frequenz des Wellenpakets muß gemäß (1) mit 
der Energie E des zu beschreibenden Teilchens zusammenhängen. Die 
Schwerpunktsgeschwindigkeit des Wellenpakets muß so gewählt werden, 
daß sie mit der Teilchengeschwindigkeit übereinstimmt. Diese Forderung 
hat, wie gleich anschließend gezeigt wird, zur Folge, daß zwischen Impuls P 
und Wellenlänge A bzw. Wellenzahl k= 2/A ein ähnlicher Zusammenhang 


P=hk= (2) 


gilt wie vorher zwischen Energie und Frequenz. Quantitativ wurde dieser 
Zusammenhang durch die Beugungserscheinungen bestätigt, die auftreten, 
wenn Teilchenstrahlen (Elektronen, Nukleonen, ...) ein Kristallgitter 
durchlaufen. Mit (1) und (2) läßt sich eine Wellengleichung der Materie 
finden, die als Lösungen unter anderem Wellenpakete besitzt, deren Schwer- 
punkte sich nach den gleichen Gesetzen bewegen wie die Teilchen der 
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klassischen Mechanik. Eine Schwierigkeit gegenüber der Erfahrung besteht 
insofern, als Wellenpakete grundsätzlich die Tendenz besitzen auseinander- 
zulaufen. Diese Schwierigkeit wird in Abschnitt 315 im Zusammenhang mit 
der Wahrscheinlichkeitsdeutung noch eingehend besprochen. 


Für die Elektronenbewegung im Atominnern tritt an die Stelle der 
klassischen Elektronenbahn die Vorstellung einer Welle, die sich längs dieser 
Bahn ausbreitet. Da die Bahnen in sich geschlossen sind, kann eine 
Welle, wie Abb. 311 zeigt, auf dieser Bahn nur ganz bestimmte Wellen- 
längen besitzen, nämlich nur solche, bei denen 
der Bahnumfang ein Vielfaches der Wellenlänge, 
also 

2na—=n) nl; 2;:2:,. .(8) 


darstellt. In diesen vom Standpunkt der Materie- 
wellen einzig möglichen Zuständen ist der Dreh- 
impuls , 


M=ap=2! nn. (4) 


Abb. 311. Elektronenbahn 
undzugehörige pr BRogLie- Er genügt somit der gleichen Quantenbedin- 
welle (schematisch) gung (142.6) wie in der älteren Quantentheorie. 
Die pe BrogLizsche Theorie der Materiewellen 
kann also für sich den Erfolg verbuchen, daß sie die diskreten Quanten- 
zustände im Atom als stehende Wellen zwanglos erklärt. 


Nunmehr soll die DE BrocLizsche Theorie der Materiewellen für freie 
Teilchen quantitativ formuliert werden. Nach der Relativitätstheorie stehen 
Impuls P und Energie E des Teilchens in dem Zusammenhang 


E=cY(mc)?+ P2, (5) 
mit m als der Masse und c als der Lichtgeschwindigkeit. Ein solches Teilchen 


bewegt sich mit der Geschwindigkeit 


ae 2. (6) 


die im Falle ,<c in P/m übergeht. 


Diesem Teilchen wird nun eine ebene Welle 


u—etotrikz (7) 


zugeordnet. Ihre Frequenz wird über (1) mit der Teilchenenergie E in 
Beziehung gesetzt. Die Flächen konstanter Phase breiten sich mit der 
Geschwindigkeit 


nt (8) 


8* 
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aus. Wellenpakete lassen sich, wie in W 233 näher ausgeführt wird, aus 
ebenen Wellen vom Typ (7) mit benachbarten Frequenzen » und Wellen- 
zahlen k aufbauen. Bei Überlagerung von nur zwei Wellen 


-ilo+ Zt sol GE) ee +ile- )z 


En etetrikz 2 C08 do t—dk® 
en 2 


(9) 


erhält man eine sogenannte Schwebung, deren Hauptmaxima sich mit der 
von öpn verschiedenen Gruppengeschwindigkeit 
_ do 


TE (10) 


bewegen. 

Damit die Gruppengesehwindigkeit v,, mit der Teilchengeschwindigkeit Y 
übereinstimmt, müssen (6) und (10) gleichgesetzt werden. Da nach (1) dE 
gleich hdw ist, folgt aus dieser Forderung 


dP=hdk. a) 


Zwischen Impuls P und Wellenzahl %k gilt daher die Beziehung (2). Eine 
in (2) möglicherweise noch auftretende Integrationskonstante muß ver- 
schwinden, damit beim Übergang von P nach —P und k nach —k die 
Beziehung (2) unverändert bleibt, um die Symmetrie zwischen rechts und 
links zu wahren. 


Schließlich ist zu untersuchen, welcher Differentialgleichung eine 
Materiewelle vom Typ (7) genügen muß. Differenziert man die Wellen- 
funktion u zweimal nach der Zeit, so ergibt sich mit (1) und (5) 


1 u [0% E? Ima’ı-P? . 


ee > (12) 
Bei zweimaliger Differentiation nach dem Ort entsteht mit (2) 
02 u r P? 
a = khu=— Zt: (13) 


Eliminiert man P aus diesen beiden Gleichungen durch Einsetzen von (13) 
n (12), so erhält man als Wellengleichung für ebene Materiewellen in 
x-Richtung 


1 02 mc\? 
E et h )]e=0. 6er) 
Die mathematische Form dieser Wellengleichung entspricht vollkommen 


der einer strukturlosen Oszillatorkette (vgl. dazu W 232). Ihre dreidimensio- 
nale Verallgemeinerung auf beliebige Ausbreitungsformen lautet 


+2) ]u=0. (15) 
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Hierbei sind zur Abkürzung die Symbole 


FR 02 02 812 
4= 02% = Oy? Fya = (37, 


eingeführt, die auch als Viereckoperator 7] und LArLAceoperator A be- 
zeichnet werden. Spezielle Lösungen dieser allgemeinen Wellengleichung 
sind ebene Wellen in beliebiger Richtung 


, en me\  . 
u e-twt+ritt V=cC (3) +P, 


(17) 


die freien Teilchen mit dem Impuls ® = Af und der Energie E = ho ent- 
sprechen. Die Richtung des Wellenzahlvektors f gibt die Ausbreitungs- 
richtung der Welle bzw. die Impulsrichtung des Teilchens an. 


312  SchHRöpineersche Materiewellen 


Die pm Brocuieschen Materiewellen beschreiben — wie die Voraus- 
setzungen des letzten Abschnitts zeigen — nur freie Teilchen. Gebundene 
Teilchen — wie zum Beispiel die Elektronen der Atomhülle — können daher 
erst quantitativ richtig beschrieben werden, nachdem man die Kraft durch 
Einführung eines entsprechenden Potentials Y in die Wellentheorie berück- 
sichtigt hat. Andererseits genügt die DE BrRocLiEsche Theorie den Forde- 
rungen der speziellen Relativitätstheorie. Da aber die im Atom auftretenden 
Elektronengeschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sind, 
läßt sich die Theorie von Abschnitt 311 im Sinne einer nichtrelativistischen 
Näherung vereinfachen. Eine Wellentheorie, die diesen Voraussetzungen 
entspricht, wurde 1926 von SCHRÖDINGER — nahezu gleichzeitig mit der 
HEISENBERGschen Matrixmechanik und unabhängig von ihr — entwickelt. 


Die ScHhRöDInGERsche Theorie unterscheidet sich also von der DE BROo«G- 
LIEschen in zweierlei Hinsicht. Einmal wird zur Grenze kleiner Geschwindig- 
keiten übergegangen, wobei die hier mit E,., bezeichnete Energie (311.5) in 


EEE ei 
Bges= cY(mo? + PP» me + (1) 


übergeht. Zum anderen werden äußere Kräfte, die sich durch ein Potential 
V(x) beschreiben lassen, dadurch eingeführt, daß die in (1) auftretende 


kinetische Energie durch 

pP: pP: 

ET a 2) 
ersetzt wird. Zu diesen Änderungen (1) und (2) der Teilchentheorie sind nun 
die entsprechenden Änderungen der zugeordneten Wellentheorie zu unter- 


suchen. 
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Zunächst werden wieder eindimensionale Wellenbewegungen betrachtet. 
Da die Ruhenergie m c? in (1) nur noch als bedeutungslose Konstante auftritt, 
wird sie in der Wellentheorie mit dem Ansatz 


we 2£ 
„me 


u=e Y y=ertetrike (3) 


durch Übergang von u zu y in der Beschreibung abgespalten. Die Frequenz 
der Welle w wird gegenüber früher mit 


to (4) 


bezeichnet, während w nur noch die Frequenz der y-Welle bedeutet. Daraus 
folgt für die Abhängigkeit der neuen Funktion y von Ort und Zeit 


ö & ö a 
a y=-ioy 7, r=iky. (5) 
ıy ist hierbei, genau wie vorher u, eine ebene Welle. 


Der Zusammenhang zwischen Wellentheorie und Teilchentheorie wird 
wieder durch die Relationen 


E=ho P=hk (6) 


gewährleistet. Allerdings gelten diese Relationen nur im Zusammenhang 
mit ebenen Wellen, die wirklich eine Frequenz » und eine Wellenzahl k 
besitzen. Ist dies aber nicht oder nur noch in infinitesimalen Bereichen der 
Fall, so lassen sich diese Beziehungen nicht mehr aufrechterhalten, sie 
können aber im Zusammenhang mit (5) durch die allgemeingültigeren 


a) hÖ 
= Py=-— —Y (7) 


ersetzt werden. Energie E und Impuls P werden im allgemeinen Falle also 
nicht mehr durch ® und %k, sondern durch entsprechende Differential- 
operatoren ersetzt. Führt man nun noch das Potential V(x) gemäß (2) 
ein, so erhält man als endgültige Wellengleichung zur Beschreibung von y 
ho P: 1 /h 92 
ZZ: 32) +r@)|y, (8) 
die Schröpmngergleichung. 


Die Verallgemeinerung auf dreidimensionale Wellen liegt auf der Hand. 
Hier gelten die Beziehungen 


(9) 
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p ist zur Abkürzung für den entsprechenden Operator eingeführt, und H 
ist der sogenannte HamrtLroxoperator, der aus der klassischen Energie- 
funktion (2) hervorgeht, indem man den kanonischen Impuls durch den 
entsprechenden Operator ersetzt. 


H ist reell. Die linke Seite von (8) zeigt jedoch, daß in dieser nicht- 
relativistischen Wellentheorie die imaginäre Einheit i explizit auftaucht, im 
Gegensatz zu ihrer Verwendung in der Elektrodynamik und Optik, wo im 
allgemeinen die komplexen Zahlen lediglich zur rechnerischen Vereinfachung 
herangezogen werden und nur ihre Realteile physikalisch sinnvoll sind. 
Das Auftreten des ‚„‚quantenmechanischen i“ in der SchrönIngergleichung 
hat zur Folge, daß die Wellenfunktion y komplex wird und daß sowohl ihr 
Real- als auch ihr Imaginärteil auf die Berechnung beobachtbarer Größen 
Einfluß haben. Im Grunde wird die Materiewelle y = y®” + iy” durch 
zwei reelle Funktionen y”, y” dargestellt, und ihre Bestimmungs- 
gleichung (8) ist eine zusammengefaßte Darstellung von zwei gekoppelten 
Gleichungen für y" und y”. 


313 Erhaltungsgrößen der Wellentheorie 


Das Bewegungsproblem eines Teilchens wird durch eine Wellenfunktion 
w(t, t) beschrieben, die bei bekanntem Potential als Lösung der ScHRÖ- 
DIinGERgleichung (312.9) bestimmbar ist. Welche physikalische Bedeutung 
der Größe y zukommt, ist zunächst noch offen geblieben, wie überhaupt 
der Zusammenhang zwischen dieser Wellentheorie und den in der Teilchen- 
mechanik üblichen physikalischen Größen noch geklärt werden muß. 


Die physikalische Bedeutung der in einer Wellentheorie auftretenden 
Größen übersieht man im allgemeinen am leichtesten bei der Untersuchung 
von Erhaltungsgrößen, die, aus der Wellenfunktion und ihren Ableitungen 
gebildet, im Zeitablauf unter bestimmten Bedingungen konstant bleiben. 
Die Untersuchung der Erhaltungsgrößen, das Ziel dieses Abschnitts, 
läßt sich nach dem in der allgemeinen Wellentheorie üblichen Schema 
(W 314) durchführen, insbesondere, wenn man die relativistisch gültige 
pe Brocuigsche Theorie der Materiewellen zugrunde legt und erst an- 
schließend zur nichtrelativistischen ScHRÖöDINnGERschen Näherung über- 
geht. 


Dieser Weg soll hier nicht beschritten werden. Es ist nämlich viel ein- 
facher, die Erhaltungsgrößen der Schröpingerschen Wellengleichung 
(312.9) unmittelbar aufzufinden, da in dieser Gleichung nur die erste Zeit- 
ableitung auftritt. Zunächst wird die sogenannte Normierung 


N=[dry*y dı=dxdydz (1) 
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gebildet, integriert über ein zunächst beliebiges Volumen des Raums. 
dr bedeutet das Volumenelement, y* ist die zu y = y” + iy” konjugiert 
komplexe Größe. Die Zeitableitung der Größe N wird unter Zuhilfenahme 
der Wellengleichung (312.9) bei konstantem Volumen 

dN Be ; i 

art [art P —yH) 


na 2) 
= 3 [arktayr)y nt Ay): 


Sie läßt sich unter Anwendung des Gaussschen Satzes durch ein Ober- 
flächenintegral in der Form 


dN ER Op Oyr ei 
+ hdii=0 err [v* ale v|=Re(v =») | (8) 


darstellen. Erweitert man das Integrationsvolumen von (1) auf den gesamten 
Raum, so verschwindet das Randintegral von (3) unter der Voraussetzung, 
daß die betrachtete Wellenerscheinung y(t,t) — wie im allgemeinen 
üblich — lokalisiert, also nicht unendlich ausgedehnt ist. In diesem Falle 
verschwindet nach (3) die Zeitableitung von N, und N ist eine Erhaltungs- 
größe der Wellentheorie. 


Die Deutung dieses Erhaltungssatzes ist offensichtlich. »*y repräsentiert 
eine Dichteverteilung, N die zugehörige Gesamtmenge und j die ent- 
stehende Stromdichte. Untersucht man das Bewegungsproblem eines 
Elektrons, so wird y*y zunächst als Massendichte oder auch als Ladungs- 
dichte aufzufassen sein, da beide Größen, Masse und Ladung, Erhaltungs- 
größen sein sollten. Es empfiehlt sich folgende Normierung: N wird im 
Integral (1) über das unendliche Volumen auf 1 normiert, was wegen der 
zeitlichen Konstanz dieser Größe immer möglich ist. Wird nunmehr die 
Dichte y*y mit m bzw. e multipliziert, so erhält man die Massendichte 
bzw. elektrische Ladungsdichte dieses offenbar kontinuierlich verteilten 
Elektrons. 


Vom Standpunkt der klassischen Wellentheorie aus sind Lösungen mit 
beliebigen Zahlenwerten von N denkbar. In der Beschränkung auf Lösungen 
mit der Eigenschaft N =1 liegt bereits ein wesentliches Element der 
Quantentheorie. Während N in der klassischen Wellentheorie je nach 
seiner Dimensionierung die Gesamtmasse oder die Gesamtladung beschreibt, 
hat N in der Quantentheorie die Bedeutung einer Teilchenzahl. Die Nor- 
mierung von N bedeutet also die Einführung des Teilchenbegrifis in die 
Wellentheorie. Die Amplitude wird durch die Normierungsbedingung so 
festgelegt, daß die Welle genau ein Teilchen beschreibt. Sie ist dadurch 
gequantelt. 
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Allgemeiner würde die Quantenbedingung lauten 


N20,1;9, (4) 


je nachdem, wie viele Teilchen die Welle beschreiben soll. Die Beschränkung 
auf N = 1 bedeutet daher eine zusätzliche Beschränkung auf das Einteilchen- 
problem. Die allgemeine Wellenquantelung gemäß der Forderung (4) ist 
mathematisch komplizierter, weil N dabei die Zahlen 0,1, 2,... als Eigen- 
werte durchläuft und somit nur durch eine Matrix dargestellt werden kann. 
Dieser allgemeine Fall der Wellenquantelung wird anschließend in Ab- 
schnitt 316 und noch ausführlicher in Kapitel 74 behandelt. 


Alle übrigen Erhaltungsgrößen der ScHröninserschen Wellentheorie 
erhält man durch folgendes Schema: In dem auf N = 1 normierten Ausdruck 


Ä=/[dr y*Ay A=Alt, z;) (5) 


bedeutet A einen zunächst beliebigen analytischen Ausdruck in r und der 
räumlichen Ableitung $/ör, dessen Operatoren auf die rechts daneben- 
stehende Wellenfunktion y angewendet werden. Nunmehr wird die zeitliche 


Änderung der Größe A unter Zuhilfenahme der Wellengleichung (312.9) 
untersucht: 


fe (pr Ay + y* Ay} = - [art {(Hy*) Ay— y*A(Hy)} 
(6) 
= [dr{(Ay*) Ay—y*HAy+y*[H, A]y). 


Sie läßt sich offenbar in der Form 


2A 4 1= [aryt Z IH, Aly (7) 


darstellen, wobei die durch J, bezeichnete Größe wiederum in ein Ober- 
flächenintegral überführt werden kann: 


a 
+; En nern ” ZaAvl (8) 


Ip* 
5 fda in’ 554 or Ay). 


Verschwindet die rechte Seite von (7), so ist A in entsprechender Weise 
wie N in (3) eine Erhaltungsgröße. Das in (7) verwendete Klammersymbol 
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wird wie früher in (232.9) als Vertauschung, genauer auch als Minus- 
vertauschung, bezeichnet und ist durch 
[4, BJ=4B— BA (9) 
definiert. 
Das Ergebnis dieser Überlegung läßt sich wie folgt zusammenfassen: 


Erhaltungsgrößen sind alle Größen A, die durch (5) definiert sind und deren 
zugehörige Operatoren A mit dem Hamıronoperator H vertauschbar sind, 
weil sie der Relation 


ae [Z, 4]=0 (10) 


genügen. Jin (10) stellt den zur Größe A gehörigen Gesamtstrom über die 
gewählte Oberfläche dar, 


Jı=fate, 


der bei großer Oberfläche verschwindet. © , ist die zugehörige Stromdichte. 
Das Aufsuchen der verschiedenen von der Mechanik her bekannten 
Erhaltungsgrößen ist somit durch (5), (10) und (il) auf das Aufsuchen der 
mit dem HAMILTONoperator H vertauschbaren Operatoren A zurückgeführt. 
Die einfachsten mit Z vertauschbaren Größen sind A = 1, m oder e. Die 
zugehörigen Erhaltungsgrößen sind die eingangs untersuchte Normierung N, 
die Gesamtmasse und die Gesamtladung. 


Da der Operator H natürlich mit sich selbst vertauschbar ist, erhält man, 
falls 7 wie A in (5) die Zeit nicht enthält, eine weitere Erhaltungsgröße 
durch die Forderung A = H. Diephysikalische Bedeutung dieser Erhaltungs- 
größe läßt sich übersehen, wenn man für y eine ebene Welle einsetzt. Dann 
gilt mit E=hw und der SchRönInGergleichung 


E=[dry*Hy wegen fary* (- a)y=Nho=ho. (12) 


Genaugenommen läßt sich die ebene Welle nicht normieren. N sollte 
also oo werden. An Stelle der ebenen Welle kann jedoch eine Lösung be- 
trachtet werden, die sich in einem großen Raumbereich wie eine ebene Welle 
verhält, aber in großen Entfernungen allmählich abklingt. In diesem Falle 
wird N endlich und kann auf 1 normiert werden. Ein solches Wellenpaket 
ist jedoch, wie sich noch herausstellen wird, nicht mehr rein periodisch, 
aber unter den soeben gemachten Voraussetzungen nahezu periodisch, so 
daß das eine Gleichheitszeichen in (12) nur genähert gilt; allerdings um so 
besser, je größer der Ortsbereich ist, über den sich die Wellenfunktion 
ausdehnt. Für A= H erhält man, immer unter der Bedingung N =]1, 
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den Erhaltungssatz der Energie. Die Erhaltung von Masse, Ladung und 
Energie ist im Rahmen dieser Theorie somit erwiesen, und die zugehörigen 
analytischen Ausdrücke sind aufgefunden. 


Der einer ebenen Welle zugeordnete Impuls B = Af läßt sich mit dem 
Operator p darstellen: 


A) * r2X€ 


wie eine zu (12) analoge Überlegung zeigt. Der der Welle zugeordnete 
Drehimpuls & wird entsprechend 


ho 
LXHIR TI [dry x py=R. (14) 
Ob ® und & Erhaltungsgrößen sind oder nicht, hängt von den Eigen- 
schaften des jeweiligen Potentials V (rt) ab. Nach (10) gilt der Impulssatz 
unter der Voraussetzung 


Hameln] 0m 


also nur, wenn das Potential ortsunabhängig und somit konstant ist, wenn 
also keine Kraft auf das Teilchen wirkt. 
Die Erhaltung des Drehimpulses dagegen ist an die Bedingung 
[H,2ıx p]=0 (16) 


geknüpft. Diese Bedingung ergibt zunächst 
5 1 
[H,:x p]= mtr. Ex ) =, [Pr ıxpl+[IPW,ıxpl. (N 


Die erste der beiden Vertauschungen in (17) verschwindet, wie man z. B. 
für die x-Komponente leicht nachrechnet. Die zweite Vertauschung hin- 
gegen enthält 


b) 0) oV 
VOALXZE—IX K=-iNgr (18) 
woraus schließlich 
i 0) 
IH, ıxp]=—rx 4 =ıx® (19) 


folgt. Das äußere Drehmoment —r x 9V(t)/ör muß also im ganzen Raume 
verschwinden, wenn der Drehimpulssatz gelten soll. Erfüllt ist diese 
Bedingung für kugelsymmetrische Potentiale V (rt) = V (r), weil dann 


oV (x) BERN, t 07 (r) = (20) 


rx or tl or 


wird. 
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314 Schwerpunktsbewegung 


Nach der bisherigen Deutung der Theorie ist die Dichteverteilung 
e=y*y der Massendichte proportional. Der Massenschwerpunkt einer 
Materiewelle ist demnach durch 


farer faryrıy 

u [are u fery*y 
zu definieren. Ist die Welle auf N = 1 normiert, so vereinfacht sich (1) zu 

t=/[dıy*ıy N=[dy*y=1. (2) 


u) 


Die Schwerpunktsbewegung kann nunmehr einfach durch Untersuchung 
der Zeitabhängigkeit von r an Hand von Gleichung (313.7) studiert werden. 
Da sich die Integration in (2) über das ganze Volumen erstreckt und die 
Wellenbewegung auf einen endlichen Bereich konzentriert sein soll, ver- 
schwindet der in (313.7) auftauchende und in (313.11) näher definierte 
Gesamtstrom durch die unendlich ferne Oberfläche. Somit gilt 


i= [dry [H, ıly. (3) 


In der Vertauschung des HAMILToNoperators H mit dem Ort kann das 
Potential V fortgelassen werden, da V(r) als Ortsfunktion natürlich mit t 
vertauschbar ist. Es bleibt somit 


20=- =, () 


mit A als dem LArLAceoperator. Die Vertauschung von A mit dem Vektor r 
wird zunächst allein für die x-Komponente untersucht und liefert bei 
Anwendung auf irgendeine Funktion /(t) 


(de 2A) ft = (gr2— 2) 
02 of , 


R) 83 
= (fragt) Reed 


(5) 


Führt man eine entsprechende Überlegung für y und z durch, so lassen sich 
alle drei Ergebnisse in 


A, ]=(4t-1)=2- (6) 


zusammenfassen. Für die Schwerpunktsgeschwindigkeit T gilt mit (4) und (6) 
sowie (313.13) 


& ho 
mi =[ary*- dr v=®. (7) 


Die Schwerpunktsgeschwindigkeit T, multipliziert mit der Gesamtmasse m, 
ist also gleich dem Gesamtimpuls ® der Wellenausbreitung. 
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Bildet man nunmehr die zweite Zeitableitung des Schwerpunkts, so wird 
wiederum nach dem in (313.7) angegebenen Schema mit (313.15) bei ver- 
schwindendem Gesamtstrom durch die unendlich ferne Oberfläche 


m=® -/ary* IM 3: y= [dry* (5) y= 
Man erhält also als Ergebnis die klassische Bewegungsgleichung für den 
Schwerpunkt, wobei für die auf den Schwerpunkt wirkende Kraft die über 
die Dichteverteilung o gemittelte Kraft $ einzusetzen ist. Der Schwer- 
punkt T einer Materiewelle genügt somit ähnlichen Bewegungsgesetzen 
wie ein Massenpunkt der klassischen Mechanik. Diese in den Gleichungen (7) 
und (8) enthaltenen Aussagen werden als EHRENFESTsche Sätze bezeichnet. 


Wird von einer Wellenverteilung, deren Ausdehnung klein gegenüber 
Bereichen ist, in denen sich die Kraft wesentlich ändert, so daß = $ ist, 
lediglich der mittlere Ort gemessen und verfolgt, so läßt sie sich offenbar 
von der Bewegung eines klassischen, punktförmigen Teilchens nicht unter- 
scheiden. Klassische Mechanik und Wellenmechanik führen in dieser Hin- 
sicht zu gleichen Aussagen. Ein wesentlicher Unterschied liegt jedoch darin, 
daß eine räumlich begrenzte Welle die Tendenz hat, sich im Zeitablauf zu 
verbreitern. Auf diese Frage wird im nächsten Abschnitt noch näher ein- 
gegangen. 


315 Vergleich mit der Erfahrung 


Durch Vergleich mit entsprechenden experimentellen Erfahrungen soll in 

diesem Abschnitt untersucht werden, inwieweit die SCHRÖDINGERgleichung 
ha Re 

4 59= (3,4470) » a) 


die Wirklichkeit richtig und vollständig beschreibt oder möglicherweise 
selbst nur eine Näherung darstellt. Von vornherein muß ihre Anwendbarkeit 
natürlich auf Bewegungen beschränkt sein, bei denen die auftretenden 
Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sind, weil diese 
Voraussetzung in Abschnitt 312 bei der Ableitung der SCHRÖDINGER- 
gleichung ausdrücklich gemacht wurde. Die Frage, ob (1) wenigstens im 
nichtrelativistischen Bereich streng oder nur genähert gilt, läßt sich nur 
durch Vergleich ihrer Konsequenzen mit entsprechenden Experimenten 
untersuchen. 


Volle Bestätigung findet die Schrönpıngergleichung (1) im Bereich der 
Elektronenoptik sowie bei der Beobachtung der Beugungserscheinungen 
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von Elektronen an Kristallen. Auf eine quantitative Behandlung dieser 
Phänomene kann an dieser Stelle verzichtet werden, weil sie sich in keiner 
Weise von der in der Optik üblichen Methode unterscheidet. Die im 
Elektronenstrahl auftretenden Intensitäten sind im allgemeinen klein, 
d.h. o= y*y ist klein, und die einzelnen Elektronen können als von- 
einander unabhängig betrachtet werden. Das Problem des Elektronenstrahls 
geringer Intensität entspricht also einem Einteilchenproblem. 


Bei starken Intensitäten der Materiewellen, wie zum Beispiel im Inneren 
von Atomen, werden dagegen erhebliche Abweichungen zwischen Theorie 
und Experiment beobachtet. Wenn eo die elektrische Ladungsdichte der 
Materiewellen bedeutet, so muß nach der Elektrostatik die Wechselwirkung 
zwischen den verschiedenen Bestandteilen der Ladungsverteilung eines 
Elektrons berücksichtigt werden. Das in (1) auftretende Potential V muß 
sich daher aus einem äußeren Anteil V, und einem inneren V, zusammen- 


Vo)=V,+V; (2) 


setzen, 


wobei V, dasjenige Potential ist, welches die Ladungsdichte selbst hervor- 
ruft. V, repräsentiert somit die Selbstwechselwirkung der Elektronen und 
wird in der Elektrostatik bestimmt als 
2 dv’ ’ apklr Yan (r? 
V;(t) e [ vor’) ef wie). (3) 


Ans) tr t-rı 


Sie beschreibt die gegenseitige Abstoßung der Ladungsbestandteile und 
beeinflußt die ursprüngliche Ladungsverteilung eo in dem Sinn, daß durch 
ihr Hinzutreten alle Ladungen 
nach außen gedrängt werden, 
wie das zum Beispiel in Abb. 315 
veranschaulicht ist. Bei kleinen 
Intensitäten kann sie vernach- 
lässigt werden. 


ke9@) 


a) 


Im Atom wird jedoch etwas 
völlig anderes beobachtet. Zu- 
nächst stellt sich heraus, daß das 
Einelektronenproblem durch die 
Abb. 315. Beispiel einer Ladungsverteilung Gleichungen (1) bis (3) in keiner 

a) ohne, b) mit Selbstwechselwirkung Weiserichtig wiedergegeben wird. 

Bei einem Einelektronenproblem, 
zum Beispiel beim Wasserstoffatom, erreicht man nur dann Übereinstim- 
mung mit der Erfahrung (Wasserstoffspektrum), wenn man die Selbst- 
wechselwirkung fortläßt, also V; entgegen aller theoretischen Notwendig- 
keit einfach streicht. In diesem Sinne besteht also eine erhebliche Dis- 
krepanz zwischen Theorie und Erfahrung. 
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Wenn es richtig ist, daß Ladungsdichte und Massendichte der Elektronen- 
verteilung durch eo und mo beschrieben werden, wie das bei der vorläufigen 
Deutung von Abschnitt 313 angenommen wurde, so müßte es möglich sein, 
Bestandteile dieser Ladungsverteilung oder Massenverteilung einzeln zu 
lokalisieren und zu messen. Nichts dergleichen aber wird beobachtet. Viel- 
mehr zeigen alle Experimente eindeutig, daß man bei einer Ladungs- 
bestimmung des Elektrons entweder e oder Null mißt. Entsprechendes gilt 
für die Masse. Das aber ist im Rahmen der entwickelten Theorie nur ver- 
ständlich, wenn dro nicht wie bisher den Mengenanteil im Volumen dr 
bedeutet, sondern vielmehr nur die Wahrscheinlichkeit d W = dt. o(t) dafür, 
daß sich das Teilchen im Volumenelement dr am Orte r aufhält. 


Ein Teilchen wie das Elektron wird in dieser Deutung nach wie vor als 
streng punktförmig angenommen. Es trägt die Ladung e und die Masse m. 
eo repräsentiert die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Aufenthalt des Teil- 
chens, nicht aber, wie bislang angenommen, eine Massen- oder Ladungs- 
dichte. Unter dieser Voraussetzung ist es ohne weiteres verständlich, daß 
man im Experiment nur die ganzen Ladungen und Massen e und m oder 
Null mißt. Es ist weiter bei dieser Deutung selbstverständlich, daß auch 
die Selbstwechselwirkung V; gestrichen werden muß, da das punktförmig 
angenommene Teilchen sich nur an einem Ort allein aufhält, an allen 
übrigen nicht, und somit die verschiedenen Bestandteile der Wahrschein- 
lichkeitsverteilung p nicht in elektrostatischer Wechselwirkung miteinander 
stehen können. 


Damit findet gleichzeitig ein anderes Problem der Wellenmechanik seine 
Aufklärung. Bereits in Abschnitt 314 wurde darauf hingewiesen, daß eine 
Welientheorie der Materie die Eigenschaft besitzt, eine beliebige Anfangs- 
verteilung der Massen im Zeitablauf diffus zu zerstreuen, ähnlich wie ein 
Wellenberg auf einer Wasseroberfläche nicht lange in diesem Zustand ver- 
weilen kann und nach allen Seiten auseinanderläuft. Diese Grundeigenschaft 
von Wellentheorien müßte in der Wellenmechanik dazu führen, daß alle 
Materie, die irgendwann einmal hätte nahezu punktförmig angeordnet sein 
können, längst zerstreut wäre. Es müßte somit unmöglich sein, heute noch 
auch nur ein einziges etwa punktförmig konzentriertes Teilchen anzutreffen. 
Diese Situation ändert sich vollständig, wenn man y als die Amplitude 
einer Wahrscheinlichkeit dW = dr|w|? dafür auffaßt, das durch » be- 
schriebene Teilchen am. Ort r im Volumen dr anzutreffen. In diesem 
letzteren Falle nämlich wird lediglich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des 
durch die Wellentheorie beschriebenen Teilchens diffus nach allen Seiten 
zerstreut, während das Teilchen selbst punktförmig bleibt und bei jeder 
späteren Messung auch so beobachtet wird. Mittelwerte wie der Schwerpunkt 
(314.2)sind dann nur noch statistische Mittelwerte.Sie werden als Erwartungs- 
werte bezeichnet und stimmen mit der früheren Definition dieser Größen 
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im Rahmen der Matrixmechanik überein, wie in Kapitel 34 bewiesen 
wird. 


Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß die bisherige Theorie dann 
und nur dann mit der Erfahrung übereinstimmt, wenn die auftretende 
Dichteverteilung o als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gedeutet wird. 
Das Eigenartige an dieser quantenmechanischen Wahrscheinlichkeit ist 
jedoch, daß sie nicht nach den Gesetzen der gewöhnlichen Statistik berechnet 
wird, sondern vielmehr als 

e=iy? (4) 


bestimmt wird. y in (4) dient somit lediglich zur Bestimmung einer Wahr- 
scheinlichkeit, beschreibt aber keine echte Amplitude wie etwa das 
Potential der klassischen Elektrodynamik. y pflegt man deshalb gelegent- 
lich auch als eine Wahrscheinlichkeitsamplitude zu bezeichnen, die einerseits 
aus der ScHRÖDINGERgleichung (1) zu bestimmen ist (mit V,=0) und 
andererseits entsprechend (4) zur Bestimmung der örtlichen Wahrscheinlich- 
keitsverteilung dient. Abgesehen von dieser Deutung bleiben dagegen alle 
bisherigen mathematischen Überlegungen dieses Kapitels richtig. Die bis- 
lang abgeleitete SchRÖDInGErgleichung beschreibt das quantenmechanische 
Einelektronenproblem exakt. Die mathematische Behandlung des Viel- 
elektronenproblems wird erst in Kapitel 34 durchgeführt. 


Wendet man die ScuröpınGErgleichung unter den besprochenen 
Voraussetzungen auf ein Einelektronenproblem wie das Wasserstoflatom 
an, so erhält man, wie sich weiter unten noch herausstellen wird, die rich- 
tigen Schwingungsfrequenzen w, bzw. die zugehörigen Energien E, = ho,. 
Man erhält dagegen nicht das Rırzsche Kombinationsprinzip, die Ab- 
strahlung der Differenzfrequenzen ®yn = @y — @n. Vielmehr würden, 
wenn man die klassische Wellentheorie in ihrer ursprünglichen Deutung als 
richtig ansieht, die Schwingungsfrequenzen w, = E,/h alle gleichzeitig 
abgestrahlt werden, was ebenfalls den Beobachtungen widerspricht. Über 
die Ausstrahlung der Atome sagt also die Wellenmechanik in dieser Formu- 
lierung noch nichts aus. Die Gesetzmäßigkeiten bei Strahlung werden daher 
weiterhin durch die aus korrespondenzmäßigen Betrachtungen abgeleitete 
Formel (222.3) beschrieben. Ihre tiefere Begründung liefert die Quanten- 
elektrodynamik. 


316* Allgemeines Schema der Wellenguantelung 


Bislang wurde in diesem Kapitel 31 über Materiewellen folgendes fest- 
gestellt: Alle Elementarteilchen, die eine von Null verschiedene Ruhmasse m 
besitzen (also keine Lichtquanten!), und ganz besonders das als spezielles 
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Beispiel immer wieder ins Auge gefaßte Elektron, lassen sich bei nicht zu 
hohen Geschwindigkeiten durch eine nichtrelativistische Wellengleichung 


ho 1 h 98 \2 
7 dere 5:) vo)v a 
beschreiben, die unter anderem die Größe 
N=[dry*y (2) 


als Erhaltungsgröße besitzt. 


N bedeutet bei entsprechender Normierung die Teilehenzahl, kann aber 
im Rahmen der durch (1) und (2) allein gegebenen Theorie zunächst be- 
liebige, kontinuierlich voneinander verschiedene Werte annehmen. Zerlegt 
man das in (2) auftretende Volumen in untereinander gleiche Einzel- 
volumina Ar,, dann läßt sich (2) in der Form 


N=2N,; N;=aia; =aja; u= YAuyin) (3) 


darstellen. Hier bedeutet in der ersten Gleichung N die Gesamtzahl der 
überhaupt vorhandenen Teilchen und N; die Zahl der im Volumenelement 
Ar, vorhandenen Teilchen. a; stimmt bis auf den Normierungsfaktor YAr; 
mit der Wellenamplitude yam Orter; überein. 


Während also die durch (1) bis (3) beschriebene „klassische Wellen- 
theorie‘ der Materie zunächst beliebige Zahlenwerte für N und die N, 
zuläßt, muß die zugehörige Quantentheorie so beschaffen sein, daß N und 
die N, nur noch ganzzahlige positive Werte annehmen können. Die Forderung 
der Quantentheorie lautet also, daß N, nur die Zahlenwerte 


N,—0,1,2,... (4) 


annehmen darf. Ein mathematischer Formalismus, der die Bedingung (4) 
erfüllt, wurde bereits in Teil 2 im Rahmen der Matrixmechanik untersucht. 
Man kann daher versuchen, die dortige Methode zu übernehmen und alle 
in den Gleichungen auftretenden Größen y, a;, N; und N durch Matrizen 
zu ersetzen. Alle Matrizen N; müssen Diagonalmatrizen mit den ent- 
sprechenden Eigenwerten sein. Wie weiter im Zusammenhang mit der 
Untersuchung des harmonischen Oszillators in Kapitel 24 gezeigt wurde, 
erhält man nach (242.6) und (243.2) sowie (243.9) eine Matrix mit den 
Eigenwerten (4) gerade dann, wenn man für die zugehörigen Matrizen a; 
und a} die Vertauschungsrelation 


[a,, a]=1 (5) 


fordert. Verlangt man neben der Gültigkeit der Gleichungen (1) bis (8) 
nunmehr noch zusätzlich (5) für alle i, so können, wie der in Kapitel 24 
entwickelte Formalismus zeigt, die Teilchenzahlen N, nur noch die ganz- 
zahligen Werte (4) annehmen. 


9 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Die Vertauschungsrelationen (5) sagen noch nichts über die Vertauschungen 
von a, und a, für © = %k aus. Eine Erweiterung der Relation (5) erhält man 
durch 

[a;, a; =[a,, a]= 0 [a;; ai) =Ör- (6) 


Man macht sich leicht klar, daß dies die einzige willkürfreie, nämlich von 
der Wahl der Volumina Ar; unabhängige Verallgemeinerung darstellt. 
Natürlich ist a; mit a; selbst vertauschbar. Verkleinert man das betrachtete 
Einheitsvolumen Ar;,, muß daher a; auch mit seinen Nachbarwerten a; 
vertauschbar sein. Entsprechendes gilt für a und a}. Unabhängig von 
den Größen Ar, können daher nur die Gleichungen (6) werden. Beim Über- 
gang zu verschwindenden At; tritt an die Stelle von ö;; die 6-Funktion 
(siehe S. 143), 

lim —=öd(u,—r;z), (7) 


und mit Wiedereinführung von y und y! aus (3) lauten die Vertau- 
schungen (6) 


[v), yal= to), ydl=0| ” 
Yo), yedl=dlr—r). | 


Die ersten beiden Gleichungen in (6) bzw. (8) bedeuten nichts anderes, als 
daß die Teilchenzahlen N, voneinander unabhängig sind, die Einzel- 
volumina Ar, also unabhängig voneinander mit bestimmten Teilchenzahlen 
besetzt werden können. 


In (4) bis (8) ist eine Quantelung der Wellentheorie (1) durch Forderungen 
über die Ganzzanligkeit der beobachteten Teilchenzahlen N, eingeführt. 
Es läßt sich zeigen, daß diese Art der Quantelung mit der in Teil2 ein- 
geführten Methode, alle physikalischen Größen A durch Matrizen zu er- 
setzen, die der Gleichung 


Ä=+[H, 4] (9) 


genügen, völlig äquivalent ist. Die Forderung (9) verlangt für y und y! 
die Gültigkeit der Gleichungen 


v=;[H, y] vt=-;[B, vi] (10) 
mit H als der Hamıtroxschen Matrix 
ı /h 28\2 


Beim Einsetzen von (11) in (10) entsteht in der Tat die Wellengleichung 
(1), wenn man die Gültigkeit der Relationen (8) fordert, wie im einzelnen 
noch in Abschnitt 742 genauer untersucht wird. Die Vertauschungen (8) 
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spielen also hier die gleiche Rolle wie diekanonischen Vertauschungen (233.14) 
einer durch (9) quantisierten Teilchentheorie. 

Während die Bedeutung von N, als Teilchenzahl im Volumen Ar, klar 
ist, bleibt noch etwas über die Bedeutung der Matrixelemente von y zu 
sagen. Analog zu (243.3) lassen sich aus (3) und (6) zwischen N,, y und yf 
die Gleichungen 

NY) — ya) (—-D)=0 Ny)— ya) (N +N)=0 (12) 
leicht ableiten. Für die Matrixelemente von y und * zwischen den 
Zuständen n; und n, gelten daher die Gleichungen 

Ynın (ti) Mi—n,+1]=0 nomi=n—1 (13) 

"Pngn (te) Mm—n,—1]=0 nomi=n-+l. 
Die Matrixelemente von y(t;) beschreiben somit einen Übergang von einem 
Zustand, bei dem sich n;, Teilchen bei r, befinden, zu einem Zustand 
n,= n; — 1, bei dem sich ein Teilchen weniger bei r; in At, befindet. In 
diesem Sinne beschreibt also y(r) die Vernichtung eines Teilchens am Orte r 
und w!(t) entsprechend die Erzeugung eines Teilchens am Ort r. 


Merkwürdigerweise ermöglichen auch die Plusvertauschungen 


[e,, ar] —=[a!, ai] =0 [a;, ai] = (14) 

definiert durch [4, BJ=4AB-+ BA, bzw. die entsprechenden Gleichungen 
+ 

[p, vJ=Lp, v')]=0 [p, v]=8u—r) (18) 


zusammen mit der Wellengleichung (1) die Gültigkeit der Matrixgleichungen 
(10) und (11). Sie quantisieren die Wellentheorie daher ebenfalls im Sinne 
von (9) und können auch an Stelle von (8) als die verallgemeinerten kano- 
nischen Vertauschungen angesetzt werden. Man erhält allerdings mit (14) 
bzw. (15) eine etwas andere Quantentheorie. Bildet man nämlich 


Nt=alaaja=a/(l—ala)a;= ala; +0 (16) 


unter Verwendung der Vertauschungen (14), so gilt offenbar 
Ni=N, Non=0, 1. (17) 


Diese Gleichung für die Teilchenzahl im Volumenelement Ar, besitzt nur 
die Lösungen n, = 0 und n,=1 für die Eigenwerte von N,. Die durch die 
Vertauschungen (15) charakterisierte Theorie enthält also gegenüber der 
durch (8) charakterisierten Theorie die Zusatzforderung, daß sich in jedem 
Volumenelement nur maximal ein Teilchen aufhalten kann. Dies ist, wie 
BORN und JORDAN zeigen konnten, die allgemeinste Formulierung des 
experimentell beobachteten und in Abschnitt 512 bzw. 524 behandelten, 
sogenannten PAuLiverbots. Ausführlich wird die gequantelte Wellentheorie 
in Kapitel 74 untersucht. 


9*+ 
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317* Übergang zur klassischen Theorie (Elektronenoptik und WKB- 
Methode) 


Nach den bisherigen Überlegungen dieses Kapitels werden die Materie- 
wellen durch eine Wellenfunktion repräsentiert, die der Gleichung 


a) ® h° 
7 zr9=Hy H=,,+7% pe; W 


genügen muß. Es soll in diesem Abschnitt untersucht werden, unter welchen 
Näherungsvoraussetzungen sich allgemeine Lösungen dieser Wellen- 
gleichung (1) angeben lassen. Zunächst beschränken wir uns auf zeitlich 
rein periodische Lösungen. Der entsprechende Ansatz für die Wellenfunktion 
lautet 
-Bt ı (h 812 

yo ol) re m 

wobei nur noch die reine Ortsfunktion p(t) aus (2) zu bestimmen ist. 


Die Voraussetzungen für einen solchen Ansatz sind gegeben, wenn die 
Elektronen sogenannte stationäre Eigenschwingungen ausführen. Dieser 
Fall wird jedoch erst später behandelt. Stationäre Lösungen vom Typ (2) 
spielen außerdem eine Rolle bei der Ausbreitung eines Massenstroms, 
dessen Bestandteile einheitliche Energie aufweisen. In diesem Falle müssen 
Quellen existieren, die den Massenstrom ständig nachliefern, damit er 
nicht versiegt, weil nach außen ein Strom 


atiz+o 8) 
abgegeben wird. 


Die Bestimmungsgleichung für läßt sich in der Form 
1 
(A+kK)y=0 ki)=; 2m (E-V(v)) (4) 


schreiben, wobei k die — hier allerdings vom Ort abhängige — Wellenzahl 
bedeutet. Bezeichnet man die Wellenzahl an irgendeinem Bezugspunkt rt, 
als k,, so läßt sich % in der Form 


kii)=k,ntı) NT Ver = 


mit n als dem vom Ort abhängigen Brechungsindex n(t) darstellen. Die 
Gleichungen (4) und (5) befinden sich in vollständiger Analogie zu denen 
der Optik — daher „Elektronenoptik‘“ —, nur mit dem Unterschied, daß 
hier sowohl der Realteil als auch der Imaginärteil von 9 physikalische 
Bedeutung aufweist. 
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Im einzelnen wird diese Wellengleichung in der Theorie der Wellen 
(W 54 und W 55) näher untersucht. Für die komplexe Funktion p läßt sich 
der Ansatz 
1 h 
eh=Alde 


Iso 
D i= = ——— 6 
ko, Yam(E-V,) (6) 


machen mit einer für das Problem charakteristischen Wellenlänge A. In 
Abschnitt W 551 wurde gezeigt, daß die in (6) definierten reellen Funktionen 
A und S dem Gleichungssystem 

[) 08 08\2 22 0% 

(4) (arts m 
genügen. Wie man sich anhand von (2) und (6) leicht überzeugt, ist die 
Teilchendichte 

e=vry= yo 4 (8) 

mit 4A? identisch. 

Ist das Potential V und dementsprechend der Brechungsindex rn nur 
schwach ortsabhängig, können also V und n über Abstände der Größen- 
ordnung A als konstant angesehen werden, so oszilliert die Phase der 
Wellenfunktion 9 sehr rasch, während sich die Amplitude A demgegenüber 
nur wenig ändert. Es kann unter dieser Näherungsvoraussetzung das von 
der Amplitudenänderung in (7) abhängige Glied gegenüber n? vernachlässigt 
werden. Die entsprechende Gleichung (für kurze Wellenlängen also) ist 

2 

=", 9) 
die Bestimmungsgleichung der Phasenflächen 8 (t) = konst für die Strahlen- 
optik. In diesem Grenzfall nur wenig veränderlichen Potentials geht die 
Wellenoptik in die Strahlenoptik, die Wellenmechanik in die Teilchen- 
mechanik über. Eine Näherungslösung für p erhält man durch Bestimmung 
der Phasenfunktion S in (9) über die Lösung des klassischen Teilchen- 
problems. Die Amplitude A läßt sich dann anschließend aus der ersten der 
beiden Gleichungen (7) bestimmen. 


Die hier untersuchten Näherungslösungen entsprechen, wie bereits aus- 
geführt wurde, der Voraussetzung kleiner Wellenlängen Ä und nach (6) 
somit auch der Voraussetzung, daß die PLanorsche Konstante % als klein 
angesehen werden kann. Bei eindimensionalen Problemen lassen sich 
Lösungen der Wellenfunktion p angeben, bei denen eine Entwicklung nach 
Potenzen der Pranckschen Konstanten bis zu beliebiger Ordnung durch- 
führbar ist. Dieses Verfahren wird nach seinen Verfassern WENTZEL, 
KRAMERS und BRILLOUM als die WKB-Methode bezeichnet. Ausgangs- 
punkt dieser Methode ist die eindimensionale ScHRÖDINGERgleichung 


h? 2 
35 + @]e=Er. (10) 
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oder unter Einführung des klassischen Impulses P(x) 
pP — 5 
Fr Fre +( >) |p=0 P@)=V2m(E—-V@). (11) 


Für die Wellenfunktion @ wird der Ansatz 
5@) (12) 


Pe 
gemacht. Besonders sei darauf hingewiesen, daß die hier eingeführte 
Funktion S(x) nichts mit der in (6) bis (9) benutzten Funktion S zu tun 
hat. Sie unterscheidet sich von der dort eingeführten Größe durch ihre andere 


Dimension, weil im Exponenten % an Stelle von Ä auftaucht, und weiter 
dadurch, daß S hier komplex ist. 


Mit dem Ansatz (12) wird Gleichung (11) in eine Gleichung für S(x) 
überführt, ds . 
()=P+3S (13) 


die, wenn man dS/dx als unbekannte Funktion einführen würde, quadratisch 
und von erster Ordnung ist (RıccATIsche Differentialgleichung). Bildet man 
die Wurzel von Gleichung (13) und betrachtet die PLancksche Konstante } 
als klein (genauer A<&P?/(dP/dx)), so erhält man genähert 


ds _ 1,,08 ih des 
et +ngar tr 4 ge - 
ih dP dinYP 
z+tP+55 7, =+PHi ih abe » 


indem man dS/dx auf der rechten Seite durch den Wert ersetzt, den man 
der linken Seite entsprechend erhalten würde, und Größen in höherer 
Ordnung von 7 vernachlässigt. Durch Integration über x entsteht aus (14) 


-+ | Podr+iam]/ 2, (15) 


und die zugehörige Wellenfunktion lautet nach (12) 


+, [Podz 


In dieser Näherung wird die WKB-Methode vielfach angewandt, ins- 
besondere zur Behandlung von Streuproblemen. 
Übungsaufgaben 


31.1. Man berechne w(k) für eine ebene Welle im konstanten Potential V=V,. Wie 
groß sind Phasengeschwindigkeit v,, und Gruppengeschwindigkeit v,,? 
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31.2*. Nach welchen Gleichungen bewegt sich der Schwerpunkt eines Wellenpakets 
unter dem Einfluß eines zeitunabhängigen Magnetfeldes? Der HamıLronoperator 
lautet in diesem Fall H = (p — e W)?/2m mit A(r) als Vektorpotential, das der 
Lorentzkonvention OW/Or=0 genügt und mit ® über B= (d/dr) x W zu- 
sammenhängt. 


32 Eindimensionale Bewegung eines freien Teilchens 


Zusammenfassung: Eine einfache klassische Bewegung zit)=%,+%,t kann 
quantenmechanisch nur vom Schwerpunkt eines Wellenpakets y(x, ti) erfüllt werden, 
das aus ebenen Wellen aufgebaut ist mit einer Spektralverteilung f(P) für die Impuls- 
anteile P. Ein solches Wellenpaket befriedigt die SchröpInaergleichung im konstanten 
Potential. Die Spektralverteilung f{P) soll einen reellen Anteil mit Schwerpunkt 
bei P = mv, enthalten und einen Phasenfaktor exp(—-iPx,/h), um die Anfangsbedin- 
gungen zu befriedigen. Es muß außerdem normiert sein. Besitzt die Spektralfunktion 
eine Breite AP, so besitzt das zur Zeit t=0 bei x, befindliche Wellenpaket die Aus- 
dehnung Ax,=h/AP. Es ist außerdem von einer mit der \Vellenlänge 7 = h/mv, 
oszillierenden Funktion überlagert, deren Nebenmaxima sich mit einer von ?o 
verschiedenen Phasengeschwindigkeit bewegen. Im Zeitablauf dehnt sich das 
Wellenpaket aus und erhält die Breite Ax(t) =Ax,/1 + (/)* mit der charakteristi- 
schen Zeit r=hm/(AP)2. Eine speziell als Gausskurve gewählte Spektralverteilung 
bestätigt diese qualitativ bereits allgemein nachweisbaren Sachverhalte. Läuft ein 
solches Wellenpaket auf einer Seite in ein Kraftfeld, dargestellt durch ein stellenweise 
nichtkonstantes Potential V (x), so wird von dem Wellenpaket nur ein Teil D(P) 
durchgelassen, während ein anderer Amplitudenanteil R(P) reflektiert wird. Die 
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit führt auf die Relation ID]? +|R?=1. 


321 Wellenpaket als Lösung 


Die einfachste klassische Bewegung eines Teilchens ist die Geradeaus- 
bewegung längs der x-Achse: 


z)=%-+ %lb- (1) 
Dabei ist x, der Anfangsort, an dem sich das Teilchen zur Zeit t = 0 befindet 
und v, die im gesamten Zeitablauf konstante Geschwindigkeit. Die ent- 


sprechende quantenmechanische Bewegung ist aufzusuchen und zu be- 
schreiben. 


In der Quantentheorie läßt sich der Ort des Teilchens nicht genau an- 
geben, so daß Gleichung (1) lediglich vom Schwerpunkt erfüllt werden kann. 
Schwerpunkt und Schwerpunktsgeschwindigkeit sind durch 


zit) = [day*(e, ty (xt) 


&) 
30-4 [any (a, Zu vim) 


124 3 Wellenquantelung [321] 


gegeben. Die hierin auftretende Wellenfunktion y muß der SCHRÖDINGER- 


gleichung 
ho 1/R 08\2 
-Ty77=Hv H=am|r 35) +7) 8) 


genügen. Die Bewegung (1) findet im konstanten Potential 
V@)=V, (4) 
statt. Im übrigen muß (x, 0) noch die Bedingungen 
[dey*«, 0)y(2,0)=1 
[dey*,Qzyl,0)=x, (5) 
fazv@, 0) > ve, 0)=mt, 


erfüllen. Die erste dieser Forderungen enthält die Normierungsvorschrift 
(313.1); sie muß lediglich zur Zeit {=0 befriedigt werden und bleibt 
dann, wie in Abschnitt 313 gezeigt wurde, für alle Zeiten erfüllt. Die 
übrigen beiden Forderungen entsprechen den in (1) gemachten Voraus- 
setzungen für den Anfangsschwerpunkt x, und die Anfangsgeschwindig- 
keit v,. 


(3) stellt eine partielle Differentialgleichung für y(x, t) dar, in der neben 
den Differentialoperatoren nur konstante Koeffizienten auftauchen. Solche 
Differentialgleichungen lassen sich immer durch Exponentialfunktionen 
lösen. Für die Lösung kann daher der Ansatz 
I [Pz—EiP)i] 


(6) 


gemacht werden. Beim Einsetzen in (3) entsteht unter Berücksichtigung 


von (4) 


für den Zusammenhang der Größen E und P. Demnach sind alle Funk- 
tionen (6) mit beliebigem P Lösungen der Schröpinerrgleichung (3), 
wenn E(P) nach (7) gewählt wird. Die Normierungsbedingung (5) aber 
kann von der Lösung (6) nicht erfüllt werden, denn |yp (x, t) |? ist eine orts- 
und zeitunabhängige Konstante. Das Normierungsintegral würde daher 
unendlich groß. 


Yrlz,d) =e 


Da die Differentialgleichung (3) linear in y ist, muß die Summe von 
zwei Lösungen wiederum eine Lösung der Differentialgleichung sein. 
Die allgemeinste Lösung läßt sich daher additiv aus Lösungen vom 
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Typ (6) mit verschiedenen P aufbauen und lautet in Form eines Integrals 


yia,t)= Fieerteioeeen (8) 


mit beliebig wählbarer Spektralfunktion f(P). 
Zur Zeit t=0 lautet (8) 
va0- [15 ne” 9) 


Diese Gleichung läßt sich nach f(P) auflösen. Zu diesem Zweck benutzt 


man die Fovriertransformation 
do iwt 


yo= |5,E” y@) y(o)=[dte yo), (10) 


der zufolge sich jede Funktion y(t) in periodische Komponenten y(w) zer- 
legen läßt und umgekehrt. Die Auflösung von (9) entsprechend dieser 
Transformation ergibt 


d Par 
P)= (1559,08 nn (1) 
Daneben wird noch die zu (11) konjugiert-komplexe Gleichung 
d —P 
= (re (12) 


benötigt. 

Die ScHRÖöDInGERgleichung ist in t von erster Ordnung. Ihre Lösungen 
können daher zur Zeit = 0 in der Form y(x, 0) willkürlich vorgegeben 
werden und folgen dann für alle Zeiten aus (3). Die willkürliche Vorgabe 
von %(x,0) ist aber nach (9) bzw. (11) der Vorgabe einer willkürlichen 
Spektralfunktion f(P) äquivalent. Danach ist (8) die allgemeinste Lösung 
von (3). 

Nunmehr soll die Spektralfunktion f(P) so gewählt werden, daß sie die 
drei Bedingungen (5) erfüllt. Dazu wird (9) in die erste der Gleichungen (5) 
eingesetzt, und es entsteht 


f da y*(x, 0) ir en: id ı. (13) 


Denkt man sich in diesem Ausdruck die Reihenfolge der Integrationen ver- 
tauscht, so läßt sich außer d P und f(P) alles übrige mit (12) identifizieren. 
Die Normierungsbedingung der Wellenfunktion geht also als 


fer a ta=1 (14) 
in eine solche für die Spektralfunktion f(P) über. 
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Die zweite der Gleichungen (5) wird in analoger Weise umgeformt. Dabei 
entsteht ein Ausdruck wie (13), in dem außerdem noch x auftaucht. x kann 
in diesem Doppelintegral durch höO/iöP ersetzt werden. Nunmehr lassen 
sich wiederum die noch verbliebenen x-abhängigen Größen durch (12) 
ersetzen, und es entsteht 


fern gr @d=%- (15) 


In der dritten der Gleichungen (5) taucht der Differentialoperator hofiox 
auf. Er kann innerhalb des Doppelintegrals durch P ersetzt werden, so daß 
diese Gleichung in 

[apftP Pff(P)= my, (16) 


übergeht. 


Soll also die allgemeinste Lösung (8) der SCHRÖDINGERgleichung die 
Schwerpunktsbewegung (1) aufweisen, so muß ihre Spektralfunktion noch 
die Forderungen (14), (15) und (16) erfüllen. Besitzt die Spektralfunktion 
f(P) einen Schwerpunkt bei P= P,, so muß dieser mit dem klassischen 


Tapuls P,=mv, (17) 


übereinstimmen. Hieraus erklärt sich auch die Bedeutung von Pals Impuls 
und |f(P)|? als Verteilungsfunktion des Impulses. |/(P)|’dP ist die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß unter den gemachten Voraussetzungen über den 
Zustand des Teilchens eine Impulsmessung einen Wert zwischen P und 
P-+dP ergibt. 


Ist f(P) eine reelle Funktion, so verschwindet die linke Seite von (15). 
Führt man nämlich in (15) eine partielle Integration durch, so entsteht 
bei reellem f der gleiche Ausdruck wie vorher, nur mit umgekehrtem Vor- 
zeichen. Das bedeutet also: Eine reelle Funktion f(P) ist nur mit dem 
Anfangsschwerpunkt x, = ® verträglich. Ein geeigneter Ansatz 

° 

KD=y(P—P)er” (18) 
muß also neben der reellen und in Abb. 322a dargestellten Funktion y 
noch einen Phasenfaktor enthalten. Besitzt die Funktion y(P’) ihr Maximum 
bei P= P— P, = 0, so ist mit (17) die Bedingung der Anfangsgeschwindig- 
keit erfüllt. Die Spezielle Form des Phasenfaktors in (18) erhält man durch 
folgende Überlegung: Eine reelle Funktion f(P) mächt die Wellenfunktion 
(9) offenbar symmetrisch, so daß sie ihr Maximum bei x = 0 besitzt. Eine 
Verschiebung von = 0 nach x= x, erhält man dadurch, daß man auf 
der rechten Seite von (9) x durch x — x, ersetzt. Das aber entspricht gerade 
dem Hinzufügen eines Phasenfaktors zur Spektralfunktion von der in (18) 
gewählten Form. Ist y außerdem eine normierte Funktion 


far y(nr=1, (19) 
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so sind alle gestellten Forderungen erfüllt. Der Schwerpunkt (2) enthält 
die Wellenfunktion (8), die ihrerseits die SCHRÖDINGERgleichung (3) unter 
der Voraussetzung (4) befolgt. Die in ihr enthaltene Spektralfunktion (18) 
sorgt mit (19) dafür, daß das Wellenpaket (8) normiert ist, sein Schwerpunkt 
zur Zeit t= 0 bei x, liegt und die Geschwindigkeit v, besitzt. Es ist damit 
eine Lösung des Problems gefunden, die allen Forderungen gerecht wird. 


322  Ortsverteilung und Zeitablauf 


In Abschnitt 321 wurde das Wellenpaket (321.8) untersucht, das mit der 
Spektralfunktion (321.18) und Normierungsbedingung (321.19) einer 
Schwerpunktsbewegung nach (321.1) entsprach. Dieses Wellenpaket soll 

y(P)) nun noch etwas genauer unter- 

sucht werden. Dabei wird für 

AP den Anfangsschwerpunkt x, = 0 

gesetzt, wodurch der nicht sehr 
wichtige Phasenfaktor in (321.18) 
entfällt. Das Wellenpaket erhält 


dann die Form 
"+00 


dP 


var | s 


A [Pz— EP) 
yipB)er 

mit y als einer reellen und nor- 
mierten Funktion, die bei (0) 
ihr Maximum besitzt und nach 
beiden Seiten symmetrisch ab- 


ie See a “ nd fällt. Diese Funktion ist durch 
i ; npake mit zugehöriger f 
Spektralfunktion (a) Abb. 322a wiedergegeben. 


Nunmehr wird eine Entwick- 
lung des Exponenten nach Potenzen von P’= P — P, durchgeführt. Es 
entsteht 


Px— E(Pt=[Pae—E(P)U+P [.- (2 ze p@ (Fr): (2) 


Die Entwicklung bricht nach dem zweiten Entwicklungsglied ab, und mit 


_ZP)_1[B _fdE\ _B_ 
re] Da 7 u au 


(3) 
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entsteht E . 
IP@-ım0 [ dp SErt 
h 2hm (4) 


—P (& = ort) = 
IP273 
-o 


yv(x,t)=e y(P’)e 


für die Darstellung der Wellenfunktion. 


Zunächst wird der Ortsverlauf dieser Funktion zur Zeit t—= 0 studiert. 
Über y(P’) wird dabei lediglich vorausgesetzt, daß diese Funktion ungefähr 
die Breite AP besitzt. Der Realteil von (4) für 6 = 0 ist 


u (5) 


wegen y(P’) = y(— P’). Diese Funktion besteht aus zwei Anteilen, von 
denen der zweite den allgemeinen und in Abb. 322b gestrichelt eingetragenen 
Funktionsverlauf enthält. Der erste Faktor stellt eine Modulation der 
Gesamtfunktion mit der Wellenlänge 

i= » (6) 
dar. 


Läßt man den Modulationsfaktor in (5) unberücksichtigt und betrachtet 
also lediglich den im Integral enthaltenen allgemeinen Funktionsverlauf, 
so zeigt sich folgendes: Die Funktion besitzt ihr Maximum bei x = 0, weil 
dort cos0 = 1 wird. Sie behält diesen Maximalwert näherungsweise so lange 
bei, wie P’x/k<1 ist für alle P’, die zu dem Integral (5) wirklich wesentlich 
beitragen. Das sind aber nur die P’-Werte innerhalb von AP; denn für 
größere P’ wird y klein. Das Wellenpaket besitzt daher Werte, die von 
seinem Maximalwert nicht wesentlich verschieden sind, für alle x, die der 
Bedingung APx/h<1 genügen. 


Ist Az, ein Maß für die Breite des Wellenpakets, so folgt aus dieser 


Überlegung, daß 
| Ax,APrzh (7) 


gelten muß. Je enger das Impulsspektrum AP in der Funktion y gewählt 
wurde, um so breiter ist die Ortsverteilung Ax, und umgekehrt. In dieser 
Gleichung drückt sich die Hrısengeresche Unbestimmtheitsrelation aus, 
wonach das Produkt der Unbestimmtheiten von Ort und Impuls eine untere 
Schranke von der Größenordnung % nicht unterschreiten kann. 
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Schließlich bleibt noch der Zeitablauf des durch (1) bzw. (4) dargestellten 
Wellenpakets zu untersuchen. Die Zeit # taucht in (4) dreimal auf. Das 
Auftauchen von t in der Mitte bewirkt, daß das Hauptmaximum des 
Wellenpakets nicht, wie soeben diskutiert, bei = 0, sondern bei 


tt tt (8) 


liegt. Das Wellenpaket bewegt sich also, wie zu erwarten war, mit der 
Geschwindigkeit v, auf der x-Achse. Das Auftreten von t im ersten Faktor 
von (4) hat zur Folge, daß die Maxima dieser Modulationsfunktion bei 


z=Uttın n=0,4+],... (9) 


liegen. Sie unterscheiden sich um je eine Wellenlänge A, bewegen sich aber 
mit anderer Geschwindigkeit v,7 + v, nach rechts. Diese Phasengeschwindig- 
keit hat keinerlei physikalische Bedeutung, genauso wenig, wie der in vy, 
in (3) auftauchende willkürliche Zahlenwert V, des konstanten Potentials. 


Schließlich bleibt noch der Einfluß der Zeit auf den letzten Faktor in (4) 
zu untersuchen. Besitzt y(P) qualitativ die Form der Abb. 322a, läßt es 
sich also durch eine Funktion vom Typ 
-4(45)" h 
ne 2\4P ER 
y(P)\we ?\4 AP A: (10) 
wiedergeben, so bedeutet dabei A x, ein Maß für die Breite des Wellenpakets 
im Ortsraum zur Zeit =0. Bei Funktionen y vom Typ (10) läßt sich der 
Einfluß des letzten zeitabhängigen Gliedes dadurch berücksichtigen, daß 
man AP in (10) durch 

1 1 we 1 ” 
(AP ” (AP tn um ( +i) al) 
ersetzt. Hierbei ist zur Abkürzung die in (13) noch definierte Größe r 
eingeführt. Hat man AP in dieser Weise durch (11) ersetzt, so kann die 
Breite Ax, des Wellenpakets von (10) sinngemäß durch Ax nach 
1 I... dp» 1 (APjh% 
(429)? > Re h2 ir) I+ (m)? (12) 


ersetzt werden. Die Ausdehnung des Wellenpakets wird somit zeitabhängig: 


(13) 


Hier stellt z — eine durch das Problem gegebene Zeitkonstante — ein Maß 
für die Zeit dar, in der das Wellenpaket seine Breite wesentlich verändert. 
In dieser Zeit r legt das Wellenpaket selbst den Weg 


= _P bm  5K Po _ 2; 
I=-w= (app "Zr ap Am AP (14) 
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zurück. Wählt man daher 
APP, (15) 


so verändert das Wellenpaket seine Breite erst nach sehr langen Zeiten r 
bzw. Wegstrecken L. 


323 Gausskurve als Spektralverteilung 


In den Abschnitten 321 und 322 konnte gezeigt werden, daß der Orts- 
verlauf eines Wellenpakets 


Pe aan t:) 
v0 u 2) M 
V2rh 


wie auch dessen zeitlicher Ablauf N die qualitativen Eigenschaften der 
Spektralfunktion f(P) entscheidend bestimmt wird. Zum Abschluß dieser 
Betrachtungen soll nunmehr eine spezielle analytische Funktion, nämlich 


| 1/P-P,\2 

in | (2) 
VaPYr 
untersucht werden, bei der sich die in (1) geforderte Integration direkt 
durchführen läßt. 


Die in (2) auftretende Konstante ist so gewählt, daß die Spektralfunktion 
richtig normiert ist, denn es gilt 


e 


einre[aae' ar) _ wer. (3) 


Dabei ist zunächst P’= P-P, als Integrationsvariable gewählt und 
dann « = P’/AP gesetzt. Führt man die gleiche Entwicklung wie in (322.2) 


durch, so entsteht zunächst 


pr u a 
z-? en 
yiz, )=et = J V2rrh VaPpyr e 
mit dem Exponenten 
ö ı(pu ii iprt 
B)= > (47) Pit) (5) 
Mit den Abkürzungen 
f n h (ap) 
"=r— tgl (A2)’= or lag: | = — (6) 


vereinfacht sich der Exponent zu 


y ı(pı od Br 1/Pdsy ia, 
Bey=—z(z7) (1+4i-)+z Pr = | D \+4P= 
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Mit diesem Exponenten läßt sich die Integration in (4) ganz analog wie 
in (3) durchführen mit der in (7) definierten Integrationsvariablen «, die 
hier eine etwas andere Bedeutung als in (3) besitzt. 


Es entsteht für das Wellenpaket (4) die Darstellung 


I T — Yppt er _L Ei 
5 Pot@ = vpnt) rV2r N (3) 
VerhVYapyn 48 
Az ist in (6) definiert und komplex. Bei der Bildung von ||? ist daher zu 
berücksichtigen, daß im Exponenten 
1 | 1 1 AP: 1 1 
7) 


2 


(8) 


yva,l)= 


(13) 2 (da*)" R I+um® (dam) 


auftritt. Man erhält also für |y|? den einfachen Ausdruck 


Ax(t) ist hier genau wie in (322.13) definiert, womit die Überlegungen von 
Abschnitt 322 über die Unbestimmtheit von Ort und Impuls wie auch über 
die Ausbreitung von Wellenpaketen im Zeitablauf ihre quantitative Be- 
stätigung finden. 


324 Stoß eines Wellenpakets 


Gegenüber den Überlegungen der vorhergehenden Abschnitte wird 
nunmehr angenommen, daß das Potential Y (x), in dem sich das Teilchen 


V 
| N Voo 
PK) 


ui eh 
aAnnn Er AAAA- 


t= +00 
Abb. 324. Stoß eines Wellenpakets. 
Ein von links einlaufendes Wellenpaket wird durch Streuung am Potential in einen 
reflektierten und einen durchgelassenen Anteil aufgespalten 


bewegt, in der unmittelbaren Umgebung von x = 0 beliebige Werte an- 
nimmt und nur für große positive und negative Werte von x in den kon- 
stanten Wert V,, asymptotisch übergeht. Ein solches Potential ist in 
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Abb. 324 dargestellt. Die Teilchenbewegung unter dem Einfluß eines 
solchen Potentials kann wiederum durch ein Wellenpaket 


vr, - (in (P)yrl&,i) a) 


dargestellt werden, in dem die Gesamtlösung y additiv aus einzelnen 
Lösungen yp aufgebaut wird. Das ist möglich, da y der SCHRÖDINGER- 
gleichung (321.3) genügen muß und diese Gleichung linear ist. 


Hier sollen nur solche Bewegungen untersucht werden, bei denen das 
Teilchen prinzipiell in der Lage ist, nach rechts oder links ins Unendliche 
zu laufen. Die klassische Bedingung hierfür lautet 

E>Vo- (2) 
Die Gesamtenergie E muß größer als das Potential V. sein. Die Lösungen yp 
der Wellengleichung (321.3) können hinsichtlich der Zeit wiederum peri- 
odisch angesetzt werden, hinsichtlich des Orts jedoch nicht, weil die SCHRÖ- 
pIngERgleichung mit V(x) einen «-abhängigen Koeffizienten enthält. Es 
wird somit zunächst der Ansatz 


ee le Ei=3-4Ve>Vo (8) 


gemacht, der beim Einsetzen in die ScHRröpIngErgleichung eine Be- 
dingungsgleichung für @p liefert, nämlich 

ı (Rh a 

By [3 (4 42) HP o| 9» (@) 


die sogenannte zeitunabhängige SCHRÖDINGERgleichung. 


Es existiert nun sicher eine Lösung, die für große positive x-Werte genau 
wie vorher die Form einer ebenen Welle 


"px 


pp) — er V,&)— Vo z—+© (5) 
besitzt, weil hier das Potential ja konstant ist. Nach kleineren x-Werten 
hin weicht die Funktion pp jedoch von der Form der ebenen Welle ab, 
weil sie der Differentialgleichung (4) genügen muß, die ihren weiteren 
Verlauf von Ort zu Ort bestimmt. Bei großen negativen x-Werten schließlich 
geht V(x) wieder in V. über, und die gleiche Lösung (5) muß dort wieder 
in eine Lösung mit konstantem Potential V, übergehen. Sie muß also die 
Dan ip -iPpz 
pr)» a(P)e* +P(P)e * > — © (6) 


aufweisen; denn dies ist die allgemeinste Lösung im konstanten Potential. 
Die Koeffizienten «(P) und ß(P) werden dabei durch die SCHRÖDINGER- 
gleichung (4) bestimmt. (5) und (6) stellen somit ein mögliches asymptoti- 
sches Verhalten von Lösungen der Differentialgleichung (4) dar. 
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Dividiert man die in (5) und (6) aufgestellte Lösung durch «(P), so läßt 
sich behaupten, daß es Lösungen der zeitunabhängigen SCHRÖDINGER- 
gleichung (4) gibt, die sich für große x asymptotisch wie 

i i 
LRDe 
Yp(x) = für x>To (7) 


i 
D(P)er"” 


verhalten. Die in (7) auftretenden Reflexions- und Durchlaßkoeffizienten 
D(P) und R(P) sind dabei, wie die Diskussion zeigt, nicht willkürlich 
wählbar. Sie müssen durch die Lösung der SchRöpInGErgleichung (4) 
bestimmt werden. 


Nunmehr ist gezeigt, daß das Wellenpaket (1) eine Lösung der SCHRÖ- 
DINGERgleichung darstellt, wenn die in ihr auftretenden Funktionen y 
entsprechend (3) stationäre Lösungen der SCHRÖDINGERgleichung mit den 
Ortsfunktionen ppsind, die der Gleichung (4) genügen und sich asymptotisch 
wie (7) verhalten. Die physikalischen Eigenschaften eines solchen Wellen- 
pakets lassen sich am einfachsten ermitteln, wenn man das entsprechende 


Wellenpaket r 
dP „-[Pz-E(P)t] 
= | f(P)eh 
ve (8) 


Max {y,(z,0} bei z=tyt 


für eine Bewegung im konstanten Potential zum Vergleich heranzieht. Zur 
Zeit t= 0, während sich also das Wellenpaket in der Nähe von z=0 
befindet, lassen sich ohne nähere Kenntnisse der Lösung von (4) keine 
genauen Aussagen machen. In ferner Zukunft oder Vergangenheit, wenn t 
also die Werte + 7 annimmt, befindet sich der Schwerpunkt von y in 
großer Entfernung von x == 0. Dort aber verhält sich @p wie in (7) angegeben, 
und % besitzt ähnliche Eigenschaften wie y,. Es läßt sich dort nämlich 
durch 

va,Y)=eyp,l&,t) + Een D(P)y Rd +Eerk(P)Yy 2%: 8) (9) 
darstellen. Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Impulsbreite AP der Spektral- 
funktion f(P) so klein ist, daß sich R(P) und D(P) in diesem Bereich 
praktisch nicht ändern und mit dem Argument P, aus dem Integral (1) 
herausgezogen werden dürfen. Die Größen &, ex und Ep sind 1 oder 0, je 
nachdem, ob gemäß (7) das Wellenpaket an der betreffenden Stelle definiert 
ist oder nicht. 


Zunächst wird das Paket in ferner Vergangenheit betrachtet. Dort gilt 
t=—T: va,t)=y,@,—T) bi 2=—1.T. (10) 


Der Schwerpunkt der ersten beiden Pakete in (9) müßte sich bei —v,T 
befinden und der des dritten bei +v,.T. Aber nur das erste der drei Pakete 


10 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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ist nach (7) dort wirklich definiert. Es muß also e=1 und »=&%;=0 
gesetzt werden. Das durch die Formeln (1), (3), (4) und (7) gegebene Wellen- 
paket beschreibt also ein in der Vergangenheit von links einlaufendes freies 
Teilchen vom Typ (8), das etwa zur Zeit t= O in den Bereich mit veränder- 
lichem Potential von Abb. 324 eindringt. 


In ferner Zukunft, also zu einer Zeit = +-T, müssen sich die Schwer- 
punkte der ersten beiden Pakete von (9) bei x—=-+v,„T befinden und der 
Schwerpunkt des dritten bei = —v„T. Das erste der drei Pakete ist 
gemäß (7) aber nur im Bereich x < 0 definiert und verschwindet hier. Es 
ist in (9) daher e= 0 und ey =&%R =1 zu setzen. In ferner Zukunft erhält 
das Wellenpaket also die Form 


t=+T: yv(z,)=D(P)y(2: + R(P)yu-%:T) 


F (1) 
bi z=v„T und = —ı.T. 


Es hat sich unter dem Einfluß des Potentials offensichtlich aufgespalten. 
Ein Anteil läuft mit der Amplitude D(P,) nach rechts weiter, während ein 
anderer am Koordinatenursprung gespiegelt wurde und mit der Amplitude 
R(P,) nach links zurückläuft. Diese Situation ist in Abb. 324 schematisch 
dargestellt. 


Schließlich bleibt noch die Frage zu überlegen, ob das Wellenpaket (1) 
richtig normiert ist. Zur Zeitt= —Tisty=y,. Da das in (8) dargestellte 
Wellenpaket %y, als normiert vorausgesetzt wird, ist die Normierungs- 
bedingung für {= —T jedenfalls erfüllt. Andererseits ist dafür gesorgt, 
‘ daß im gesamten Zeitablauf die SchrönIncergleichung erfüllt wird. Da 
die Normierung aber eine Erhaltungsgröße ist, ist die Normierung des 
Wellenpakets (1) somit für alle Zeiten gewährleistet. In ferner Zukunft 
beit= + T ist das Wellenpaket somit ebenfalls normiert. Die Normierungs- 
bedingung lautet hier 


2A)? [alu MP+RPIr fen, N’=1. (12) 


Die gemischten Glieder verschwinden, denn die beiden Anteile des Wellen- 
pakets überlagern sich nicht mehr, wenn man die Zeit 7 hinreichend groß 
wählt. Wegen der Normierung des ungestörten Pakets gilt also 


|DIPJP+|REPJ)I=1. (13) 


Die Summe von durchgelassener und reflektierter Intensität ist Eins. In 
diesem Satz drückt sich die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit aus. 
Die hier durchgeführten Überlegungen zeigen außerdem die Bedeutung der 
Größen D und R als durchgelassene bzw. reflektierte Amplitude einer mit 
der Amplitude 1 eingelaufenen ebenen Welle. 
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33 Eindimensionale Bewegung eines gebundenen Teilchens 


Zusammenfassung: Die Teilchenbewegung im begrenzten Volumen mit kon- 
stantem Potential kann durch stationäre, periodische Wellenfunktionen beschrieben 
werden. Im Potential 7 (x) sind die Wellenfunktionen konkav oder konvex, je nach- 
dem, ob die zugehörigen Energien E der betrachteten stationären Lösungen größer 
oder kleiner als Y (x) sind. Nur gebundene Zustände sind normierbar. Es entsteht 
eine diskrete Schar von Eigenlösungen 9, mit zugehörigen Energieeigenwerten E,. 
Die Eigenlösungen 9, bilden ein normiertes und orthogonales Funktionssystem, nach 
dem sich jede physikalisch vernünftige Funktion entwickeln läßt. 


Nur ebene Wellen beschreiben physikalische Zustände mit eindeutig definiertem 
Impuls P. Zum Aufbau eines im Ortsbereich Ax lokalisierten Wellenpakets werden 
ebene Wellen mit verschiedenen Impulsen aus einem Bereich 4 P benötigt, derart, 
daß APAx 2/2 ist. Dies ist die HrISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation für Ort 
und Impuls, exakt abgeleitet durch Berechnung des Zustands maximaler Bestimmt- 
heit. 

In einem quasistationären Zustand kann das Teilchen mit einer gewissen Wahrschein- 
lichkeit den ursprünglich gebundenen Zustand durch Tunneleffekt nach außen verlassen. 
Die Lebensdauer des Anfangszustands ist nach einer Abschätzung mit der WKB- 
Methode um so größer, je höher und länger der Potentialwall, je größer der Anziehungs- 
bereich und je kleiner die Endgeschwindigkeit des herausfliegenden Teilchens ist. 


Zwischen der Energieunschärfe A E eınes quasistationären Zustands und seiner Zerfalls- 
zeit At besteht die Beziehung AE At > h/2. 


331 Teilchen im begrenzten Volumen 


Bereits in der klassischen Physik sind freie und gebundene Zustände 
grundsätzlich verschiedene Bewegungstypen, die bei’der Planetenbewegung 
zum Beispiel den Hyperbelbahnen einerseits und den Ellipsenbahnen 
andererseits entsprechen. In der Wellenmechanik zeigt sich, daß frei 
bewegliche Teilchen grundsätzlich durch Wellenpakete beschrieben werden 
müssen und nicht durch einzelne zeitlich periodische Lösungen beschrieben 
werden können, da die letzteren nicht normierbar sind. Bei gebundenen 
Zuständen hingegen ist die Situation grundsätzlich anders; da hier dem 
Teilchen, ähnlich wie in der klassischen Mechanik, nur ein begrenzter 
Ortsbereich zur Verfügung steht, sind die stationären Lösungen der SCHRÖ- 
pInGERgleichung gleichzeitig normierbare Lösungen. In beiden Fällen 
wird ein Teilchen durch die Wellenfunktion » beschrieben, die den Be- 


dingungen 
DR) 0° Pong 
Fa = - Im dm: + Va) [axy vl (1) 


x 
-© 


genügen muß. 


Der einfachste Fall einer Teilchenbewegung im begrenzten Volumen ist 
diejenige auf einer endlichen, in sich geschlossenen Bahn von der Länge L, 


10* 
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wiedergegeben in Abb. 331. In diesem Falle sind die zu verschwindendem 
Potential V(x) = 0 gehörigen periodischen Lösungen 


Zipz-EiPit] p: 1 
— (eh en ER. 
Yrla,t)=Ce E(P=5,, 0-5 @ 

normierbar, denn das Normierungsintegral 

liefert 
L 
[az|pl’=Ljo’=1. (3) 
ö 


Abb. 331. 


Geschlossene Teilehinbalie Die Normierungskonstante in (2) ist also mit 


C=1/YL richtig gewählt. 


Da y stets eine eindeutige Funktion des Orts sein muß, so muß bei einer 
periodischen Bahn die Periodizitätsbedingung 


Yr(x+L)= Yr(®) (4) 
erfüllt sein, die der Lösung (2) die Bedingung 
Au = mn PETE VER NE (5) 


auferlegt und nur noch bestimmte Werte für P und E zuläßt, nämlich 


2m? 

P=4n Ber. He, 
Die durch (6) zugelassenen Impulse und Energien bilden ein diskretes 
Spektrum. Je größer das „Volumen“ L wird, um so dichter liegen die 
zugelassenen sogenannten Eigenwerte, um so dichter also das Spektrum, 
das in der Grenze L— x in ein Kontinuum übergeht. 


332 Verhalten der Wellenfunktion 


Nunmehr soll die eindimensionale Bewegung in einem beliebig vor- 
gegebenen Potential von der Art Vo 
untersucht werden, wie es in at 
Abb. 332.1 dargestellt ist. Dieses 
Potential soll für &—— + in den 
konstanten Wert V. übergehen. 
Die klassische Bewegung unter- 
scheidet je nach der Energie des 


Teilchens drei verschiedene Fälle, & 1% 9) 
nämlich: EM 


I. E<V(«) a Abb. 332.1. a) Verschiedene Teilchenener- 
ii. E>V(e) für alle x gien bei gegebenem Potential, b) klassische 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines ge- 
II. Yan <E<Vmax=V&: bundenen Teilchens mit der Energie Ey 
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Im Falle I, wo die Energie E kleiner ist als das Potential V(x) an allen 
Orten x, ist klassisch überhaupt keine Bewegung möglich, da die positiv 
definite kinetische Energie in diesem Falle negativ werden müßte. Dem 
Falle II entspricht die mögliche Bewegung eines von links (oder rechts) 
einlaufenden Teilchens, welches durch das Potential hindurch nach rechts 
bis ins Unendliche läuft. Im Anziehungsbereich des Potentials in Abb. 332.1 
entsteht eine Modifikation der Bewegung lediglich dadurch, daß hier die 
Geschwindigkeit größer ist als im äußeren Bereich. Im Falle III erhält man 
gebundene Teilchen, deren Bewegung im Anziehungsbereich des Potentials 
lokalisiert ist, denn die Bewegung kann hier klassisch nur zwischen den 
beiden Schnittpunkten der Kurve V(x) und der Geraden E = Ey statt- 
finden. Diese Schnittpunkte sind die Punkte, bei denen die Geschwindigkeit 
des Teilchens verschwindet, also die Umkehrpunkte der Bewegung. Betrach- 
tet man die Bewegung im Falle III nur im Mittel über lange Zeiten, so läßt 
sich, wie in Übungsaufgabe 33.1 gezeigt wird, eine klassische Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit w,; definieren, die umgekehrt proportional zur Ge- 
schwindigkeit v(x) ist undin Abb. 332.1b dargestellt wird. 


Die dem gleichen Potential V(x) entsprechende quantenmechanische 
Beschreibung wird durch die Schrönıngergleichung sowie durch die 
Normierungsbedingung der Wellenfunktion 

ho Rn 0% 


re an 02 


gegeben. Es interessieren hier vornehmlich stationäre Lösungen 


vide "oa, a 
aus denen sich stets allgemeinere Lösungen aufbauen lassen. Die Be- 
stimmungsgleichung von p wird durch Einsetzen von (2) in (1) als 
BR? d® ’ 

- FT 7(|P=EP fas#r=1 (3) 
gewonnen. Die Lösungen der zeitunabhängigen SCHRÖDINGERgleichung (3) 
können komplex sein. Es lassen sich aber zu jeder komplexen Lösung auch 
reelle Lösungen angeben. Denn mit @ und 9* sind auch 9-+9* und 
(@ — »*)/i Lösungen derselben Gleichung, weil diese Differentialgleichung 
linear ist und nur reelle Koeffizienten enthält. Es genügt daher vollauf, 
reelle Lösungen der Gleichung (3) zu untersuchen. 


Gleichung (3) stellt eine Bedingung für die Wellenfunktion p dar, die 
sich am übersichtlichsten in der Form 


VW) —Elp=a(z)p (4) 
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diskutieren läßt. Hier ist o” ein Maß für die Krümmung der Wellenfunktion, 
die also gemäß (4) proportional zu @ selbst ist. Ist @ an irgendeiner Stelle 
positiv, ist ferner V(x) > E, also « > 0, so muß die Krümmung der Kurve 
an dieser Stelle positiv sein. Unabhängig von der Steigung 9 kehrt sie der 
x-Achse, wie Abb. 332.2 zeigt, ihre konvexe Seite zu. Eine solche Kurve 
wird im folgenden konvex genannt. Man überzeugt sich leicht, daß im 
PK) E<V ı E>V Falle «>0 auch bei 9<0 


f die Kurve o(x) konvex wird. 
>09 
Ss 


P>0  AnOrtenz jedoch, an denen 
Zr ; «<o0, also V(x)<E ist, 
P<0 trägt die Krümmung in 


x jedem Punkte das entgegen- 


gesetzte Vorzeichen wie die 

.. Funktion 9 selbst. Sie ist 

! daher bei x< 0 stets konkav, 

Abb. 332.2. wie man sich anhand von 

Zur Krümmung der Wellenfunktion. Abb. 332.2 für die verschiede- 
Links: konvex, rechts: konkav nen Fälle einzeln klarmacht. 


Um diesen für die gesamte Quantenmechanik wichtigen Sachverhalt klar 
zu überblicken, ist es erforderlich, daß man sich das Verhalten von o” für 
jedes Vorzeichen von V— E, p und Y einzeln selbst überlegt und aufzeichnet 
und daß man sich weiter beliebige Funktionen, insbesondere aber exp (+), 
cos x und sin x aufzeichnet und ihr konvexes bzw. konkaves Verhalten stu- 
diert. Die Aussagen über die Lösungsfunktionen von (4) lassen sich zu 


konvex (exponentialartig) 


(5) 


konkav (cosinusartig) 


zusammenfassen. 


Bei konstantem Y(x) erhält man für p(x) im Falle « > 0 Exponential- 
funktionen exp(+Yax) als konvexe Lösungen und im Falle «<0O die 
Funktionen sin Y|«|x und cos Velx als konkave Lösungen. Man macht 
sich leicht klar, daß konkave Lösungen im allgemeinen einen oszillierenden 
Charakter aufweisen und dabei ihr Vorzeichen wechseln können. Konvexe 
Lösungen dagegen schmiegen sich der x-Achse an und oszillieren daher 
nicht. Sie können ihr Vorzeichen höchstens einmal wechseln, ohne ihren 
Charakter als konvexe Funktion zu verlieren; meist weisen sie sogar über- 
haupt keine Nullstellen auf. 


Nach diesen allgemeinen Überlegungen über die Lösungen der zeit- 
unabhängigen Gleichungen (3) bzw. (4) ist es nun leicht möglich, ihren 
allgemeinen Verlauf in den Fällen I, II und III zu studieren. Der typische 
Verlauf der Wellenfunktion p(x) in diesen drei Fällen wird in Abb. 332.3 
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wiedergegeben. Die strichpunktierten Linien deuten wieder die klassischen 
Umkehrpunkte bzw. die Wendepunkte von p im Fall III an. Im Falle I, 
wo überall « > 0 ist, beginnt die Wellenfunktion zum Beispiel links mit 
dem asymptotischen Verlauf  — 0 für x»— — oo. Dies ist zu fordern, damit 
die Normierungsbedingung in (3) 

wenigstens auf der linken Seite vo) 

gewahrt bleibt. Im übrigen ist die 
Wellenfunktion im ganzen Bereich 
konvex und kann daher ihr Vor- 
zeichen nicht wechseln. Da ihre 
Steigung p’ mit wachsendem & 
wegen (4) ebenfalls zunimmt, 
muß o selbst für 2 — +00 posi- 
tiv unendlich werden. Lediglich 
im Anziehungsbereich wird die 
Krümmung schwächer, jedoch 
nicht Null. Eine solche Lösung 
ist jedoch auf der rechten Seite 
der x-Achse nicht normierbar 
und kann daher keinen physikali- 
schen Zustand beschreiben. In 
dieser Weise drückt sich quan- 
tenmechanisch die Unmöglichkeit 
von Bewegungen aus, deren Ener- 
gie E<V für alle & ist. 


Abb. 332.3. 

Im Falle II ist überall E>V, Typischer Verlauf der Wellenfunktionen 
&«<0, die Wellenfunktion @(x) 
daher stets konkav, also vom Typ periodischer Funktionen. Dies gilt sowohl 
außerhalb als auch innerhalb des Anziehungsbereichs, nur daß dort 9” 
größer ist. Mit der größeren Krümmung muß aber die Periode der Funktion 
entsprechend kleiner werden. Funktionen dieser Art sind ebenfalls nicht 
normierbar; sie entsprechen keinen lokalisierten Zuständen. Da sie überall 
auf der x-Achse von Null verschiedene Werte besitzen, kann ihnen lediglich 
die Bewegung freier Teilchen zugeordnet werden, deren Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit ja auch überall auf der x-Achse von Null verschieden 
sein muß. Es läßt sich jedoch von diesen nicht normierbaren Lösungen 
wenigstens zeigen, daß aus ihnen, ähnlich wie in Abschnitt 321, nicht- 
stationäre Wellenpakete aufgebaut werden können, die der Bewegung 
freier Teilchen mit E> V, entsprechen. Dieser Fall wurde in Kapitel 32 
bereits diskutiert und wird in Teil 6 ausführlich behandelt. 


Schließlich bleibt der Fall III zu diskutieren, bei dem im Anziehungs- 
bereich E> V, im äußeren Bereich hingegen E< V gilt. In diesem Fall 
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müssen die Lösungen außen konvex, innen dagegen konkav sein. Zwei 
typische Beispiele von Lösungen dieser Art gibt Abb. 332.3 im unteren 
Teil wieder. Die glatt gezeichnete Funktion ist normierbar, während die 
gestrichelt eingezeichnete nicht normierbar ist. Unter bestimmten Be- 
dingungen ist es daher möglich, im Falle III normierbare Lösungen an- 
zugeben. Diese Bedingungen lassen sich nur bei ganz bestimmten Energien 
Eu Eı, - - - realisieren und liefern die strahlungslosen, diskreten gebundenen 
Zustände @,, 9; - : ., bei denen ein Teilchen im Anziehungsbereich lokali- 
siert ist. Die in Abb. 332.3 gestrichelt eingezeichneten klassischen Umkehr- 
punkte der Bewegung stellen hier für die Wellenfunktionen Wendepunkte 
dar, in denen die Krümmung verschwindet. Charakteristisch für die Wellen- 
mechanik ist, daß sich ein Teilchen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit 
auch in den klassisch ‚‚verbotenen“ Bereichen aufhalten kann, andererseits 
an gewissen Stellen im klassisch „erlaubten“ Bereich niemals zu finden ist. 


333 Gesamtheit der gebundenen Zustände 


In diesem Abschnitt sollen die Lösungen der zeitunabhängigen SCHRÖ- 
DINngERgleichung (332.3) vom Typ III untersucht werden. Es wird dazu 
ein Rechteekpotential nach Abb. 333.1 zugrunde gelegt, das qualitativ 

dem Potential von 332.1 ent- 

vo) V. spricht. Die Lösungen der Wellen- 

funktion dieses Problems müssen 
im inneren und äußeren Bereich 
getrennt berechnet und an den 
Sprungstellen des Potentials glatt 
aneinandergesetzt werden. Würde 
op nämlich an einer der Sprung- 
stellen einen Knick aufweisen, 
x dann entspräche das an dieser 
Stelle einer unendlich großen 


| 
| 
| 
| 
' 


In : 
a Krümmung und damit nach 
Abb. 333.1. Wellenfunktionen im (332.4) einem unendlich großen 
Rechteckpotential Potential V(x) an der gleichen 


Stelle im Widerspruch zu dem 
vorausgesetzten Potentialverlauf. Weil die Größe & hier innen negativ, 
außen positiv, stets aber konstant ist, lassen sich die Lösungen @(x) leicht 
exakt angeben. Die Berechnung der Wellenfunktion soll jedoch an dieser 
Stelle nicht erfolgen, sondern in Übungsaufgabe 33.2 behandelt werden. 
Hier soll vielmehr die im Grunde viel interessantere Diskussion der ver- 
schiedenen möglichen gebundenen Zustände durchgeführt werden. 


Zunächst betrachten wir den Grundzustand, der physikalisch als Zustand 
niedrigster Energie E, definiert ist. Dabei darf, wie in Abschnitt 332 näher 
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gezeigt wurde, E sicher nicht kleiner als V,in Abb. 333.1 sein. Für = V, 
erhält man diein Abb. 333.1 unten (gestrichelt) eingetragene Wellenfunktion, 
die mit Sicherheit nicht normierbar ist. Läßt man die Energie E allmählich - 
über V,hinauswachsen (punktiert), so ändert sich dabei die Wellenfunktion » 
wie folgt: Im linken äußeren Bereich bleibt @(x), verglichen mit E=V,, 
praktisch unverändert, da sich die kleine Energieänderung gegenüber der 
Differenz (V. — V,) kaum be- 
merkbar macht. Im Anziehungs- 
bereich dagegen geht der an- 
fangs geradlinige Verlauf in 
einen konkaven Verlauf über. 
Steigert man die Energie noch 
mehr, so wird dieser konkave 
Teil der Wellenfunktion stärker 
nach unten gekrümmt, bis 
schließlich bei einer bestimm- 
ten Energie E, die Krümmung 
ausreicht, um die Wellenfunk- 
tion am rechten Ende asym- Abb. 333.2. 

ptotisch wieder an die x-Achse Wellenfunktion im beliebigen Potential 
heranzuführen. Damit haben 

wir die erste normierbare Wellenfunktion @, gefunden, die zum Grund- 
zustand mit der Energie E, gehört. 


Wird die Energie über E, hinaus erhöht, so erhält die Wellenfunktion 
(striehpunktiert) eine Nullstelle und wird nach rechts hin negativ unendlich, 
also wiederum nicht mehr normierbar. Erst bei weiterer Zunahme der 
Energie erreicht die Wellenfunktion wegen der vergrößerten Krümmung bei 
E= E, wiederum einen normierbaren Zustand, bei dem sie sich dem rechten 
Teil der x-Achse nunmehr von der negativen Seite asymptotisch her nähert. 
Setzt man dieses Verfahren fort, so erhält man dabei ein Schema von 
Zuständen und zugehörigen Bindungsenergien, das sich in der folgenden 
Form darstellen läßt: 

Zustände: % Pı Pa: Pn:-- 
Energien: Eu Eı Era... Eu--- (1) 
Knotenzahl: 0 1 2..n... 


Vox) 


Die Quantenzahl n, die die verschiedenen „Eigenzustände‘“ @, charak- 
terisiert, gibt gleichzeitig die Zahl der Nullstellen (= Knoten) der Wellen- 
funktion 9, an. Der in (1) zum Ausdruck kommende Sachverhalt wird auch 
als Kinotensatz bezeichnet. 

Die Verallgemeinerung dieser Überlegungen vom Rechteckpotential auf 
ein Potential mit beliebigem Verlauf liegt auf der Hand. Ein Beispiel dafür 
ist in Abb. 333.2 wiedergegeben. Die Bindungsenergien E,, liegen zwischen 
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dem niedrigsten und dem asymptotischen Wert V, des Potentials. Ihre 
zugehörigen Wellenfunktionen @, verhalten sich qualitativ wie die ent- 
sprechenden Lösungen im Rechteckpotential, nur daß sie quantitativ einen 
anderen Verlauf als die Cosinusfunktion oder Exponentialfunktion nehmen. 
Die Zahl der Knoten ist die gleiche, die Lage der Knoten ist jedoch je nach 
der Form des Potentials verschieden. Die Lage der Wendepunkte hängt 
‘vom Wert der Energie ab. 


Damit ist gezeigt, daß in einem Bindungspotential eine Gesamtheit von 
normierbaren Funktionen existiert. Es läßt sich weiter zeigen, daß diese 
Funktionen zueinander orthogonal sind. Darunter ist zu verstehen, daß sie 


der Beziehung 
1 — 
[dzprpn = dmn= P für n 2 m | (2) 


genügen. Die Bezeichnung orthogonal rührt daher, daß man sich die beiden 
Funktionen 9, und 9, als Vektoren vorstellt und die in (2) enthaltene 
Integralverknüpfung als inneres Produkt zwischen diesen beiden Vektoren 
deutet. In diesem Sinne hat (2) dann die gleiche Bedeutung wie die Ortho- 
gonalitätsvorschrift für Einheitsvektoren. 


Die Relation (2) folgt direkt aus der Beziehung 
(En—E,) [dxpkpn=0, (3) 


die ihrerseits gleich im Anschluß bewiesen werden wird. Das Integral in (3) 
kann nämlich nur dann von Null verschieden sein, wenn E,„,—= E, ist und 
damit m = n. In diesem Falle ist es aber, da die Funktionen normiert sind, 
auch gleich 1. Der Beweis für Gleichung (3) soll hier gleich dreidimensional 
durchgeführt werden. Unter Zuhilfenahme der zeitunabhängigen SCHRÖö- 
DINGERgleichung (332.3) gilt 


[roHEn— Een AlApR mn — PAH En] 
h2 
= [dltapH pa —PhAPı] Br 


A... dp Ion] _ 
--ZNall or )mn— pi Eu he 


da die @, und ihre Ableitungen aus Normierungsgründen im Unendlichen 
verschwinden müssen. 


In der Theorie der linearen Differentialgleichungen wird gezeigt, daß die 
Eigenfunktionen o, in ähnlicher Weise wie dis Funktionen sin 2 rnx/L und 
cos 2rnx/L ein vollständiges System bilden deıart, daß sich jede beliebige 
„vernünftige“ Funktion y(x) als eine Reihenentwicklung 


y(a) = ZPn[&)En (8) 
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analog den Fourikrreihen darstellen läßt. Der Koeffizient c, muß mit der 
Funktion @, über 


= [dx ph(a) ya’) (6) 


zusammenhängen. (6) folgt mit (2) direkt aus (5) nach Multiplikation mit 
p,, und Integration über alle x. Wenn also eine Funktion in der Form (5) 
gegeben ist, so folgt (6) daraus unmittelbar auf Grund der Orthogonalitäts- 
bedingung (2). Das Funktionensystem der @, wird dann als vollständig 
bezeichnet, wenn jede beliebige Funktion y durch (5) dargestellt werden 
kann. Das ist der Fall, wenn 


Zn) =) (7) 


gilt. Dabei bedeutet ö(x) die durch 
ya) = [ dr’ö@— 2’) y(a’) (8) 
für beliebige 4(x) definierte DirAcsche ö-Funktion 


se nn eu für x fi 0 [des =1. (9) 


In (7) wird vorausgesetzt, daß alle Funktionen 9,(x) normierbar sind und 
eine diskrete Folge bilden. Ist dies wie beim Potential der Abb. 333.2 für 
E> V „nicht der Fall, so hat man sich das Teilchen, wie in Abschnitt 331 
erläutert, zusätzlich in einem sehr großen (eindimensionalen) Normierungs- 
volumen vorzustellen. Dann sind alle Lösungen diskret, normierbar, ortho- 
gonal und vollständig im Sinne von (7). Die rechte Seite von (5) wird mit 
c„ aus (6) 


pn) [Ar pr) ya) [ da’ Zonte)aite‘)] y@a')=y(e) (10) 
bei Verwendung der Vollständigkeitsrelation (7). Damit ist (5) bestätigt. 


Die allgemeinste zeitabhängige Lösung der ScHRönInGERgleichung 
(332.1) erhält man durch willkürliche Vorgabe einer Funktion y(x, 0) 
zur Zeit t= 0, da (332.1) bezüglich der Zeit von erster Ordnung ist. Wegen 
der Darstellbarkeit (5) läßt sich für yp(x, 0) eine Entwicklung nach statio- 
nären Lösungen ansetzen: 


vw, 0)= Zpna)en = [dx’pkla')yle’,0). (11) 


In den beliebig vorgebbaren Koeffizienten c, sind hier die Anfangsbedin- 
gungen enthalten. Da nun aber der Zeitablauf stationärer Lösungen nach 
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(332.2) bekannt ist, läßt sich die zugehörige allgemeine Lösung sofort in 


der Form Ei 
vot)=de *"onle)en Sn 
n 


angeben. Die Normierungsbedingung für y hat für die c, die Gültigkeit von 
2 nn [[ dxda’y* (x, 0) 3 In) pre) y x’, 0) 
= [f dada'y*(&,0)ö(® — x’)ylR’, 0) (13) 
— [ax|ve, >=] 


zur Folge. Außerdem läßt sich y(x,t) mit (11) auch durch y(x, 0) direkt 
darstellen: 


MER EB HOTEL ZICHTCHU a 
n 
Etwas allgemeiner lautet diese Gleichung 


y(z,t)= [dx RK, t;, ya”, e) 
= Entt-2N (15) 


K(z,t;,t)= 3 9n(2)pn («)e 


In dieser Form enthält der Integralkern K den Zeitablauf des Systems und 
beschreibt die zu irgendeiner Zeit t’ willkürlich vorgegebene Funktion y(x’,?) 
im gesamten Zeitablauf für alle t. 


334 Die Heisengerssehe Unbestimmtheitsrelation 


Bereits in Abschnitt 322 stellte sich heraus, daß sich über den Ort x 
eines physikalischen Zustands, dessen Impuls P bekannt ist und der dem- 
entsprechend durch eine ebene Welle (321.6) beschrieben wird, keine näheren 
Angaben machen lassen. Vielmehr ist die zu einem solchen Zustand gehörige 
Wahrscheinlichkeitsverteilung des Orts im ganzen Raum konstant. Die 
Unbestimmtheit des Impulses ist hier AP=0, die des Orts dagegen 
Ax = oo. Der Ort ist also völlig unbestimmt. Es läßt sich nunmehr zeigen, 
daß zwischen den Unbestimmtheiten A Pund A xein allgemeiner Zusammen- 
hang besteht, der bei beliebigen physikalischen Zuständen gültig ist. Das 
Produkt dieser Unbestimmtheiten besitzt nämlich eine untere Schranke. 


Zunächst soll die Richtigkeit dieser bereits in Abschnitt 322 erwähnten 
Aussage mehr von der anschaulichen Seite her erläutert werden. Wir be- 
trachten einen Zustand mit endlicher Unbestimmtheit Ax des Orts: 

+ innerhalb 


P 1 
= außerhalb an M 
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Die zugehörige Wellenfunktion 9 muß also auf den Bereich Ax konzentriert 
sein, sie ist demnach keine ebene Welle und kann somit keinen eindeutig 
definierten Impuls besitzen. Man kann eine Funktion p mit der Eigen- 
schaft (1) nur durch Überlagerung ebener Wellen mit verschiedenen Wellen- 
längen und dementsprechend mit verschiedenen Impulsen erhalten. Ist 

der Zustand so beschaffen, daß er 


Pu INIPMN UN eine mittlere Wellenlänge A enthält, 
von der etwa n Wellenzüge in Ax 

Par SNUAIU enthalten sind, so müssen die ver- 

A schiedenen Wellenlängen, wie Abb. 334 
zeigt, mindestens auf den Bereich 


N N"S<SISK Az=n} 


2 
Axz=(n-+1)4” 2) 

_ 1x — 5 e ; 
Abb. 334. Interferenz ebener Wellen verteilt sein, damit außerhalb des 
mit verschiedenen Wellenlängen. Bereiches Ax eine gegenseitige Aus- 
As=n4=(n+1)4” löschung der verschiedenen Kompo- 


nenten durch Interferenz möglich ist. 
Wegen der pw BrocLieschen Beziehung zwischen Impuls und Wellenlänge 
bedeutet das für die in y enthaltenen Impulse P= h/}, daß sie zwischen 


m+1--2P2nt- (3) 

liegen müssen. 
Die Unbestimmtheit AP des Impulses beträgt danach etwa AP=h/Az, 
womit die HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation zunächst qualitativ 


in der Form APArzh (4) 


bewiesen ist. Natürlich stellt die soeben gemachte Aussage über AP, wie 
in (4) bereits ausgedrückt wurde, eine Mindestaussage dar, denn zu den 
für die Interferenz benötigten verschiedenen Wellenlängen lassen sich ohne 
weiteres noch solche außerhalb des Bereiches (2) hinzufügen, wodurch AP 
vergrößert würde. 


Die Unbestimmtheitsrelation in genauerer Form zu erhalten, erfordert 
zunächst eine exakte Definition der Unbestimmtheiten AP und Ax, die 
jetzt im Sinne der in der Statistik üblichen Schwankungsquadrate ein- 
geführt werden: 


ln as] ’ 
NR -P-R P’= [20° Gr 32) 9 [fazr"; er ze]. & 


Nunmehr wird die in der Unbestimmtheitsrelation (4) zunächst nur ab- 
geschätzte untere Grenze exakt bestimmt durch die Berechnung eines 
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Zustandes o mit der Eigenschaft, daß das Produkt seiner Unbestimmtheiten 
AP Az ein Minimum geben soll. 


Dieser Zustand maximaler Bestimmtheit folgt somit mathematisch aus der 
Forderung, daß APAx bzw. (A P)?(Ax)* unter Wahrung der Normierungs- 
bedingung für 9 ein Minimum aufweisen soll, daß also 


ö (AP) (Aa)? — 1 [dap*p}=0 (6) 


gilt. In diesem Ausdruck sind von der komplexen Funktion p genau- 
genommen Real- und Imaginärteil einzeln zu variieren. Statt dessen können 
(siehe W 132) hier @ und @* als unabhängige Funktionen einzeln variiert 
werden. Außerdem genügt die Variation von o* allein, weil die entsprechende 
Variation über 9 lediglich ein zum ersten konjugiert komplexes Ergebnis 
liefert. 


Die in (5) enthaltenen Mittelwerte & und P sind dabei nicht von prin- 
zipieller Bedeutung und können durch Null ersetzt werden; dann erhält 
das Variationsproblem (6) die Form 


öl. 1=(6P) + Pr — 1 | d2(69%)9 
= [äxög* | (-# e )+Pe#-1]o=0. 


02° 


7) 


Mit den Abkürzungen 


Aı=f=a APp=P=P (8) 
folgt aus dieser Variationsbedingung die Bestimmungsgleichung 
02 (-# _ ) +B22]9 = (9) 
d2 PAR 


für den Zustand @ größter Bestimmtheit. Durch Multiplikation von links 
mit 9@*, anschließender Integration über alle x und Vergleich mit (5) 


wird A als 
= 20? ß? (10) 


bestimmt, und die Variationsbedingung führt über (9) somit endgültig auf 
die Bestimmungsgleichung 


-## + Pe 22 ]|9=0 a1) 
für den Zustand p maximaler Bestimmtheit. 


Für diese Gleichung (11) läßt sich eine einfache Lösung angeben: 


az ö 
9=le ? 45-8. (12) 


1335*] 33 Eindimensionale Bewegung eines gebundenen Teilchens 147 


Setzt man (12) in (11) ein, so wird die eckige Klammer von (11) zu einer 
Bedingungsgleichung für die auftretenden Koeffizienten «, ß, y: 


Ja 2 ( yea) + Bea? — 22 ß? 
= PI-PRr)+RR— 22-0. 


(13) 


Daraus, daß in (13) die Glieder mit x? und ohne x? einzeln verschwinden 
müssen, folgen Ax=«a und AP=ß zu 


hy 

TE de= = (14) 
Diese Unbestimmtheiten ergeben somit im Produkt AxAP= h/2. Da 
dies der Zustand maximaler Bestimmtheit ist, wie aus seiner Berechnung 
hervorgeht, ist zu folgern, daß bei jedem anderen physikalischen Zustand 
das Produkt der Unbestimmtheiten entweder auch %/2 oder größer ist 
Definiert man die Unbestimmtheiten durch die mittleren Schwankungs- 
quadrate (5), so folgt 


A 


- war 


APAe2 Pla) me y=beliebig | (15) 


als Heısengerssche Unbestimmtheitsrelation (vgl. auch Abschnitt 323). 


Betrachtet man die Bestimmungsgleichung (9) für $ als ScHRÖDINGER- 
gleichung für die stationären Zustände in einem vorgegebenen Potential, 
so sieht man, daß der Zustand maximaler Bestimmtheit als stationärer 
Zustand nur im Potential eines harmonischen Oszillators V (x) = mw?x?/2 
als Grundzustand auftritt. 


335* Quasistationäre Zustände 


Neben den in Kapitel 32 behandelten freien und den am Potential 
gestreuten freien Teilchen einerseits und den gebundenen Teilchen in 
stationären Zuständen andererseits gibt es noch eine Gruppe von physi- 
kalischen Zuständen, die zwischen diesen beiden Typen so etwas wie eine 
Mittelstellung einnimmt. Es handelt sich dabei um die Beschreibung 
physikalischer Situationen, in denen zum Beispiel ein Teilchen zwar in 
einem entsprechenden Potential räumlich konzentriert gebunden ist und 
sich demnach in einem stationären Zustand befindet, aber doch mit einer 
gewissen, verhältnismäßig kleinen Wahrscheinlichkeit diesen gebundenen 
Zustand verlassen und als freies Teilchen davonlaufen kann. Das ist immer 
dann möglich, wenn der Energiesatz die Voraussetzung dafür liefert, wenn 
es also Zustände gibt, in denen sich das vorher gebundene Teilchen als freies 
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Teilchen außerhalb des Bindungspotentials oder jedenfalls in einem anderen 
als dem ursprünglichen Zustand befinden kann, wenn es also zum statio- 
nären Anfangszustand verschiedene Endzustände gibt, deren Energie mit 
der Anfangsenergie übereinstimmt oder kleiner ist. 


Es gibt eine große Anzahl von Beispielen für solche physikalischen 
Situationen, deren zugehörige quantenmechanische Zustände als quasi- 
stationär bezeichnet werden. Zu ihnen gehören alle angeregten Zustände 
der Elektronen in der Atomhülle und der Protonen im Kern, wenn man die 
Wechselwirkung dieser Teilchen mit dem elektromagnetischen Feld, also 
ihre Fähigkeit, Lichtquanten zu emittieren, berücksichtigt. Während in 
diesen Fällen also die ScHRönmeergleichung ohne Berücksichtigung 
dieser Wechselwirkung stationäre 
Zustände als Lösungen liefert, 
die der unendlich langen Lebens- 
dauer der Teilchen in diesen Zu- 
ständen entsprechen, gibt es bei 
Berücksichtigung der elektro- 
magnetischen Wechselwirkung 


Abb. 335.1. Potential des gebundenen Zu- 

stands (gestricheit) und des quasistationären Stets eine von Null verschiedene 

Zuständs Übergangswahrscheinliehkeit in 

tiefere Zustände der entsprechen- 

den Teilchen. Die überschüssige Energie wird dann als Lichtquant ab- 

gestrahlt. Entsprechend wird die Lebensdauer der betrachteten Zustände 
endlich, sie sind quasistationär. 


Quasistationäre Zustände entstehen ebenfalls, wenn sich ein Teilchen 
im Inneren eines Potentials befindet, das wie in Abb. 335.1 zwar unmittel- 
bar innen wie ein Bindungspotential geformt ist, sich aber in großem 
Abstand so tief senkt, daß das im Potentialinneren gebundene Teilchen auch 
außerhalb des Potentials als freies Teilchen mit gleicher Energie E laufen 
könnte. In dieser Situation befinden sich die «-Teilchen im Inneren von 
Atomkernen, weil der Kern am Rande, wo die Wirkung der anziehenden 
Kernkräfte aufhört, von einem Wall elektrostatischen Abstoßungspotentials 
umgeben ist. Als Prototyp eines solchen quasistationären Zustandes wird 
die eindimensionale Situation der Abb. 335.1 in diesem Abschnitt behandelt. 


Betrachtet wird eine kontinuierliche Schar von symmetrischen Poten- 
tialen V(&,x)= V(&, —x), die sich durch verschiedene Parameterwerte & 
unterscheiden. Der Wert &= 0 entspricht dem gestrichelten Verlauf des 
Bindungspotentials V(0, x). Alle übrigen Potentiale V(£,x) zeigen im 
inneren Bereich den gleichen Verlauf. Außen liegen sie niedriger als V (0, ) 
und gehen asymptotisch in die Werte V.(&) über. Außerhalb von |x| = b 
sollen sie bereits konstant sein. 
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Ein Teilchen, das sich in einem dieser Potentiale bewegt, genügt der 
ScHRÖDINGERgleichung 


: 5 v=| _ nn +V&,a)]|v- (1) 


Für feste Parameterwerte & sind die Lösungen von (1) normierbare, ge- 
bundene Zustände 

T 

N, &) 
sofern deren Energie E(£) niedriger ist als der asymptotische Wert V_.(£) 
des zugehörigen Potentials. Hier soll nur ein einziger Zustand betrachtet 
werden; der sonst zur Unterscheidung verschiedener Zustände übliche 
Index n kann daher fortgelassen werden. Wie genauer in Abschnitt 413 
behandelt wird, sind die Lösungen (2) wegen der Symmetrie des Potentials 
symmetrisch oder antisymmetrisch. Es genügt also, ihren Ortsverlauf im 
positiven Bereich x > 0 zu diskutieren. 


Ist weiter V(£) kleiner als E(£), wie das bei dem in Abb. 335.1 dar- 
gestellten Beispiel der Fall ist, so ist die Wellenfunktion im inneren Bereich 
konkav und weiter außen konvex wie beim Bindungszustand. Ganz außen 
jedoch ist sie wieder konkav, also oszillierend und demzufolge insgesamt 
nicht normierbar. Es existiert eine von Null verschiedene Wahrscheinlich- 
keit, das Teilchen auch weit außerhalb des Bindungsbereichs anzutreffen. 
Besonders interessant sind diejenigen Lösungen, welche aus gebundenen 
Zuständen beim Umschalten des Potentials von V(0, x) auf V(£,x) ent- 
stehen. Sie beschreiben nämlich den Zerfall von Bindungszuständen durch 
„Tunneleffekt‘“, worunter das Durchlaufen eines Potentialbereichs zu ver- 
stehen ist, für den £< V ist, der also für ein klassisches Teilchen undurch- 
dringlich wäre. Es müssen daher die Fälle 


E(O)SVo(E) 


unterschieden werden. 


ya,i)=e 


stabil, gebunden 
= | (3) 


instabil 


In welcher Weise ändert sich ein gebundener Zustand, wenn bei i=0 
das Potential auf V(&, x) umgeschaltet wird? Der Umschaltvorgang wird 
durch Angabe einer Schaltfunktion &(t) beschrieben. Die zugehörige Wellen- 
funktion y genügt der zeitabhängigen ScHRÖöDINGERgleichung (1). Da sie 
vor dem Einschalten mit dem gebundenen Zustand (2) für & = 0 identisch 
sein soll, liegen ihre Anfangsbedingungen hinreichend fest, und y läßt sich 
daher im Prinzip immer berechnen. Außerordentlich vereinfacht wird die 
Lösung bei adiabatischem Einschalten innerhalb eines sehr langen Zeit- 


raumes t,;: 
E+0 für LEE (4) 


ll Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Während der Umschaltzeit t, soll sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
des Teilchens im Bindungsbereich noch nicht geändert haben. Es ist also t, 
klein gegen die Zerfallszeit r des Bindungszustandes. Ist weiter t, sehr groß 
gegen die Zeit der Phasenänderung der Wellenfunktion t,, = 2rh/E(0), 
so ist der Endzustand unabhängig von der speziellen Zeitabhängigkeit von 
&(t), wenn £(t) eine glatte Funktion ist. Er wird wiederum durch (2) be- 
schrieben, jetzt jedoch mit einem anderen Parameterwert &. Zur weiteren 
Vereinfachung beobachtet man y erst 
Ei) nach langen Zeiten =, also ins- 

gesamt unter den Voraussetzungen 


t=T>Tr>1,>tz. (5) 
_te +te t Damit sind für die Anfangsbedin- 
B 2 gungen Voraussetzungen geschaffen, 


Abb. 335.2. Die Umschaltfunktion die eine physikalische Situation be- 

schreiben, in der sich ein Teilchen zur 

Anfangszeit {= 0 noch im Anziehungsbereich befand und anschließend 
durch den Potentialwall entweicht. 


Im instabilen Fall (3), dessen Potentialverlauf in Abb. 335.1 glatt ein- 
getragen ist, führt der allmähliche Zerfall des Bindungszustands dazu, 
daß die Wahrscheinlichkeit 


+b 
W=Wi)= [dx|yi,t)]? (6) 
-b 


dafür, daß sich das Teilchen noch im Anziehungsbereich befindet, mit der 
Zeit abnehmen muß. Nun muß für |x| > b die Lösung y wegen des kon- 
stanten Potentials periodisch und der Situation entsprechend eine aus- 
laufende Welle sein: 


y(z,t) Ta ı2|>b 
(7) 


Ihr Normierungsfaktor muß proportional zu YW sein, damit bei |x| = b 
zu allen Zeiten t eine Anpassung möglich ist. Im übrigen enthält er eine 
zunächst noch beliebige Konstante 4. v in (7) ist die klassische Geschwindig- 
keit des auslaufenden Teilchens. Wegen der zusätzlichen Zeitabhängigkeit 
der Wellenfunktion durch W(t) ist (7) keine völlig exakte Lösung der 
SCHRÖDINGERgleichung. 


Die Zeitabhängigkeit von W in (6) läßt sich angeben, wenn man nach den 
Ausführungen von Abschnitt 313 zusammen mit dem Ansatz (7) den nach 
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außen RN Strom berechnet: 


dy* „ dy 
Gr art lat: a) 


(8) 


h . +b h 4kW © 
a FF 
W muß also exponentiell abklingen: 
“U =-rW W(t)=W (O)e-’! y-=-- (9) 


Hier ist r=1/y die mittlere Abklingzeit, und A hat entsprechend die Bedeu- 
tung des Wegs, den das Teilchen innerhalb der Zeit r im äußeren Potential- 
bereich zurücklegen kann. Will man auch bei einem solchen zerfallenden 
Zustand die in (2) eingeführte rein exponentielle Form der Zeitabhängigkeit 
beibehalten, dann muß wegen (9) zur Energie E(£) ein kleiner negativ 
imaginärer Anteil a werden: 


h 
E= Ba-i4y —r<|E($)| 
ip? . el, La n 
va,ı)=e* pa)=e* ee? pa). 
Das ist die sogenannte quasistationäre Lösung des Problems, die sich von 
einer echten stationären Lösung dadurch unterscheidet, daß die Energie 
komplex wird. Sie beschreibt den Zustand, in den ein stabiler Zustand nach 
sehr langer Zeit = T übergeht, wenn sein Potential bei t = 0 adiabatisch 
auf eine instabile Form umgeschaltet wurde. 


Dieser durch (10) und (7) charakterisierte Zustand ist jedoch nicht 
normierbar, weily im ganzen Außenbereich bis &— oo von Null ver- 
schieden bleibt. Der wahre, normierbare und nichtstationäre Zustand muß 
sich von diesem idealisierten Zustand also noch unterscheiden, und zwar, 
wie sich herausstellen wird, bei sehr großen Abständen. Für diesen wahren 
Zustand soll nach der sehr langen Zeit 


1 DL 
a (11) 


die Lösung y von (10) und (7) gültig sein. Das trifft auch sicher im Bereich 
des Bindungspotentials und seiner näheren und weiteren Umgebung zu. 
Wenn aber bei {= 0 umgeschaltet wurde, so kann das Teilchen zur Zeit 
t = T höchstens bei L= vT angekommen sein. Es muß also 

ya, =0 für a1>L=vT (12) 
sein. In Wirklichkeit gilt also dort nicht die quasistationäre Lösung (7), 
(10), sondern eine nichtstationäre Lösung, wie sie in Abb. 335.3 dargestellt 
ist. Diese Lösung verhält sich zur Zeit T bis zu x = L wie die quasistationäre 
Lösung. Bei x=_L jedoch klingt sie im Bereich der ‚„Umschaltlänge“ 


11* 
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1, = vt, auf Null ab. Sie ist natürlich normierbar und geht unter Wahrung 
der Normierungsbedingung in der Grenze (5), also T—-, in die quasi- 
stationäre Lösung über. 


Weiter sei noch eine Feinheit erwähnt, die in Abb. 335.3 mit zum Aus- 
druck kommt. Soll y mit der gesamten Zeitabhängigkeit von (7) bzw. (10) 
im Außenraum |x| > b die SchRÖDINGERgleichung für konstantes Potential 
erfüllen, so muß k in (7) durch 


i hyl2 
x Pi (E— Vz(d)-k(l 356) 


13) 
5 v iz 
ersetzt werden, und die Wellenfunktion y wird außen wegen (7) und (9) 
Mn ; |@| 
ne N Fe al a a (14) 


Wegen des Imaginärteils in der Energie ist y keine reine ebene Welle mehr. 
Sie wächst nach außen hin schwach exponentiell mit der Abklinglänge 

)= vr. Das liegt daran, daß die 
Ay weiter außen befindlichen Teile 
der Wellenfunktion zu einem 
früheren Zeitpunkt vom Bin- 
dungszentrum emittiert wurden, 
als dessen Besetzungswahrschein- 
lichkeit W entsprechend (9) noch 
größer war. 


Abb. 335.3. Der asymptotische Verlauf des Ein quantitatives Beispiel für 

quasistationären Zustands einen quasistationären Zustand 

wird in der Übungsaufgabe 33.4 

gerechnet. Bewirkt die Potentialumschaltung nur eine kleine Störung des 
stationären Zustands, so ist wie vorausgesetzt 


(= E00) v-YZEO-Ve), (8) 


und die physikalisch allein wichtigen Größen sind 7,y=1/r und = vr. 
Es genügt also, eine von ihnen, etwa A, zu bestimmen. Ihr Wert hängt 
sicher hauptsächlich vom Bindungszustand E(£) und vom allgemeinen 
Potentialverlauf ab. 


Eine allgemeine Abschätzung von A erhält man durch Anwendung der 
in Abschnitt 317 behandelten WKB-Methode. Für die Wellenfunktion wird 
bei 2>0 der Ansatz 


ee Pa)=Vem(Ed— Ve) (16) 
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gemacht, der im klassisch verbotenen Bereich in 


67 
1 — 
Mena d in 
ar TE Bo<V an 
übergeht. Beim quasistationären Zustand hält sich das Teilchen vorwiegend 
im mittleren Teil des Potentials auf. Für den Bereich des Potentialtunnels 
also kommt von (17) nur die exponentiell abfallende Lösung in Betracht. 


Für die Wellenfunktion außen und innen gilt also vergleichsweise 


Ta 
-— [az Vemv@)-E) 


va’=|ylte * < pl. (18) 


Der hier weggelassene Faktor P;/P, ist gegenüber dem Exponential- 
ausdruck im allgemeinen bedeutungslos. Beim Vergleich mit dem Ansatz (7) 
für y, bei = b ist 


W 
vl’=5z- (19) 
Nimmt man weiter y, genähert als konstant an, so vereinfacht sich (6) zu 
+b 
W= [dx|yj?=2a |y;|? (20) 
-b 


mit aals dem halben Anziehungsbereich des Potentials. Mit dem sogenannten 
GAmowfaktor G lautet (18): 


1 e en 
G=-+, [deVzm(V@)—EH). | (u 
2% 
Damit sind Abklinglänge A und Zerfallszeit 7 = A/v durch 
A=ae?* T=1e0 (22) 


® 


gegeben. A und r sind damit Funktionen des Potentialverlaufs V (x), der 
Bindungsenergie E(£) und des halben Anziehungsbereiches a. Die Pro- 
portionalität von r zu a ist so zu verstehen, daß das Teilchen bei einem 
größeren Potentialtopf seltener an den Rand gelangt und daher mit geringerer 
Wahrscheinlichkeit nach außen entweicht. Die Integration in (21) verläuft 
über den gesamten Potentialtunnel, und A ist um so größer gegen a, je 
„höher“ und länger der Potentialwall ist. 


336* Unbestimmtheit von Energie und Zeit 


Die Energie eines stationären Zustands ist durch die Frequenz dieses 
Zustands eindeutig gegeben. Bei einem quasistationären Zustand nach 
(335.14) entspricht die Zeitabhängigkeit der einer gedämpften Schwingung, 
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die ihrerseits in ein Spektrum verschiedener Frequenzen zerlegt werden 
kann. Bei der nachfolgenden Betrachtung interessiert vor allem die Zeit- 
abhängigkeit der Wellenfunktion, während die Normierung und selbst die 
Ortsabhängigkeit ohne Belang sind. 


Die Zeitabhängigkeit der Wellenfunktion bei einem quasistationären 
Zustand ist durch 


-iwt- Zt t>0 
e E 

)= für =. 1 
v0=!, vo 9 () 


gegeben. Hierbei wird angenommen, daß dieser Zustand zur Zeit t=0 
eingeschaltet wurde. Das zugehörige Frequenzspektrum entsteht durch 
Bildung der FourIErtransformierten 
. 7 
i@-oriz)t _ 1 j (2) 


5-10 — on) 


Y(w) - färe 
ö 


Die zugehörigen Intensitäten, dargestellt in Abb. 336, sind 


1 

Meere (3) 
(2) tan 

Die im quasistationären Zustand beteiligten Frequenzen gruppieren sich 

also um den mittleren Wert = ®,. Man erhält diejenigen Frequenzen, 

bei denen die Intensität auf den halben Wert des Maximalwertes bei 


®=, gesunken ist, durch die Bedingung 


ai? 1 1 1 
=. ’ (4) 
y\2 2 7y\8 
Ber: 
dw=y und somit 
wo u o=- 045 Ao=y. (8) 


Abb. 336. Frequenzspektrum der 


gedämpften Schwingung Die Halbwertsbreite des Spektrums (3) ist 


also Aw = y. 
Die mittlere Energie des quasistationären Zustands (1) ist natürlich 
E=ho,=EB,. (6) 
Da neben w, noch andere benachbarte Frequenzen an diesem Zustand 
beteiligt sind, ist auch E, kein Eigenwert. Als mittlere Unbestimmtheit 
der Energie AE kann AE=hA0f2 —=hy]2 (7) 


angesetzt werden. Hier ist, wie der Vergleich von Abb. 336 mit Abb. 244 
zeigt, für das mittlere Schwankungsquadrat der Frequenz der ungefähre 


[336*] 33 Eindimensionale Bewegung eines gebundenen Teilchens 155 


Wert Aw/2 genommen. Zur Messung der Energie des quasistationären 
Zustands steht keine beliebig lange Zeit zur Verfügung, weil dieser Zustand 
nur eine endliche Lebensdauer 7 aufweist. Die wirklich zur Verfügung 
stehende Zeit At kann daher als 


At=T= (8) 


2 
Y 
angesetzt werden. Vergleicht man (7) und (8), so stellt sich heraus, daß 
zwischen den Unbestimmtheiten von Energie und Zeit eine Relation 


gilt, genau wie in (334.15) zwischen Orten und Impulsen. (9) stellt die 
Unbestimmtheitsrelation bezüglich der Energie und der Zeit dar. Beim 
hier betrachteten quasistationären Zustand gilt das Gleichheitszeichen in (9). 


Ebenfalls quasistationäre Zustände entstehen, wenn Elektronen von 
ihren diskreten Zuständen in energetisch tiefere Zustände übergehen 
können unter gleichzeitiger Emission von Lichtquanten. Diese Zustände 
sind nur dann stationär, besitzen also nur dann eine Lebensdauer 7= ©, 
wenn die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld vernach- 
lässigt wird. Die Berücksichtigung der Lichtemission dagegen liefert Wellen- 
funktionen, deren Zeitabhängigkeit ebenfalls vom Typ (1) ist und für die 
die gleichen, in diesem Abschnitt durchgeführten Überlegungen gelten. Die 
Lichtemission macht sich wie eine Reibungskraft K, bemerkbar, da sie 
dem Elektron Energie entzieht. Ihre klassische Beschreibung erfolgt 
gemäß 


K,=—myg ER t+rw|=-mer. 0) 


Die zweite der Gleichungen entsteht aus der Bewegungsgleichung nach 
Multiplikation mit q und enthält die Energiebilanz. Sie zeigt die Bedeutung 
von y als Abklingkonstante der Energie; insofern ist das hier in (10) ein- 
geführte mit dem in (1) vorkommenden y bedeutungsgleich. Die emittierte 
Strahlung besitzt notwendigerweise die gleiche Zeitabhängigkeit (1) wie 
das bewegte Elektron. Die ausgestrahlten Wellenlängen besitzen also eine 
Linienbreite 

— 226 oa 28° (u) 


= ’ 


[?) w* 


4r=|a28 


die durch y maßgeblich beeinflußt ist. 


Bei klassischer Berechnung der Lichtemission entsteht aus der zweiten 
Gleichung von (10) mit (221.2) 


N a 
Yu=yp, "IE zu Io m’ aa) 
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und für die Linienbreite ergibt sich 


_4n €& ee ,; ‚10-15 
Ne = 2818-10" m, (13) 
unabhängig von der Frequenz der Strahlung. e?/mc? wird als klassischer 
Elektronenradius bezeichnet und AA als natürliche Linienbreite. 


Die entsprechenden quantenmechanischen Formeln ergeben sich korre- 
spondenzmäßig wie (222.3). Jeder Energiezustand E, erhält nach (7) eine 
Energieunschärfe, die Termbreite 

2 
AB, == Inn ger 3 Oh | Im]? (14) 
hervorgerufen durch die Übergangswahrscheinlichkeiten y„„n+0 für 
Übergänge n — m des Elektrons in Zustände E,, deren Energie niedriger 
als E, ist. Bei einem speziellen Übergang n— m besitzt das emittierte 
Lichtquant die Energieunschärfe RAoyn = RYmn- Diese Unschärfe bewirkt 
die Linienbreite 


2nec 4n € Amonn|Amn|? 
Nena Im na mn a | (15) 


zu der nur noch der eine Koeffizient y„„ beträgt, weil bei Emission des 
Lichtquants ho,,„ bereits Gewißheit über den Endzustand m herrscht. Die 
in (15) zur klassischen Linienbreite hinzutretenden Faktoren f,,„ werden als 
Oszillatorstärken bezeichnet. Sie erfüllen übrigens wegen Pyn = MiomnImn 
die Summenregel 


hmm 224 Panda 4 ([P: Dan= 1, (16) 


wie man unter Verwendung der kanonischen Vertauschung (233.15) leicht 
sieht. 


Übungsaufgaben 


33.1. Man definiere die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit exakt und berechne 
sie für den Fall des harmonischen Öszillators. 


33.2. Für eine rechteckige Potentialmulde der Breite 24 und der Tiefe P,= Vo — V (0) 
berechne man die Wellenfunktionen p und die Energieeigenwerte E. 


33.3. a) Wie ändern sich die Wellenfunktionen und Energieeigenwerte von Auf- 
gabe 33.2 im Grenzfall a>0, Vo =konst, V, >, aV, = konst? 
b) Man löse die ScHRÖDINGERgleichung für ein Potential V (x) = —2aV,ö(z). 


c) Man leite aus Aufgabe 33.2 den Grenzfall eines Kastens mit spiegelnden 
Wänden ab (Vox > ). 
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33.4. Ein Teilchen befindet sich in einem ö-Potential. Gemäß den Ausführungen 
von Abschnitt 335 soll der ursprünglich geradlinige Verlauf des Potentials 
im Abstand b vom Symmetriezentrum der Abbildung entsprechend adiabatisch 
gesenkt werden. Wie lautet V 
die neue Wellenfunktion 
des sich nach langer Zeit 
einstellenden quasistatio- 
nären Zustands, wenn die 
Länge b des Potentialtun- 
nels groß ist gegen die 
Abklinglänge der Wellen. 
funktion im stationären Zu- 
stand? 


34 Zusammenhang mit der Matrixmechanik 


Zusammenfassung: Die Scuröpingergleichung für das Oszillatorpotential 
läßt sich für alle Zustände p, nach Einführung geeigneter Operatoren durch einen 
Formalismus lösen, der dem in der Matrixrechnung verwendeten völlig analog ist. 
Die Ergebnisse (E,,9,, 4x, AP) stimmen völlig mit den Resultaten der HEISEN- 
BERGschen Matrixmechanik überein; ebenso ergibt sich Übereinstimmung, wenn man 


die Matrixelemente des Orts g,„„ durch 9, = f dx vi xy, definiert. 


Führt man allgemeine Matrixelemente durch A,„„= J dx y* Ay, ein, so läßt sich 
für die entsprechenden Matrizen A, B..., im besonderen P, g, zeigen, daß die Regeln 
der Matrixmultiplikation und die kanonischen Vertauschungen [P,, 4] = (Ali) dir 


erfüllt sind und daß auch für die Zeitabhängigkeit der Matrizen die Beziehung 
A = (i/A)[H, 4] gilt. Aus der allgemeinen Gültigkeit der Vertauschungsrelationen 


folgt die Schröningergleichung für Mehrkörperprobleme. Der HamıtTonoperator H 
entsteht dadurch, daß in der klassischen Hamıtronfunktion H alle Impulse p, durch 
höjidr, ersetzt werden. 


341 Wellenmechanische Behandlung des Oszillators 


Nachdem das Verhalten eines Teilchens im beliebig vorgegebenen Poten- 
tial qualitativ ausführlich studiert wurde, sollen die Eigenzustände und 
Wellenfunktionen p nunmehr für ein spezielles Potential V (x), nämlich 
für das Oszillatorpotential 
m 


Y(x)= 3 


ig (ı) 
berechnet werden. Da dieses Potential für x — vo positiv unendlich wird, 
gibt es gebundene Zustände als Lösungen, dagegen keine Streuzustände. 
Die Lösungen müssen normierbar sein und der zeitunabhängigen SCHRÖ- 
DINGERgleichung 


Rod 
35 at 3er |e=#8 (2) 
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genügen. Die einzelnen Zustände werden, wie in Abschnitt 333 besprochen, 
mit o,, E„ bezeichnet, n gibt die Zahl der Knoten von 9, an. 


Die Behandlung und Lösung dieses Problems ist aus verschiedenen 
Gründen von besonderer Bedeutung, zum einen, weil die Bindung der Atome 
im Kristall oder Molekül näherungsweise durch ein Oszillatorpotential vom _ 
Typ (1) beschrieben werden kann, zum anderen, weil das gleiche Problem 
bereits in 241 bis 243 auf der Grundlage der Matrixmechanik vollständig 
behandelt wurde und der Vergleich beider Methoden die richtigen Hinweise 
dafür liefert, wie Wellen- und Matrixmechanik ihrer Struktur nach zu- 
sammenhängen. Schließlich soll hier die Gelegenheit benutzt werden zu 
zeigen, daß die Differentialgleichung (2), insbesondere bei der Bestimmung 
der angeregten Zustände, durch einen Formalismus gelöst werden kann, 
der mit der in 242 verwendeten Methode formal vällig übereinstimmt. Die 
Einführung von Operatoren a, a’, N hier wie dort ist im übrigen als beispiel- 
gebend für die Quantisierung einer großen Zahl physikalischer Probleme 
anzusehen, so auch für die in Abschnitt 316 skizzierte und in Kapitel 74 
durchgeführte allgemeine Quantelung von Wellentheorien. 


Zunächst soll der Grundzustand des durch (1) und (2) charakterisierten 
Problems berechnet werden. Da die Wellengleichung (2) bis auf die Be- 
zeichnung der Konstanten mit der Gleichung (334.11) übereinstimmt, 
muß die einfachste (also knotenfreie) Lösung dieser Gleichung vom Typ 
der dort angegebenen Lösungsfunktion 


= ENRR- 


M=ie ? (3) 
sein. Durch Einsetzen von (3) in (2) erhält man die Gleichung 


„ru-rr]+ Zorn. (4) 


Ein Koeffizientenvergleich führt direkt auf die beiden Bedingungen 


m h 
u 2 5 
für die Energie E, und die Konstante y. E, ist die Nullpunktsenergie, also 
die Energie des Grundzustands. Die Konstante c, in (3) wird durch die 
Normierungsbedingung 


+00 
. = [dag = lo [are = 7 


T 
y? 


(6) 


bestimmt zu 
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Damit sind alle wichtigen Aussagen über den Grundzustand des har- 
monischen Oszillators gemacht. 


Zunächst werden die in (5) erhaltenen Ergebnisse benutzt, um die in der 
Differentialgleichung (2) enthaltenen Variablen E und x durch entsprechende 
dimensionslose Größen » und y zu ersetzen: 


B=hol, +?) «==. (8) 
Die ScuRöpINgERgleichung erhält mit diesem Ansatz die Form 
1 d? 1 


Für den Grundzustand ergibt sich nach (3), (5) und (8) 


HP=ie ? „0. (10) 
Von der Richtigkeit der in (10) enthaltenen Angaben überzeugt man sich 
durch Einsetzen von (10) in (9). 


Nunmehr sind die Wellenfunktionen 9, und Energiewerte E, der an- 
geregten Zustände zu berechnen. Die links in (9) stehenden Größen 
1 d 1 
‚zur wen al) 


werden durch zwei voneinander verschiedene Operatoren 


dargestellt. Sie hängen über (20) zusammen und sind zueinander „hermitisch 
konjugiert“, wie am Schluß von Abschnitt 343 noch näher erläutert wird. 
Sie haben die Eigenschaften 


aat 2 
I-2 (#81) aal—ata=1. . (13) 


Ihr Produkt ata wird als neuer Differentialoperator N definiert und die 
Differentialgleichung (9) wird jetzt durch 
N 9n=P’nPn N=ata (14) 
dargestellt. 
Die Eigenwerte »„ und Eigenfunktionen 9, werden jetzt systematisch 
bestimmt. Zunächst ist wegen (10) 


JE 


d 
= lyt+,) ed Np=alap=0 = 0. (18) 
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Für jede Wellenfunktion o, läßt sich mit (13) die Gültigkeit von 
Nato„=ataatp,„=atlata+1)p, 


(16) 
=at(N+ )9,= ent l) 
zeigen und mit einer entsprechenden Überlegung für ap, auch 
Nay,=ap, m—]). (17) 


Zu jedem Eigenwert »„ von (14) gibt es also weitere Eigenwerte v„+1 
mit den zugehörigen (nicht normierten) Eigenfunktionen a!p, bzw. ap,. 
Durch wiederholte Anwendung der Operatoren a! und a auf eine beliebige 
Eigenfunktion o, ist die Bestimmung sämtlicher Eigenfunktionen und Eigen- 
werte der Gleichung (14) möglich. Da »v, = 0 in (17) bereits als Eigenwert 
zur Eigenfunktion 9, nachgewiesen wurde, müssen alle übrigen Eigen- 
funktionen und Eigenwerte durch 


0,2) = "(at)" 9 „en=0,1,2... (18) 


darstellbar sein. Die negativen Eigenwerte »„_„= —1, —2... entfallen; 
denn die zugehörigen Eigenfunktionen _, verschwinden nach (15) und (17) 
sämtlich. Andere (nicht ganzzahlige) Eigenwerte sind aber nicht möglich, 
weil mit ihnen zusammen Energien E„< E, existieren würden. Anderer- 
seits ist die zu E, gehörige Eigenfunktion @, knotenfrei und beschreibt 
daher den Zustand tiefster Energie. Damit ist das Eigenwertproblem für 
die Energie bereits gelöst. Man erhält die gleichen Eigenwerte wie in 
der Matrixmechanik. 


Gleichzeitig sind in (18) die Eigenfunktionen explizit angegeben. Die 
Normierungskonstanten c, können reell und positiv gewählt werden; ein 
komplexer Ansatz ist zwar möglich, würde jedoch nichts physikalisch Neues 
enthalten. Für das Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Koeffizienten 
liefert die Normierungsbedingung zusammen mit (18) fürn undn — 1: 


2 2 
1= [azıgur= [an| -atgn.ı) =\&-| [AntatpiDtargn-) 
„|? €, e. c„|\ Si 
= | Sdzsi-raatn a=\ | U4n = | n. 


Hier ist im vierten Gleichheitszeichen davon Gebrauch gemacht, daß sich 
der Operator a! im Integral von links nach rechts ‚‚herüberwerfen‘“ läßt: 


feterennn elle) 


(20) 
= [desto yVz Us wj day - [ds ni 
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f und g sollen normierbar sein; sie verschwinden daher im Unendlichen. 
Aus (19) ergibt sich durch wiederholtes Einsetzen 


(21) | 


= &n-1 = &-2 = % 
a a 
So entsteht endgültig: . 
» N _ı n 
E=ho(n+5) n= ar 2” (22) 


Anhand der zweiten Gleichung in (22) überzeugt man sich leicht von der 
Richtigkeit der Relationen 


atg,n = Yn+ 1 on+1 apn— Vnpr-ı- (23) 


Bei der zweiten Gleichung wurde mit (13) und (14) 
et A 
Pr Yn Pn-ı Yn Pn-1 Vn Pn-ı 
berücksichtigt. Damit kann das Problem des harmonischen Oszillators als 
gelöst angesehen werden. 


(24) 


342 Vergleich mit der Matrixmechanik 


Die Ergebnisse (341.22) sollen nunmehr etwas ausführlicher diskutiert 
werden. Diese Gleichung enthält zusammen mit (341.12) eine unmittelbare 
Berechnungsvorschrift für die Wellenfunktionen @,, die in Abb. 342.1 
für n = 0, 1 und 2 dargestellt sind. 


viy) ” Iyiy)l? 
2 R 


Abb. 342.1. Potential, Eigenfunktionen und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten des 
harmonischen Oszillators. Zum Vergleich sind die klassischen Aufenthaltswahrschein- 
lichkeiten w, eingetragen 
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Die Eigenfunktion des Grundzustands wurde bereits in (341.10) an- 
gegeben und lautet n 


-— y? 
u (1) 
Sie ist um den Punkt y= 0 herum konstant, ist symmetrisch und enthält 
keinen Knoten, wie das die qualitative Diskussion von Abschnitt 333 bereits 
erwarten ließ. Die Wellenfunktion des ersten angeregten Zustands ist 
nach (341.22) 


1 
Co uU 


1 
d\ -59° ee, R 
n=(v iy! 2 =ofäye 2. (2) 


Sie ist antisymmetrisch, enthält einen Knoten bei y= 0, und ihre zu- 
gehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung liegt weiter außen als bei 9,- 
Der zweite angeregte Zustand wird durch die symmetrische Wellenfunktion 


1 
EN 0 er 
P2 =(v dy y’ 


mit zwei Nullstellen beschrieben. Bei Fortsetzung dieses Verfahrens erhält 
man sukzessiv alle höheren angeregten Zustände, den n-ten in der Form 
eines Polynoms n-ter Ordnung neben dem Exponentialfaktor. In etwas 
anderer Normierung werden die vor der Exponentialfunktion stehenden 
Ausdrücke als Hrrmitesche Polynome bezeichnet. Die Zustände 9,, sind 


1 2 
= 2yhe ®" (3) 


Abb. 342.2. Vergleich von klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit und quanten- 
mechanischer Wahrscheinlichkeitsverteilung im 11. angeregten Energiezustand eines 
harmonischen Oszillators 


symmmetrisch, die Zustände @,,;, antisymmetrisch. Im übrigen weist die 
Funktion o,„, wie gefordert, n Knoten auf. 


Aus den Wellenfunktionen o,(x) gehen die Wahrscheinlichkeitsdichten 
9%(%) 9,(x) hervor. Sie sind für die Zustände n = 0, 1 und 2 in Abb. 342.1 
dargestellt und werden dort mit den (in Übung 33.1 berechneten) klas- 
sischen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten 

1 ER 
aya_ = E, = > DO &Ln (4) 
verglichen. x, sind die klassischen Umkehrpunkte, in denen w;,,(x) un- 
endlich wird. Außerhalb der Umkehrpunkte kann sich ein Teilchen nach 
der klassischen Mechanik nicht aufhalten (w,, = 0), wohl aber nach der 
Quantenmechanik (959, 0). Während der Unterschied zwischen wy;} 


wr,(2) = 
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und 9,9, in den untersten Zuständen, besonders im Grundzustand, recht 
kraß ist, geht für große Quantenzahlen die mittlere quantenmechanische 
Wahrscheinlichkeit in die entsprechende klassische über, wie Abb. 342.2 
zeigt. 


Der Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsverteilung liegt bei 
z= [depiap.= [Arie r=0, (5) 


was aus Symmetriegründen einleuchtet. Das quadratische Mittel des Orts x? 
jedoch berechnet sich mit (341.8 und 11) zu 


— h N 
®=[d | Aepila tat 
k 2% 
= | de pi + at +aat+ata)g, (6) 


- [ar +0 142 Nat ll+m). 


In der Klammer der zweiten Zeile von (6) tragen die ersten beiden Sum- 
manden wegen (341.23) und der Orthogonalität der Eigenfunktionen @,;5, 
9, und @,_, nichts bei. Die letzten beiden Glieder der Klammer bestimmen 
sich nach (341.13, 14 und 18). 


Aus (5) und (6) folgt die mittlere Schwankung, die Unbestimmtheit des 


Ortes also, zu 
Aa=\r—2’= 5-14 2m). (7) 


In ganz analoger Weise errechnet man für die Schwankung des Impulses P 


Se h d\? m d? 
(AP%=P= [dxpt(S 25) mM m fazo 9 


khmo km 


-— 3° (augkla—at?n=+t3% (142m) 


AP= #32 (1+ 2m). (9) 


Für das Produkt entsteht 
AeAP=(1+2n)2+ (10) 


(8) 


und erhält 


> 


in Übereinstimmung mit der HEIsENBERGschen Unbestimmtheitsrelation 
(334.15). Die angeregten Zustände weisen in (10) ein höheres Unbestimmt- 
heitsprodukt auf, was nach Abb. 342.1 ohne weiteres verständlich ist. 


Vergleicht man diese Ergebnisse mit den entsprechenden Resultaten der 
Matrixmechanik (Abschnitt 245), so stellt man Übereinstimmung fest. Der 
Meßwert der Matrix g, ihr Diagonalelement also, entspricht hier dem 
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Mittelwert & des Orts, Dieser Tatbestand ermutigt dazu, die übrigen 
Matrixelemente der HEISENBERGschen Mechanik durch den Ansatz 


I Ft drphapn | a) 
aufzusuchen. Die Auswertung dieses Ansatzes (11) liefert mit Hilfe von 
(341.20 und 23) 


; : h 
een V; | ron. = err [arena tan 


E Zu 5 
— eiot(m-n) % su | Arten + om (ato,)} (12) 
h 7 EB . 
=> Vs tm 1 6mzı, ne tet Yn+ 16, aertet 


und ist offenbar mit den Ergebnissen (242.3) und (243.8) identisch. 


Die Berechnung der HEISENBERGschen Matrixelemente nach (11) hat 
sich im Falle des harmonischen Oszillators also bewährt und liefert 
genau die Ergebnisse der Matrixmechanik. Um nun wie in (243.10) die 
Übergangswahrscheinlichkeiten y„„ eines physikalischen Systems für 
elektromagnetische Strahlung zu berechnen, wird man daher hier in der 
Wellenmechanik den Ansatz (222.3) 


| Imn= | dr yhzyn=et 


4€? 
Yan = Zar TEST anal Imn()= [drymaya (13) 
übernehmen. Hier wie dort entsteht beim Oszillator 
& 2w8 
Imn = m, or nase 19 + Önım- m]. (14) 


Um deutlicher von der Quantenzahl m zu unterscheiden, ist wieder die Elek- 
tronenmasse mit m, bezeichnet. Damit ist der Anschluß der Wellenmecha- 
nik an die Matrixmechanik gefunden. 


343 Allgemeine Ableitung der Matrixmechanik 


Das Beispiel des harmonischen Oszillators lieferte in Abschnitt 342 die 
Hinweise, auf welchem Wege die HEISENBERGschen Matrixelemente aus 
der Wellenmechanik zu berechnen sind. Ist A eine beliebige Funktion der 
Orte und Impulse eines physikalischen Systems, so bildet man aus A 
den Differentialoperator A dadurch, daß man die Impulse durch die ent- 
sprechenden Differentialoperatoren ersetzt. Das Matrixelement A, wird 
durch 


Amn(t)= [dry (t, 8) Ayalt, t) (Ü) 
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bestimmt, wenn man die Eigenfunktionen y, des Systems kennt, die Wellen- 
gleichung also gelöst hat. Wenn (1) richtig ist, so müssen für die hier 
definierten Matrixelemente die gleichen Verknüpfungsvorschriften, Ver- 
tauschungsrelationen, Differentialgleichungen für die Zeitabhängigkeit 
und Hermitizitätsbedingungen gelten wie in der Matrixmechanik. 


Für die Multiplikation zweier Matrizen Aund B gilt nach der Definition (1) 
zusammen mit der Vollständigkeitsrelation (333.7) für die stationären 
Lösungen 


I Ay Ben 3 [drpatt, YAyıle, 2) [Aryl B’yale', i) 
= [[drdr' ya lt, {AD yrle, YyRlr, 1) B’yulı', 9) 
= ff drdr’ pn (ev, 1) Ad(r— r’) B’yulr', 2) 
= [drya(e, )AByult, )=(AB)mn- 


Man erhält also als Ergebnis das Matrixelement, welches dem „Produkt“ 
der beiden Differentialoperatoren A und B entspricht. In der Definition (1) 
ist somit die Verknüpfungsvorschrift der Matrizen implizit enthalten. 


Als nächstes ist die Gültigkeit der kanonischen Vertauschungsrelationen 
nachzuweisen. Hier gilt unter Berücksichtigung von (1) und (2) 


([P:» %))mn = 2 [Pinrden — dmr Pro] 


AT oO {) h 
- [arys ; [34% % 3 | zOmnÖir- 


T 


(3) 


Auch diese Relationen sind also erfüllt, weil für die zugehörigen Differential- 
operatoren offenbar eine analoge Vertauschungsrelation gilt: 
h | B) ö = hom,_h 


BB el Ta er 7 ra re a (4) 


Als nächstes ist die Zeitabhängigkeit der Matrixelemente A,,„ zu unter- 
suchen. Hier erhält man wieder mit (1) und (2) sowie (313.7) 
dAyn i 
er =[dı vn [H, A]yn 
i i (8) 
= 2 Hm Arn— Amr Hrn) = r (IH, Al). 


Auch für die Zeitabhängigkeit der Matrixelemente gilt dieselbe Differential- 
gleichung wie in der HEISENBERGschen Mechanik. Da diese Mechanik voll- 
ständig auf der Gültigkeit von (2), (3) und (5) aufgebaut ist, stellt die 
Gleichung (1) eine äquivalente Definition der Matrixelemente dar. 


12 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Durch partielle Integration wird in der Gleichung 
[dr pn Atyn= [ArlAym)*Yn (6) 


der zum Operator A hermitisch konjugierte Operator A?! definiert und be- 

rechnet. Er hat nach (6) die Eigenschaft (A})!= A. 0/9x und — 0/0x sind 

z. B. zueinander hermitisch konjugiert. Diese Begriffsbildung ist so gewählt, 

daß das Matrixelement des hermitisch konjugierten Operators mit (6) lautet 
(Alyun= Anm Ik: YnA* ym 

= [Ar(Aym)*yn = [dryhAtyn. 


Physikalische Größen müssen durch hermitische Operatoren A!=A be- 
schrieben werden, damit ihre Erwartungswerte reell sind. 


(7) 


344 Scauröpineergleichung für mehrere Teilchen 


Bislang wurde in Teil3 die wellenmechanische Theorie nur für das 
Einteilchenproblem vollständig und systematisch behandelt. Zur Beschrei- 
bung von Problemen, in denen mehrere Teilchen auftreten, bieten sich 
zwei Wege an. Der erste Weg schließt sich an die systematische Wellen- 
quantelung an und besteht in der systematischen Fortsetzung der Über- 
legungen von Abschnitt 316 durch Behandlung der Fälle N= 2,3,4,... 
Diese Matrixtheorie der Wellengleichung ist verhältnismäßig kompliziert 
und wird erst in Kapitel 74 ausführlich behandelt. Der andere Weg setzt 
voraus, daß die Grundgleichungen der Matrixmechanik ja bereits in Teil 2 
vollständig, auch für Probleme mit mehreren Teilchen, angegeben wurden. 
Nachdem in Abschnitt 343 die vollständige Äquivalenz zwischen dem 
wellenmechanischen Einteilchenproblem und den zugehörigen Gleichungen 
der Matrixmechanik erwiesen wurde, läßt sich nunmehr rückwärts, nämlich 
ausgehend vom Mehrteilchenproblem der Matrixmechanik, auf die zugehörige 
Wellenmechanik des Mehrteilchenproblems schließen. Dieser zweite Weg 
soll im vorliegenden Abschnitt beschritten werden. 


Beim eindimensionalen Problem tritt eine einzige Ortskoordinate x 
sowie der zugehörige Impulsoperator auf, die Wellenfunktion y ist abhängig 
von x und E: 


>| Du 


y=yla, i) P=-: 0) 


Diese Beschreibung reicht aus, um in der zugehörigen Matrixmechanik 
nach (343.3) die Gültigkeit der Vertauschungsrelation 


Ip, 1=* (2) 
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nachzuweisen. Beim Einteilchenproblem treten drei Ortskoordinaten x,, 
%,, %, mit den zugehörigen Impulsoperatoren auf, und die Wellenfunktion 
hängt außer von der Zeit von drei Ortsvariablen ab: 


a) ; 
Yy=Y(R%,%, %,) A= Tan 15,2, 8; (3) 


wobei in der Matrixmechanik die Vertauschungsrelationen 
h . 
[9 4] =%r i=1,2,3 &) 


gelten. Da nun beim beliebigen mechanischen Problem mit j Freiheitsgraden 
in der Matrixmechanik die kanonischen Vertauschungen auch durch (4) 
gegeben sind, nur daß diese Gleichungen statt füri=1,2,3füri=1,...,f 
gelten, ist man gezwungen, eine Wellenmechanik, die diese Vertauschungs- 
relationen liefern soll, wie in (3) aufzubauen, nur daß jetzt alle f Impulse 
durch entsprechende Operatoren ersetzt werden und die neue Wellen- 


funktion 
a) ; 
Yy=Y(a,...,2%; 0) Ber, w=l,..:, (5) 


ı 


von insgesamt f Ortsvariablen abhängt. 


Die Wellenfunktion für zwei Teilchen 
y=Yy(t; to, (6) 


enthält insgesamt sechs Ortsvariable. Die Wellenausbreitung findet also 
in einem „sechsdimensionalen Raume‘“ statt. Ganz analog zur Deutung der 
Wellenfunktion des Einteilchenproblems als Wahrscheinlichkeitsamplitude 
findet man für die Wahrscheinlichkeit d W, daß sich das erste Teilchen bei r, 
und gleichzeitig das zweite Teilchen bei r, befindet, hier den Ausdruck 


dW =dudi| yo, 12, 2)? faudwlya m, OP=1. M 
Die Gültigkeit der Vertauschungsrelation (4) für alle Freiheitsgrade bedingt 
folgende Darstellung der Impulse: 
ho h 6 
ee = 7, (8) 


Der Hamıtronsche Differentialoperator des Zweiteilchenproblems hat 
danach die Form 


BA Byron (9) 


2m, 2mg 


mit p, und x, aus (8). Im übrigen gilt für die Lösung der zugehörigen 
Wellengleichung 


-— — y=Hy, (10) 


12* 
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für die Normierung sowie für die stationären Eigenlösungen und sonstige 
allgemeine physikalische Eigenschaften im Prinzip das gleiche wie beim 
Einteilchenproblem. Sind die beiden Teilchen ununterscheidbar, zum 
Beispiel Elektronen, so ergeben sich nöch Besonderheiten, die in Abschnitt 
413 behandelt werden. 


Übungsaufgaben 
34.1. Die Hrrmrteschen Polynome H,„(x) sind definiert durch 
12421 = H in 
e =2 n(®) 7! . 


Durch Differentiation suche man Rekursionsformeln 
a) zwischen H,(«) und H„_,(«) 
b) zwischen H,, H„-ı und H,„;ı- 
34.2. Mit den Ergebnissen von Aufgabe 34.1 ist durch Vergleich der Differential- 


gleichungen, denen die Hrrmrreschen Polynome H,„ und die Oszillatoreigen- 
funktionen @, genügen, der Zusammenhang zwischen 9, und H,„ anzugeben. 


34.3. Welche Auswahlregeln gibt es für die Übergänge eines Elektrons im eindimen- 
sionalen symmetrischen Potential? Was läßt sich über die Matrixelemente von 
Impuls, Potential und Kraft sagen? Man vergleiche mit den Ergebnissen von Auf- 
gabe 22.2. 


4 Gebundene Zustände 


In Teil 3 wurde auf der Grundlage der Wellenquantelung am Beispiel der 
eindimensionalen Bewegung ein Überblick über die quantenmechanischen 
Besonderheiten physikalischer Probleme gegeben. Als typisch voneinander 
verschieden stellten sich die gebundenen und freien Zustände heraus; erstere 
durch ein diskretes, letztere durch ein kontinuierliches Energiespektrum 
charakterisiert. Auch in allen übrigen Eigenschaften zeigen sich diese beiden 
Typen quantenmechanischer Zustände so grundsätzlich voneinander ver- 
schieden, daß es sinnvoll ist, sie getrennt zu behandeln. Die gebundenen 
Zustände, vornehmlich die eines einzelnen Teilchens im dreidimensionalen 
Raum, werden in Teil 4 behandelt, während die freien Zustände unter dem 
Thema Streuprobleme in Teil 6 besprochen werden. 


In den ersten beiden Kapiteln dieses Teils werden systematisch alle 
allgemeinen Aussagen zusammengestellt, die sich über gebundene Zustände 
machen lassen. Dazu gehört neben der Diskussion der Grundgleichungen die 
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besondere Rolle, die die Erhaltungsgrößen wie Impuls und Drehimpuls 
für das Aufsuchen der Lösungen spielen. Weiter gehört dazu die Begründung 
von Näherungsverfahren auf Grund gewisser Minimaleigenschaften der 
Energie und schließlich das von SCHRÖDINGER entwickelte Verfahren der 
Störungsrechnung, das für eine Vielzahl physikalischer Probleme von 
außerordentlicher Bedeutung ist. 


Das in den Kapiteln 43 und 44 behandelte Elektron im kugelsymmetrischen 
Potential ist für die Beschreibung der Elektronenhülle des Atoms grund- 
sätzlich wichtig. Hier erlaubt die Erhaltung des Drehimpulses eine Reduktion 
dieses dreidimensionalen Problems auf ein eindimensionales. Das Wasser- 
stoffatom und der dreidimensionale Oszillator sind dabei exakt behandelbare 
Fälle. Das Verhalten eines Elektrons bei Anwesenheit elektrischer und 
magnetischer Felder schließlich wird in Kapitel45 untersucht und führt 
im Zusammenhang mit experimentellen Erfahrungen auf die Einführung 
des Elektronenspins und die zweikomponentige PAuuigleichung. 


41 Die Scaröpineergleichung und ihre Eigenschaften 


Zusammenfassung: Gebundene Zustände werden durch Lösungen der zeit- 
unabhängigen Schröpingergleichung Hp = Ep beschrieben. Die Eigenwerte E=E, 
sind diskret. Die zugehörigen Eigenfunktionen 9, bilden ein normiertes Orthogonal- 
system, nach dem sich jede physikalisch vernünftige Funktion entwickeln 
läßt. Setzt sich der Hamruronoperator H aus Gliedern zusammen, von denen jedes 
nur einen Teil der Orts- und Impulsvariablen enthält, so läßt sich die Lösung der 
Schröpingergleichung durch einen Separationsansatz sehr vereinfachen. Handelt 
es sich um ein System ununterscheidbarer Teilchen, so muß die Weilenfunktion der 
Symmetriebedingung p(tı,12...)=+P(tg,Tı...) genügen. 

Existiert ein mit H vertauschbarer Operator A, so läßt sich stets ein System nor- 
mierter und orthogonaler Funktionen 9,,„, angeben, die gleichzeitig Eigenfunktionen 


von H und A sind. Zusammen mit der Energiematrix läßt sich dann auch A,„,„ als 
Diagonalmatrix darstellen. Solche Operatoren A beschreiben Erhaltungsgrößen des 
Systems, wie zum Beispiel Impuls und Drehimpuls abgeschlossener Systeme, oder auch 
Symmetrieeigenschaften, etwa gegenüber Spiegelung der Ortskoordinaten oder 
gegenüber Vertauschung ununterscheidbarer Teilchen. Die zeitunabhängige ScHRö- 
pineergleichung kann als Bedingung dafür angesehen werden, daß der Erwartungs- 


wert 4 = (9, Hp) der Energie ein Minimum annimmt. 


411 Grundgleichungen 


Die Quantenzustände eines mechanischen Systems werden mit Hilfe der 
ScHRröpIngERgleichung behandelt, für deren Herleitung auf Grund der 
Untersuchungen von Teil 3 das nachfolgende Schema gilt: Zunächst wird 
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die Hamıtronfunktion H der klassischen Mechanik für dieses System 
unter der Annahme gebildet, daß das System konservativ ist. H hängt dann 
nicht explizit von der Zeit ab und ist nach (215.3) eine Erhaltungsgröße, 
die Energie E des Systems. Das durch 


H=H(p, 13) Ho H-BE W 
charakterisierte System soll nunmehr nur bei solchen Energien E unter- 
sucht werden, bei denen der den einzelnen Koordinaten r, zur Verfügung 
stehende Raumbereich begrenzt ist. Beim KrrLerproblem bedeutet das 
eine Beschränkung auf die Betrachtung von Ellipsenbahnen. Die außerdem 
noch möglichen Hyperbelbahnen werden ausgeschlossen. Es entsprechen 
also schematisch den gebundenen Zuständen die Ellipsenbahnen und den 


in Teil 6 behandelten freien Zuständen die Hyperbelbahnen. 


Neben den Teilcheneigenschaften (1) des Systems sind nun die Wellen- 
eigenschaften zu berücksichtigen, die sich bei einzelnen freien Teilchen in 
der Existenz ebener Wellen 


y=eriet-K) E=how p=ht (2) 


bemerkbar machen, deren Frequenz ® und Wellenzahlvektor f mit den 
mechanischen Größen E und p nach (2) zusammenhängen. Gleichung (2) 
gilt im kräftefreien Fall, also in Gebieten konstanten Potentials V. 


Ist das Potential V veränderlich, so kann die Gültigkeit von (2) nicht 
mehr allgemein, sondern nur noch im Infinitesimalen aufrechterhalten 
werden in der Form 

[) h 
N>T u E+—-7 


ö 

FYE (3) 
wenn nämlich diese Operatoren links vor der Wellenfunktion y stehen, 
die die quantenmechanischen Zustände charakterisiert und in (2) bei 
konstantem Potential durch eine ebene Welle dargestellt wird. Setzt man 
die in (3) eingeführten Operatoren in (1) ein, so entsteht als Bestimmungs- 
gleichung der Wellenfunktion die ScHRöDIngErgleichung 


ho& 


— YA, u)y =I7-- (4) 


Für die Komponenten p, der Operatoren (4) gelten die Vertauschungen 
h 
[P35» u)=- jı> (5) 


wobei die Indizes j und / nicht nur die verschiedenen Teilchen, sondern 
auch noch die verschiedenen Komponenten unterscheiden. 
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Die Zustände konstanter Energie, die als Bindungszustände ein diskretes 
Spektrum bilden, sind die stationären Lösungen 
-+E t i (6) 
y=e P Hy=Epy 
der zeitabhängigen ScHRÖDINGERgleichung (4). Beispiele für solche 
Probleme sind der bereits behandelte eindimensionale harmonische Oszillator 

a 1 
H=-2 +02 E,= +0 (n+5) (7) 

sowie das bislang nur elementar in 143 behandelte Problem des im Wasser- 
stoffatom gebundenen Elektrons: 
p? €? — €? 4 en h2 
2m r ge, n? = me (8) 
In beiden Fällen (7) und (8) sind die Eigenwerte der Energie diskret und 
durch ihren Index n unterschieden, der die ganzen Zahlen n= 0,1,2... 
bzw.n=1,2,... durchläuft. 


Betrachtet man sämtliche in der Hülle des Atoms befindlichen Elektronen, 
so lautet deren HAmIvronfunktion 


_uP 
d=2 2m +2 Tr 


€ Ze 


T; 


(9) 


Hier enthält der erste Term die kinetischen Energien der einzelnen Teilchen, 
der zweite Term ihre gegenseitige CouLomBsche Abstoßung und der dritte 
schließlich ihre elektrostatische Bindung an den Z-fach geladenen Atom- 
kern. Ist N die Zahl der Elektronen, so sind die einzelnen Zustände 


P=Mmltı: ty) E=E, (10) 


als Lösungen der Differentialgleichung (6) zu bestimmen. Dieses Problem 

ist außerordentlich kompliziert und läßt sich überhaupt nur näherungsweise 

behandeln. Die Komplikation liegt in der Beteiligung vieler Teilehen und 

in der starken Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Außerdem 

müssen die Lösungen (10) dieses Problems noch der Symmetriebedingung 
Wr, I, --)=Wltı, 1, ---) v=ıp]/ 


ıl) 
Pla; tu, )=EPlt 1a)». .) 
genügen, da die Elektronen ununterscheidbare Teilchen sind. 


Zur Vereinfachung der Schreibweise wird als sogenanntes inneres Produkt 
zweier Funktionen @ und x die Bezeichnung 


(9, D=fdırpx=fan...dinp*lu..wmxlu. im (12) 


172 4 Gebundene Zustände [411] 


eingeführt. Die verschiedenen Lösungen (10) sind zueinander orthogonal, 
wie in (333.2) gezeigt werden konnte, das heißt, sie erfüllen, wenn sie außer- 
dem noch normiert werden, die Gleichung 


Sie bilden auch im allgemeinsten Falle ein vollständiges Funktionensystem, 
nach dem sich ganz beliebige Fu.ıktionen entwickeln lassen. Auf den Beweis 
dieser Behauptung soll hier verzichtet werden. 


Alle weiteren Ausführungen dieses Teils dienen zur Bestimmung von 
Lösungen der zeitunabhängigen SCHRÖDINGERgleichung (6), und zwar für 
die den verschiedenen Problemen entsprechenden HAMILTOXoperatoren H, 
die durch (1) und (3) definiert werden. Oftmals läßt sich der HAMILToN- 
operator H in zwei Teile 

H=H,+R, (14) 


zerlegen, deren jeder nur einen Teil der Koordinaten und deren konjugierte 
Impulse enthält. Dann gibt es zwei Koordinatengruppen, von denen die 
Gruppel nur in H, und die Gruppe 2 nur in H, auftritt. Unter dieser 
Voraussetzung läßt sich die SCHRÖDINGERgleichung (6) des Gesamtproblems 
in zwei einfachere SCHRÖDINGERgleichungen zerlegen. 


Man macht den Ansatz 


P=Yı Pa E=E,-+E, (15) 
und löst zunächst einzeln die Gleichungen 
H,9=#ıYı H,9a=Eypr. (16) 


Hat man diese Gleichungen gelöst, so gilt nämlich 
Hr =(H,+ H)99=(Hıy)m+M(Hp)=(Ei+BE)pıp=Ep. (17) 


Da H, nur die Impulse und Koordinaten der Gruppe 1 enthält, operiert H, 
auch nur auf @,, Entsprechendes gilt für H,. Auf diese Weise wird in (17) 
Gleichung (6) mit Hilfe der Gleichungen (16) erfüllt. Dieses Verfahren, ein 
Problem durch den Produktansatz (15) für die Wellenfunktion zu lösen, 
wird als Separation der Wellengleichung bezeichnet. 

Beispiel eines separierbaren Problems ist ein System unabhängiger Teil- 
chen, von denen sich jedes in einem äußeren Potential V,; bewegt. Der 
HAMILTONoperator ist 


BZ E& + Vi)| = D;4H,. (18) 


m i 


Die zugehörige SCHRÖDINGERgleichung kann, weil H aus lauter Termen 
H, besteht, die nur die Koordinaten r, und Impulse p; je eines Teilchens 
enthalten, durch den Produktansatz 


P=Yıltı) Palte)--- Pain) (19) 
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gelöst werden. Die einzelnen in (19) auftretenden Teilchenfunktionen 
genügen den sehr viel einfacheren Gleichungen 


2 
\e T Vi] aW)=Emln). (20) 
Die Gesamtenergie des Systems setzt sich nach 
N 
R=ZR (21) 
i=1 


additiv aus den Teilchenenergien E,; zusammen. (19) ist noch nicht die end- 
gültige physikalische Lösung des Problems (18). Diese ist vielmehr aus 
Linearkombinationen von Lösungen des Typs (19) so zusammenzusetzen, 
daß die jeweiligen Symmetriebedingungen (11) erfüllt werden. 


412 Erhaltungsgrößen 


Für die zeitliche Änderung des Erwartungswertes einer physikalischen 
Größe — repräsentiert durch den Operator A(p;, ty), — gilt nach (313.7) 


dA ii 
ar 5: [IH Aly) M 
für beliebige Zustände y, die Lösungen der ScHRÖDINGERgleichung sind. 


Der Erwartungswert A ist grundsätzlich zeitunabhängig, wenn der Ope- 
rator A mit H vertauschbar ist: 


A=0 [4,4]=0. (2) 
Beispiele einer solchen durch (2) charakterisierten Erhaltungsgröße sind 
Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems. 
Für die stationären Lösungen der SchrRöpmesergleichung (411.6) 
Hon=EnPn (3) 
läßt sich beim Vorhandensein einer Erhaltungsgröße eine interessante und 
wichtige Eigenschaft nachweisen. Existiert nämlich ein Operator A, der 
gemäß (2) mit H vertauschbar ist, so läßt sich mit zwei beliebigen stationären 
Lösungen 9,, und g, von (3) anhand von 


0= (Im: (HA— AH) Pr) = EmnAnn— AmnEn 
Ann (Pn: APn) 


die Gültigkeit der Relation 
(Em— Er) Amn= 9 . (5) 


beweisen. Die Rechnung in (4) hat lediglich 
(Pm: Hx)=(HYm» Xn) In Aa: (6) 
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also die Hermitizität von H, zur Voraussetzung. Wie in Abschnitt 343 
erläutert, besagt dies, daß sich der Operator H durch partielle Integration 
„nach links hinüberwerfen“ läßt. 


Nunmehr ist das Ergebnis (5) näher zu untersuchen. Zunächst wird an- 
genommen, daß das System nicht entartet ist. Darunter ist zu verstehen, 
daß alle voneinander verschiedenen Zustände auch verschiedene Energien 


aufweisen: B„+E, für ide (7) 
Bei solchen nicht entarteten Systemen aber läßt sich aus (5) folgern, daß 
Ann für m=n (8) 

gelten muß. Die Elemente der Matrix A,,„ bilden also entsprechend 
Ann Am Om n (9) 


genau wie die Elemente der Energiematrix eine Diagonalmatrix. Dieser 
Satz wurde in weniger präziser Form bereits im Rahmen der Matrix- 
mechanik (232.13) bewiesen. 


Anhand von (5) und (9) soll jetzt die Anwendung des Operators A auf 
eine Eigenfunktion von (3) untersucht werden. Weil Ay, irgendeine Funktion 
ist und die stationären Lösungen 9,, voraussetzungsgemäß ein vollständiges 
System bilden, läßt sich dafür der Ansatz 


Am—=dYmAmn (10) 
m 


machen, mit A,,, als zunächst willkürlichen Koeffizienten. Bildet man das 
innere Produkt von (10) mit einer der Funktionen o,,, so erhält man wegen 
der Orthogonalität und Normierung (411.13) gerade wieder den Ausdruck (4) 
für Ayn. Diese Koeffizienten (4) aber sollen nach (9) eine Diagonalmatrix 
bilden. (10) vereinfacht sich also zu 


Am— I Im AmÖmn = AnPn- (1l) 
m 


Damit ist der folgende wichtige Satz bewiesen: Existiert nach (2) ein mit 
dem HAmILToNoperator vertauschbarer Operator A, der also eine Erhaltungs- 
größe im Sinne von (1) repräsentiert, so sind die stationären Lösungen (3) 
des HAmILToNoperators gleichzeitig auch Eigenlösungen des Operators A. 
Die Anwendung von A auf eine dieser Funktionen o, liefert also nach (11) 
einen Eigenwert A,. Kürzer ausgedrückt: sind zwei Operatoren wie in (2) 
miteinander vertauschbar, so gibt es ein System von Eigenfunktionen o,, 
die, wie in (3) und (11) gezeigt wurde, gleichzeitig Eigenfunktionen beider 
Operatoren sind. Die verschiedenen Eigenfunktionen dieses Systems lassen 
sich also nach den Eigenwerten von E wie auch von A in der Form 


P= Pnpına wenn [H, A]=0, (12) 


unterscheiden. 
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Das wichtigste Beispiel liefert der Drehimpuls, wo im Falle der Ver- 
tauschbarkeit von Drehimpuls- und HAMILToNoperator 


14,=0 9 = Pl (13) 


die zugehörigen Eigenfunktionen nicht nur nach den Energiewerten E,, 
sondern auch nach den Drehimpulswerten unterschieden werden, wobei I 
zum Beispiel den Betrag des Drehimpulses charakterisiert. 

Bislang war vorausgesetzt, daß das betrachtete System entsprechend (7) 
keine entarteten Zustände enthält. Nunmehr soll diese Voraussetzung fallen- 
gelassen werden. Es soll der Fall der Entartung untersucht werden. Dazu 
wird speziell vorausgesetzt, daß Z, = E, ist und alle übrigen Eigenwerte 
der Energie E voneinander verschieden sind. Wegen (5) bilden die Koef- 
fizienten A,,, dann ein Schema vom Typ 


Ayı Aı2 
Ay, A 
PB >. BEE er 
mn Ass o 
0 ; 2 
0 
Während also für alle übrigen Wellenfunktionen 9, mit n=3,4... die 


alte Gleichung (11) gilt, muß für die ersten beiden Wellenfunktionen Glei- 
chung (10) mit (14) auf 


Ay, = Ad + PaAsı 


(15) 
Ay; = MAı2 + PaAza 
führen. 
Nunmehr werden durch die Linearkombinationen 
= 9Cıı + PC 
pP PıCıı 7 Palaı (16) 


%, = Pıcıa + P2Ca2 

neue Wellenfunktionen gebildet. Diese neuen Funktionen erfüllen gegen- 
über allen übrigen Funktionen 95,9, . . . nach wie vor die Bedingung (411.13) 
der Orthogonalität. Da g, und 9, Eigenfunktionen zum gleichen Energie- 
wert sind, müssen auch ihre Linearkombinationen zum selben Energiewert 
gehören, sind also auch bei beliebig gewählten Koeffizienten c,, in (16) 
wiederum Eigenfunktionen des Operators H. 

Die Funktionen (16) sollen jetzt so bestimmt werden, daß sie außerdem 
Eigenfunktionen von A sind. Diese Bedingung führt auf die Forderung 


Ay, = A(91%1ı + 92621) = (MArı + PaAgı) 1 + (Pıdız + PaAa2) E21 
= A’(pıc1ı + Paczı) = A’p, (17) 
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mit A’ als Eigenwert des Operators A. Damit (17) erfüllt ist, müssen auf 
Grund eines Koeffizientenvergleichs die Gleichungen 


OR ' 
Ayıcıı + Arataı = A’ 


‚ 18 
Agıcıı + Agacı = A’aı 118) 


gelten sowie entsprechende Gleichungen, bei denen im zweiten Index der 
c.; von (18) die I durch eine 2 ersetzt ist. (18) stellt ein homogenes System 
zweier Gleichungen für c,, und c,, dar, das nur unter der Bedingung 


Ay 4’ Asa 
| Azı Ag, — 4’ 


lösbar ist. Die c,, werden durch das homogene System nur bis auf einen 
gemeinsamen Faktor bestimmt; dieser wird durch die Normierungsbedingung 
für die g’ festgelegt. A’ ist nach (17) der neue Eigenwert von A, der aus 
Gleichung (19) bestimmt wird. Da (19) vom zweiten Grade ist, erhält man 
zwei Eigenwerte und zwei zugehörige Eigenlösungen p, und g,. Sind die 
beiden Lösungen A’ voneinander verschieden, so sind die beiden Eigen- 
lösungen (16) auch zueinander orthogonal. wie eine zu (333.3) analoge Über- 
legung zeigt. 

Bei nichtentarteten Energieeigenwerten konnte gezeigt werden, daß die 
Eigenlösungen eines Operators H automatisch Eigenlösungen des anderen 
Operators A sind, falls H und 4 vertauschbar sind. Bei Entartungen sind 
die Funktionen zwar nicht automatisch Eigenfunktionen beider Operato- 
ren, es läßt sich aber stets ein solches gemeinsames Orthogonalsystem auf- 
finden. Dieser Satz ist deshalb so wichtig, weil er bei vielen Problemen die 
Integration der ScHRÖöDInGergleichung außerordentlich vereinfacht. Wie 
in der klassischen Mechanik jede Erhaltungsgröße je eine Integration der 
Bewegungsgleichungen erlaubt, so entsteht in der Quantentheorie für jede 
Erhaltungsgröße eine Vereinfachung dadurch, daß die Wellenfunktion in 
der Form (12) angesetzt werden kann. Welche Erleichterung damit prak- 
tisch verbunden ist, wird sich noch im einzelnen herausstellen. 


-0 (19) 


413 Symmetrieeigenschaften 


In der klassischen Mechanik wird die Lösung der Bewegungsgleichungen 
oftmals dadurch erheblich vereinfacht, daß das zu behandelnde Problem 
gewisse Symmetrieeigenschaften besitzt. So sind die Erhaltungssätze (als 
erste Integrale der Bewegungsgleichungen) eine Folge sehr allgemeiner 
Symmetrieeigenschaften, nämlich der Invarianz eines physikalischen 
Systems gegenüber Verschiebungen und Drehungen im Koordinatensystem 
von Raum und Zeit (vgl. Abschnitt 215). Zusätzliche Symmetrieeigenschaf- 
ten spezieller Systeme vereinfachen deren Beschreibung weiter, indem sie 
die Zahl der zu bestimmenden Größen verringern. 
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In der Quantenmechanik machen sich die Symmetrieeigenschaften eines 
Systems als solche des Hamitronoperators bemerkbar. Sie haben ent- 
sprechende Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktion zur Folge, deren 
Berechnung sich dann vereinfacht. Die erwähnten allgemeinen Symmetrie- 
eigenschaften, aus denen die Erhaltungssätze folgen, führen hier zum Auf- 
treten von Operatoren, die mit dem Hammtronoperator MH vertauschbar 
sind. Aus der Vertauschbarkeit der Operatoren folgt wiederum, daß die 
Wellenfunktion gleichzeitig Eigenfunktion dieser Operatoren sein kann, was 
ihre Berechnung vereinfacht. 


Als erstes Beispiel einer solchen Symmetrieeigenschaft wird die ein- 
dimensionale Bewegung in einem spiegelsymmetrischen Potential mit der 


Eigenschaft 
V@)=V(-2) ) 


behandelt. Der Spiegelungsoperator P wird durch die Gleichung 


Pia)=f-») 2) 


PPf@)=P[Pf@)]=Pf—-2)=f(«) (3) 


besitzt er die Eigenschaften P?=1. Seine Eigenwerte p, die durch Pf, = pf, 
definiert sind, genügen derselben Gleichung: 


definiert. Wegen 


Unter der Voraussetzung (1) für das Potential V ist der HAMILTONoperator H 
gegenüber Spiegelungen symmetrisch. Wendet man den Spiegelungsoperator 
P auf den Hanmıvroxoperator H und eine beliebige Funktion f an, so gilt 


PH (a) f(x) =H(—a) f—a)=H(e) KR) = He) Pf). (5) 


Da über f keine weiteren Voraussetzungen gemacht wurden, gilt somit 
ganz allgemein: _ 
[P, H]=0. (6) 
Der Spiegelungsoperator P ist also in gleicher Weise mit dem HAMILTON- 
operator H vertauschbar wie vorher die Operatoren von Erhaltungsgrößen. 
Die Spiegelungssymmetrie ist also selbst eine Erhaltungsgröße. 


Bei stationären Zuständen 7 des Systems hat die Vertauschungsrelation 
(6) zur Folge, daß diese Zustände gleichzeitig Eigenzustände von Pund H 
sein können und sich daher in der Form @,, z voneinander unterscheiden. 
Die Eigenzustände der Energie sind also gleichzeitig Eigenzustände der 
Eigenwerte p= +1 des Spiegelungsoperators. Wie man der Definitions- 
gleichung des Spiegelungsoperators P entnimmt, gehören alle symme- 
trischen Funktionen zum Eigenwertt p=-+]1, alle antisymmetrischen 
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Funktionen zum Eigenwert —1. Für nichtstationäre Lösungen der SCHRÖ- 
pIngeErgleichung folgt aus (6) wegen der allgemeinen Relation (313.7) 


P=-+[P, HJ=0, (7) 


daß die aus ihnen gebildeten Erwartungswerte des Spiegelungsoperators 
zeitunabhängig sein müssen. Symmetrische Anfangszustände bleiben daher 
für alle Zeiten symmetrisch, antisymmetrische Anfangszustände bleiben 
antisymmetrisch. 

Als nächstes wichtiges Beispiel von Symmetrieeigenschaften wird der 
HAnILToNoperator H eines Systems N untereinander gleicher Teilchen 
betrachtet. Er muß dieser Voraussetzung entsprechend beim Umnumerieren 
zweier Teilchen unverändert bleiben, etwa in der Form 

H(1,2,..., M=Hß,1,...,N). (8) 
Der zugehörige Vertauschungsoperator der beiden Teilchen wird mit P,, 
bezeichnet und durch die Gleichung 


Psf132,3 2, Ni h3;=-, (9) 


mit beliebiger Funktion f definiert. Durch ähnliche Überlegungen wie beim 
Spiegelungsoperator läßt sich auch hier die Vertauschbarkeit von P;, 
mit dem HAmILToXoperator H zeigen. 


Sind alle N Teilchen ununterscheidbar, so gilt 


für alle Vertauschungsoperatoren P,; von je zwei Teilchen ö und j. Die 
Lösungen der zugehörigen SCHRÖDINGERgleichung müssen sich wiederum 
nach Eigenwerten der P;; klassifizieren lassen ; es sinddieden Vertauschungen 
gegenüber symmetrischen und antisymmetrischen Eigenfunktionen der 
Energie. Nach Einführung der Spinkoordinaten wird sich in Abschnitt 524 
herausstellen, daß bei einer bestimmten Art von Elementarteilchen immer 
nur die einen oder die anderen Eigenwerte der P;,; auftreten. Bei Elektronen 
werden nur Eigenfunktionen beobachtet, die zu den Eigenwerten p,;= —1 
gehören. Das Pauussche Auswahlprinzip findet so eine sehr allgemein- 
gültige Formulierung; es wird in Abschnitt 524 ausführlicher behandelt. 


414 Minimaleigenschaften der Energie 


In einem beliebigen Zustand, charakterisiert durch die normierte Wellen- 
funktion 9, ist die Energie E gleich dem Erwartungswert des Hamıuron- 
operators H 


E=H=(9, Hy) P,9)=1. () 
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Ist die Wellenfunktion nicht normiert, so läßt sich der Ausdruck (1) in der 
Form u 

E=H— Hp (2) 

(9: P) 

darstellen. Durch Hinzufügung einer kleinen willkürlichen Funktion do 
ändert sich auch der Erwartungswert der Energie um einen entsprechenden 
Betrag öE. Gefragt wird nach der Bedingung dafür, daß die Energie (2) 
einen Extremwert gegenüber einer solchen Variation annimmt. 


Bei der Durchführung der Variation müßte man den Realteil und Imagi- 
närteil von @ in (2) einzeln variieren. Wie jedoch in W 132 gezeigt wurde, 
kann man statt dessen p und 9* als voneinander unabhängige Größen 
einzeln variieren. Da die Ergebnisse, wenn man anschließend @* wieder als 
das konjugiert komplexe von p ansieht, ebenfalls zueinander konjugiert 
komplex sind, genügt die Variation von o* allein. Das aber bedeutet hier, 
daß nur die linken Seiten der in (2) auftretenden Produkte variiert zu werden 
brauchen. Die Energie wird variiert 

(+89, Hp) _ (9, Hp)+ (69, Hy) 
BT en (9: 9) + (69. P) 
_. (9 Hp) | pP, Hp) _ (69,9) (P, Hy) 
EKD) Car 


Das führt auf den Ausdruck 


B+05= 4 Ce ale), ) 


wenn man auf Glieder höherer Ordnung verzichtet. 


(3) 


Aus (4) läßt sich die Extremalbedingung für E einfach ablesen. Sie lautet 


öE=0: Hy=Ey E=H. (5) 


(5) läßt sich in folgender Weise interpretieren: die stationären Eigenwerte 
der Energie sind gleichzeitig Extremwerte des Erwartungswertes (2) der 
Energie. Man kann daher, statt die ScHRÖDINGERgleichung (5) zu lösen, 
auch den Ausdruck (2) durch Variation zu einem Extremwert machen. 
Dann entsteht ebenfalls ein Eigenwert, der der zeitunabhängigen SCHRö- 
DINGERgleichung (5) genügt. 


Die kinetische Energie eines Teilchens ist in der klassischen Mechanik 
eine positiv definite Größe. Durch einfache partielle Integration läßt sich 
zeigen, daß auch in der Quantenmechanik die kinetische Energie eines Teil- 
chens stets positiv ist: 


h2 | j 0p* Op 
In ji ar . 
e | Im ri ? al: dr dr 


zu Jerlar| 20 


(6) 
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Im zweiten Gleichheitszeichen von (6) ist eine partielle Integration durch- 
geführt und ein Oberflächenintegral fortgelassen unter der Voraussetzung, 
daß @ im Unendlichen hinreichend verschwindet. In ähnlicher Weise wie 
in (6) läßt sich ganz allgemein zeigen, daß die kinetischen Anteile der 
Energie eines beliebigen Systems positiv definite Größen sind. 


Nach positiven Werten hin unterliegt die Energie also offenbar keiner 
Schranke. Zu jedem Zustand läßt sich ein Zustand noch höherer kinetischer 
Energie denken, der durch Einführung zu- 
sätzlicher Schwankungen in der Wellen- 
funktion @, die nach (6) weitere Beiträge 
zu E liefern, entsteht (vgl. Abb. 414). Der 
durch (5) charakterisierte Extremwert kann 
daher kein Maximum, sondern nur ein 


Minimum von HA sein. 


pw) 


Abb. 414. Zum Einfluß kleiner fl No i 
Schwankungen der Wellenfunk- Die Variationsbedingung (5) kann man 
tion auf die Energie durch ein etwas anderes Verfahren erhal- 


ten, indem man von (1) statt (2) ausgeht 
und die Normierung durch einen Laerangzschen Parameter } berücksich- 
tigt. In diesem Falle lauten die Variationsbedingungen 


öt(p, Hp) — Alp, P)}= (69, [H—Alp)=0. (7) 
Die Bedingungsgleichung ist auch hier wie in (5) 
Hy=4o i=H=E. (8) 


Bildet man bei der ersten Gleichung in (8) das innere Produkt mit 9, so 
erhält man die zweite Gleichung von (8). Der Parameter 4 ist also gleichzeitig 
Eigenwert der Energie. 


Sind zur Variation alle nur denkbaren Funktionen p zugelassen und 
sucht man das niedrigste aller Minima auf, so erhält man den Grundzustand 
op, des Systems. Bei einer Wiederholung dieses Verfahrens darf man jedoch 
nur noch solche Funktionen g zulassen, die orthogonal zu @, sind, also die 
Relation (, 9,) = 0 erfüllen. Als tiefstes aller Minima erhält man dann 
den ersten angeregten Zustand des Systems. Eine sinngemäße Fortsetzung 
des Verfahrens liefert, prinzipiell jedenfalls, vom tiefsten Energieeigenwert 
angefangen, der Reihe nach alle Energiezustände und Eigenfunktionen. 


Übungsaufgaben 


41.1. In einem eindimensionalen Potentialkasten der Breite a mit unendlich hohen 
Wänden bewegen sich zwei gleiche Teilchen. Für den Fall, daß zwischen ihnen 
keine Wechselwirkung besteht, gebe man die ersten vier Eigenfunktionen en, 
die gleichzeitig Eigenfunktionen des Vertauschungsoperators sind. 
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41.2. /(9) = f(® + 2) definiert eindeutige Funktionen des Azimuts p um die z-Achse. 
Der Drehoperator ®, beschreibt Drehungen um die z-Achse: 9, /(p) =f(p + «). 
Man suche 
a) eine Operatordarstellung für 9, und deren Zusammenhang mit der z-Kom- 
ponente des Bahndrehimpulses 1,, 


b) die Eigenfunktionen und Eigenwerte von ®,. 


42 Näherungsverfahren 


Zusammenfassung: Die Extremaleigenschaft der Energieeigenwerte erlaubt 
deren genäherte Berechnung durch geeignete Näherungsansätze für die Wellenfunktion 
mit noch frei verfügbaren Parametern. Dieses Verfahren wird als Rırzsches Variations- 
verfahren bezeichnet. Es liefert zu große Eigenwerte und dient meist zur Berechnung 
des Grundzustands. Der Fehler ist von erster Ordnung bei der Wellenfunktion, 
dagegen nur von zweiter Ordnung bei der Energie. Zur schnellen Abschätzung der 
Größenordnungen läßt sich die Unbestimmtheitsrelation verwenden. Für genauere 
Rechnungen eignet sich die Schröpingersche Störungsrechnung immer dann, wenn 
sich der Hamitronoperator aus einem ungestörten Teil H° mit bekanntem Lösungs- 
system go und einem kleinen zeitunabhängigen Störanteil V zusammensetzt. Zur 
Berechnung der Energie in n-ter Näherung genügt die Wellenfunktion in (n — 1)-ter 
Ordnung. Bei Entartungen im ungestörten System sind Divergenzen in der Störungs- 
rechnung durch Verwendung geeigneter Linearkombinationen zu vermeiden. Die 
Kenntnis von Erhaltungsgrößen, die durch die Störung V nicht beeinflußt werden, 
erleichtert das Auffinden der richtigen Kombinationen. 


421 Das Rırzsche Variationsverfahren 


Die Zurückführung der Eigenwertberechnung auf ein Variationsproblem 
in Abschnitt 414 hat den Vorteil, daß bei teilweiser Variation ein Näherungs- 
verfahren für die Berechnung der Energiezustände entsteht. 


Zunächst läßt sich das Variationsverfahren in etwas abgeänderter Form 
schematisch darstellen. Man verwendet dazu ein bekanntes orthonormiertes 
Funktionensystem 9°, nach dem man die durch Variation zu berechnende 
Funktion @ entwickelt: 


9= 29mm. (1) 
N= 


Nun wird der Erwartungswert der Energie nach (414.1) oder (414.2) 
berechnet. Nach Durchführung aller Integrationen über die Koordinaten 
bleibt Z eine Funktion der in (1) eingeführten Parameter: 


E=E(m,& ...). (2) 


Dieser Sachverhalt gilt zunächst für beliebige Funktionen 9 vom Typ (l). 
Die Minimalbedingung der Energie wird nun dadurch erfüllt, daß man in E 


13 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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jeden der Parameter « so wählt, daß E dabei ein Minimum wird. Das 
bedeutet, daß man einzeln die Bedingungen 
OE 0E 
ET Ya 0, 


0 (3) 


vorschreibt. Am Rande sei erwähnt, daß E von den «; explizit in der Form 
ar H; n &n 


= Nato = Hans (In Ho) (4) 


abhängt, was aber hier für die weiteren Überlegungen ohne Belang ist. 


Begnügt man sich mit einer nur ungefähren Kenntnis der Wellenfunktion 
und des Energiezustands, so wird man an Stelle von (1) einen Ansatz 
machen, der weniger allgemein ist und nur endlich viele Parameter enthält. 
Berechnet man damit die Energie entsprechend (2) und variiert anschließend 
gemäß (3), so erhält man einen Näherungswert für E, der den exakten 
Energiewert, wie das Minimalprinzip in Abschnitt 414 gezeigt hat, sicher 
nicht unterschreiten kann. Der gesuchte Energiewert des Grundzustands 
wird durch dieses Näherungsverfahren von zu hohen Energien her an- 
genähert. Dieses Näherungsverfahren wird als das Rırzsche Variations- 
verfahren bezeichnet. Im allgemeinen macht man für die Wellenfunktion 
einen Ansatz, der bereits ungefähr die Eigenschaften der zu erwartenden 
Lösungsfunktion enthält (beim Einteilchenproblem zum Beispiel kugel- 
symmetrische Verteilung und Abfallnach außen), der einen möglichst glatten 
Verlauf und (als Grundzustand) keine Nullstellen aufweist. Im übrigen 
gestaltet man diesen Ansatz so, daß nur noch einzelne Parameter dieser 
ungefähren Lösungsfunktion freibleiben, wie z. B. die Gesamtgröße oder 
der Abfallskoeffizient im Exponenten, über die man anschließend gemäß (3) 
variiert. Nachdem man auf diese Weise einen der Zustände genähert be- 
stimmt hat, muß man bei der Berechnung weiterer Zustände von vorn- 
herein die Orthogonalität durch geeignete Variationsansätze berücksichti- 
gen; denn die stationären Zustände bilden — wie in Abschnitt 333 gezeigt 
wurde — ein Orthogonalsystem. 


Von welcher Art die Fehler sind, die bei nur teilweiser Durchführung 
des Variationsverfahrens entstehen, sollan einem Beispiel untersucht werden. 
Wir betrachten eine nur von zwei Parametern « und f abhängige Wellen- 
funktion 9=op(a, f). Der zugehörige Energiewert erhält die Form 
E= E(«, f). Das Variationsverfahren wird nur teilweise durchgeführt, 
z. B. wird nur nach «& variiert. Diese Variation ergibt eine Bestimmungs- 
gleichung für «: 


—-=0 = 0g. (5) 
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Sie führt auf den Wert «,. Über ß wird nicht variiert, sondern es wird irgend- 
ein plausibler Wert eingesetzt, der sich vom wahren Wert 8, um den Fehler 


öß unterscheidet: = P, + Öß. 


Die Abweichung der falschen Wellenfunktion von der wahren ist aus 
[) 
op + |, (6) 


ersichtlich ; sie ist zu öß proportional. Den bei der Berechnung der Energie 
gemachten Fehler entnimmt man aus 
L OR| ‚1 „9, 0®E 
EB EB) + BGE, +5 OD; 
Das lineare Glied dieser Entwicklung verschwindet jedoch, weil der Energie- 
wert an der Stelle ß, ein Minimum hat. Es ist also 


| Apr öß AB (6ß)}. | (8) 


Bei Nichtvariation eines Parameters ist der bei der Wellenfunktion gemachte 
Fehler in erster Ordnung klein, der bei der Energie gemachte Fehler jedoch 
in zweiter Ordnung. Bei diesem Näherungsverfahren ist daher im allgemeinen 
damit zu rechnen, daß sich die Energien sehr viel besser berechnen lassen 
als die Wellenfunktionen. Man hat oftmals beim Rırzschen Verfahren die 
Energie in bereits sehr guter Näherung berechnet, ohne daß damit der 
Rückschluß gerechtfertigt wäre, daß die dabei gleichzeitig bestimmte 
Wellenfunktion @ ebenfalls eine gute Näherung darstellt. 


(7) 


422 Abschätzungen mit der Unbestimmtheitsrelation 


In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man die Energieeigenwerte, 
insbesondere den des Grundzustands, größenordnungsmäßig abschätzen 
kann, indem man von der HEISENBERGschen Unbestimmtheitsrelation 


Apdg2> a) 


und dem in Abschnitt 421 behandelten Rırzschen Variationsverfahren 
Gebrauch macht. Das Verfahren soll am harmonischen Oszillator erläutert 
werden, dessen Energie durch 


m? Bee 
E= +07 (2) 


2m 
gegeben ist. Für p? und q? sind die Erwartungswerte in dem jeweils gefragten 
Zustand einzusetzen. 


Der Hauptgedanke des Näherungsverfahrens besteht darin, die in (2) 
auftretenden Größen p und g durch ihre in (334.5) definierten mittleren 


13* 
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Schwankungen Ap und Ag zu ersetzen. Ag= x ist dabei eine Größe, die 
den jeweiligen Zustand charakterisiert, in dem sich das System (2) befindet. 
Läßt man im Sinn eines Variationsverfahrens verschiedene Zustände für 
die Berechnung der Energie E in (2) zu, so entspricht das einer Darstellung 
von E als E{x). Der Variation über verschiedene Wellenfunktionen ent- 
spricht die Variation über verschiedene Werte von x. Im Zustand & ist 
nach (1) die Impulsunschärfe Ap 2 h/2x. Da nun die Energie (2) im wirk- 
lichen Zustand ein Minimum aufweisen soll, werden solche Zustände 
bevorzugt auftreten, bei denen die Erwartungswerte 'p? des Impulses und 
somit auch die Größen A p möglichst niedrig sind, bei denen also Ap = h/2x 
ist. Unter dieser Voraussetzung sind die Größen p und q in (2) zu ersetzen 
durch 


’ h 
g>dg=r pr—Ap=z,- (3) 
Die Energie ist nun eine Funktion von x, und über die Vorschrift 
dE 
E=E(e) mn (W 


wird der Minimalwert der Energie ermittelt. Da (4) eine Bestimmungs- 
gleichung für x darstellt, läßt sich die Energie (2) durch (3) und (4) voll- 
ständig bestimmen. Die Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf andere 
physikalische Probleme liegt auf der Hand. 


Beim harmonischen Oszillator führt die Substitution (3) auf 


Et, (5) 


Sma? 


und die Minimalbedingung der Energie lautet 
dE h? 


ds  4m® 


+mw’xc=0, (6) 


was für die mittlere örtliche Schwankung x auf den Wert 


/ R h 
7= | Imio: | mo M) 
führt. Mit (7) wird die Energie (5) 
Rh? 2m m h 1 
Ent gm % +3 Ina gro (8) 


Dieser Energiewert stimmt mit dem exakten Eigenwert des Grundzustands 
beim harmonischen Öszillator überein. 


Daß man nicht nur einen Näherungswert, sondern in diesem speziellen 
Falle sogar den exakten Energieeigenwert erhält, hängt mit den besonderen 
Eigenschaften des harmonischen Oszillators zusammen. In der Energie (2) 
treten p und q beide quadratisch auf. Aus Symmetriegründen sind pundg 
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Null. Die Substitution (3) stellt in diesem Falle also nicht nur eine Näherung 
dar, sondern beansprucht exakte Gültigkeit, zumal in Abschnitt 334 gezeigt 
werden konnte, daß der Grundzustand des harmonischen Oszillators ein 
Zustand maximaler Bestimmtheit ist, bei dem also auch das Gleichheits- 
zeichen in (1) gerechtfertigt ist. Da diese Voraussetzung jedoch nur beim 
Grundzustand des harmonischen Oszillators zutrifft, wird man den Wert 
des Unbestimmtheitsprodukts von (1) für andere Bindungspotentiale 
etwas höher ansetzen. Da er nicht gleich %/2 werden kann, aber wegen der 
Minimaleigenschaft der Energie auch nicht sehr viel höher liegen wird, 
weil sonst der Anteil der kinetischen Energie zu groß ist, scheint h für andere 
Abschätzungen besser geeignet zu sein als %/2. Außer beim harmonischen 
Oszillator wird man die Substitution (3) daher besser durch 


h 
g>Ag=x p—Ap=— (9) 


Als zweites Beispiel soll ein Elektron betrachtet werden, das sich im 
Couromsfeld eines Wasserstoffkerns bewegt. Für die Energiezustände 
dieses Elektrons wurden in Abschnitt 143 die Eigenwerte 


el h2 
— — on == —— 
3a, m N ‚2; re) 


ersetzen. 


B,=— (10) 


bestimmt, unter denen n= 1 den Grundzustand darstellt. Die Energie des 
Elektrons führt mit der Substitution (9) auf den Ausdruck 


pP SE; e® 
Da a a) 
dessen Variation 
dE Rh? € 5 
ds m» E- = (12) 
die Größe 
h? 
man (13) 


bestimmt. Setzt man (13) in (11) ein, so erhält man gerade den Eigenwert (10) 
des Grundzustands. Die zahlenmäßige Übereinstimmung von Abschätzung 
und exakter Rechnung muß als zufällig angesehen werden. 


Schließlich sei noch die Frage aufgeworfen, ob es möglich ist, auch über 
angeregte Zustände Aussagen zu machen. Beim harmonischen Oszillator 
wurde in (245.10) für das Unbestimmtheitsprodukt der Wert 


ApAg=hln+z) An (14) 


für angeregte Zustände bestimmt. Ist n>]1, so kann der Summand 1/2 
in (14) fortgelassen werden. Bei Teilchenbewegungen in anders geformten 
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Potentialen wird man, sofern nicht grundsätzlich verschiedene Verhältnisse 
vorliegen, größenordnungsmäßig die gleiche Abhängigkeit des Unbestimmt- 
heitsprodukts von dem Zustand n erwarten. Bei hoch angeregten Zuständen, 
bei denen n>1 ist, tritt daher also an die Stelle der Substitution (9) 
g—4g=x P>hp=*t. (15) 
Man erhält also offenbar eine Abschätzung für die angeregten Energie- 
zustände, indem man in der Energie des Grundzustands formal % durch 


h—hn (16) 


ersetzt. Im Falle des Elektrons im CovLomsfeld entspricht das wegen (13) 
einem Übergang " 
GUN, (17) 
der, wie man sich wiederum leicht überzeugt, gerade auf die richtigen 
Energieeigenwerte (10) führt. 


423 SchRöDINgERsche Störungsrechnung 


Die Störungsrechnung behandelt folgende Situation: Der HAMILTON- 
operator H eines Systems setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, einem 
Hauptanteil 4°, für den die Lösung bereits bekannt ist, und einem zusätz- 
lichen eventuell komplizierteren Störungsanteil V. Dabei soll der Einfluß 
von V klein gegen den von H° sein. Bei der ScHRöDINGERschen Störungs- 
rechnung wird außerdem vorausgesetzt, daß die Störung V zeitunabhängig 
ist: 


H=H’+V ——0. (1) 


Der in (1) enthaltene Sachverhalt ist beispielsweise bei der Behandlung 
der magnetischen Wechselwirkungen der Elektronen in der Atomhülle 
gegeben. H° enthält dann neben der kinetischen Energie sämtliche elektro- 
statischen Wechselwirkungen und V die um einen Faktor (v/c)? kleineren 
magnetischen Energien. 


Die Wellenfunktionen o) und die Energieeigenwerte des ungestörten 
Operators H° sind voraussetzungsgemäß bekannt, es gilt 
H’on = Enpn- 2) 
Als Lösungsfunktionen des Eigenwertproblems (2) bilden die 9% ein nor- 
miertes Orthogonalsystem von Funktionen 


(Pi, Pr) = Ömn- (3) 
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Nun wird man Yersuchen, für das durch (1) beschriebene Gesamtproblem 
eine Entwicklung nach Potenzen der Störung V unter Benutzung der 
ungestrten Lösung aufzufinden: 


m=mtpmtpat 


4 
E,=E+En+En+--- z 


Die ersten Glieder des Lösungsansatzes sind die bekannten Lösungen des 
ungestörten Problems, in die ja die gesuchten Lösungen für V = 0 über- 
gehen müssen. 


Das Funktionensystem der g% ist vollständig, das bedeutet, daß man 
jede beliebige Funktion nach diesen 9 entwickeln kann. In Abschnitt 333 
wurde gezeigt, daß diese Eigenschaft der @% in der sogenannten Voll- 
ständigkeitsrelation 

ZT) (5) 


zum Ausdruck kommt. Insbesondere werden sich also auch die gesuchten 
Funktionen 9, als Linearkombinationen der ob, darstellen lassen. Dabei 
sind die Entwicklungskoeffizienten für jede Funktion o, natürlich andere: 


Pn =) Pmtmn- (6) 
m 


Für die Koeffizienten a,,, wird durch (4) der Ansatz 
Ann Omnt Omn (7) 


nahegelest, da die ungestörte Funktion 9% den Hauptanteil in der Ent- 
wicklung (6) für 9, darstellt. 


Verzichtet man auf die Normierung der gesuchten 9,, dann kann in (6) 


für jedes n einer der Entwicklungsfaktoren a,,, willkürlich gewählt werden, 
zur Vereinfachung der weiteren Rechnung sei stets 


a und also bnn= 0 für man. (8) 
Die Berechnung von Erwartungswerten mit den nicht normierten Funk- 
tionen 9, erfolgt dann nach 


7a) __ (Pn> A9p,) 
in (Pn» Pu) " o 


Die Normierung kann jedoch auch nachträglich in der Form 


(norm) — ___Pr (10) 
- Vor, In) 
durchgeführt werden. 


Zur Berechnung der a,,„ muß die ScHRÖDINGERgleichung 
Hon=EnPn (ıl) 
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des Gesamtproblems dienen, denn sie bestimmt 9,. Mit (1), (2) und (6) 
wird daraus 


=(H E,)%n=& (H°- E,„+ Y)Omlmn 


12 
= NVoyh(ER—E,) Ama + V Pnlmn- en 
m m 


In (12) stört die Ortsabhängigkeit V(r), ohne sie ließe sich wegen der 
Orthogonalität der g, aus dem Verschwinden der Summe über alle m eine 
entsprechende Aussage über die Summanden gewinnen. Zur Beseitigung 
dieser Ortsabhängigkeit wird die Vollständigkeitsrelation (5) herangezogen: 


Vle)gm(t oo. tr) Ve’) Enlr) 
[RI VE ER) =ZRR Vin 
Dabei bezeichnet MR das Matrixelement des Störungspotentials V, än 
gestellt in den Zuständen des ungestörten Systems: 
Vım= (pe), Ve) FmlR))- (14) 


Setzt man (13) in (12) ein, vertauscht die Bezeichnungen m und ! und bildet 
das innere Produkt mit 9°,, dann erhält man wegen der Orthogonalität (3) 


(En — E,) Amn +3 V mi &ın = - | (15) 
l 


Ist V — und damit V„ı — zeitunabhängig, so kann diese Gleichung mit 
konstanten Koeffizienten a,„„ erfüllt werden. 


Unter Beachtung der Gleichungen (7) und (8) läßt sich das Gleichungs- 
system (15) für die Fälle m £ n umschreiben in 


(13) 


Mn: Br= Ent Vnraın 
? EV min (16) 
mn: Amn= — (BO -E,) 


Das ist zwar dasselbe Gleichungssystem wie vorher, aber in einer Form, die 
sich für iterative Anwendung eignet, das heißt, die Lösung kann in schritt- 
weise steigender Näherung berechnet werden, wobei bei jedem Schritt die 
Ergebnisse des vorhergehenden verwendet werden. Die ersten Schritte 
veranschaulichen die Gleichungen 


E,„=Er+ Von 2 Vzı8ın 
Kr) 


EZ Ya (17) 
N = Yan __iEm 
Ann An —=_H EU —E, 


m n 
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Zur Berechnung der Energie in erster Näherung benötigt man die a, 
überhaupt nicht; zur Berechnung der Energie in zweiter Näherung braucht 
man die a,,, nur in erster Näherung, wie sie bei Kenntnis der Energie in 
nullter Näherung aus der zweiten Gleichung von (17) folgen. So werden 
also zur Berechnung höherer Näherungen die Gleichungen (16) immer 
abwechselnd behandelt, begonnen mit derjenigen für m= n. Das ganze 
Verfahren braucht nicht numerisch durchgeführt zu werden, sondern es 
lassen sich allgemeine Ausdrücke für Näherungen beliebiger Ordnung an- 
geben. Damit ist die in (4) formulierte Aufgabe, eine Entwicklung nach 
Potenzen des Störanteils V zu finden, gelöst. Bei Problemen mit mehreren 
Freiheitsgraden steht jeder hier benutzte Index symbolisch für die Gesamt- 
heit der Zahlen, die den Zustand kennzeichnen. 


In nullter Ordnung ist E,— ES. In erster Ordnung treten die Matrix- 
elemente V,„, in den ungestörten Zuständen 9%, hinzu. Das entspricht der 
Berechnung von E, mit den ungestörten Eigenfunktionen: 


E„= (Q, Hp) = (9, (H’+V)or) =ER4+ Van- (18) 


Die Energienenner und Summationen kommen erst in höherer Ordnung 
ins Spiel. Die Wellenfunktion in nullter Näherung liefert die Energie in 
erster Näherung; auch zur Berechnung der Energie in n-ter Näherung 
genügt die (n — 1)-te Näherung von p. Das entspricht der beim Rırzschen 
Verfahren gefundenen Tatsache, daß ein Fehler in der Wellenfunktion von 
erster Ordnung nur einen Energiefehler von zweiter Ordnung verursacht. 
Dieser aus der Extremaleigenschaft der Eigenwerte folgende, für die 
praktische Berechnung sehr wichtige Sachverhalt kehrt hier in der Störungs- 
rechnung in entsprechender Form wieder. 


424* Störungsrechnung bei Entartung 


In Abschnitt 423 wurde stillschweigend vorausgesetzt, daß alle Energie- 
eigenwerte voneinander verschieden seien, daß im betrachteten System 
also keine Entartung auftritt. Nunmehr wird angenommen, daß zwei 
Energiewerte gleich seien: E, = E,. Würde man in diesem Falle die Wellen- 
funktionen und Energien nach (423.17) ausrechnen, so erhielte man 

V | n=1,2 


ne u m—=2,1. A) 


Dieser Ausdruck wird dann trotz m = n divergieren, da bei Begirin des 
Iterationsverfahrens E, durch ES ersetzt wird. Diese bei Entartung auf- 
tretende Schwierigkeit bei der Durchführung des Störungsverfahrens muß 
noch untersucht werden. 


Hier geht man ähnlich vor wie in Abschnitt 412, indem man von den 
ursprünglichen Wellenfunktionen 9° und 99 durch Bildung von Linear- 
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kombinationen zu Zuständen | und 9, übergeht. So, wie diese Zustände 
in Abschnitt 412 aus der Forderung bestimmt wurden, daß A,„„ in eine 
Diagonalmatrix übergehen sollte, so folgen sie jetzt aus der Forderung, daß 


Y.=V,,=0 2) 


gilt. In diesem Falle nämlich treten die divergenten Glieder von (1) nicht 
auf, weilin ihnen bereits die Zähler verschwinden. Nach Einführung der neuen 
Wellenfunktionen | und p, ergeben sich keine weiteren Schwierigkeiten, 
und das SCHRÖDINGERsche Störungsverfahren kann nun bis zu beliebig 
hoher Ordnung durchgeführt werden. 


Gerade hier, bei der Auswahl der richtigen Zustände, die die Bedingung (2) 
erfüllen, wird die Situation bedeutend einfacher, wenn man von Erhaltungs- 
sätzen Gebrauch machen kann. So ist es z. B. möglich, daß sowohl der 
ungestörte HAMILToNoperator H° als auch H selbst mit einer Drehimpuls- 
komponente M vertauschbar sind. Dann also gilt 


[H°.20)]=0 [4, 7]=0, (3) 
und es folgt daraus unmittelbar 
[v, M]=0. (4) 


Wegen der ersten Gleichung in (3) können die ungestörten Wellenfunktionen 
go” als gleichzeitige Eigenfunktionen von H° und M gewählt werden in 
der Form PAR _ 

Y = Pnm (5) 
mit m als der Quantenzahl der Drehimpulskomponente. Wegen der Ver- 
tauschung (4) wird dann im allgemeinen die Matrix von V bereits auto- 
matisch diagonal sein, oder wenn nicht, so läßt sie sich jedenfalls leichter 
diagonalisieren als vorher. Falls man so viele Erhaltungsgrößen mit der 
Eigenschaft (3) kennt, daß dadurch die Wellenfunktionen 9° eindeutig 
festgelegt werden, so muß die Matrix von V diagonal sein. 


Übungsaufgaben 


42.1. Durch Variation ist die Energie im Grundzustand des Wasserstoffatoms zu be- 
rechnen. Als Ansatz für die Wellenfunktion verwende man 


en Rh: 
=4e % H=—— 
p 0 me 2? 
mit « als dimensionslosem Variationsparameter. 


42.2. Wie groß ist die kinetische Energie eines Elektrons, das auf einen Bereich von 
a) 10-10 m, b) 10-15 m konzentriert ist? Welche Schlüsse lassen sich aus b) 
ziehen? 


42.3. Auf einen eindimensionalen harmonischen Oszillator wirke zusätzlich das 
symmetrische Potential 7P=Amw?x!/24?, das also proportional zu = ist. 
Dabei ist A die klassische Amplitude, die der Energie des ungestörten Grund- 
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zustands entspricht. Wie ändert sich die Energie in erster Näherung? Man 
verwende die Operatoren a, at von Abschnitt 341. 


42.4. Man berechne aus den Gleichungen (423.17) der Störungsrechnung die Energie 
bis zur vierten Ordnung, wobei auch die Energienenner nach den ungestörten 
Energien zu entwickeln sind. 


43  Eigenzustände des Drehimpulses 


Zusammenfassung: Die Wellenfunktionen.eines Teilchens im kugelsymmetrischen 
Potential sind gleichzeitig Eigenfunktionen der Energie, des Drehimpulsquadrats 
und der zunächst willkürlich ausgezeichneten 2-Komponente des Drehimpulses. 
Deshalb lassen sich die Wellenfunktionen 9,,„ als Produkt einer nur vom Radius 
abhängigen Funktion «,,(r)/r mit einer von den sphärischen Winkeln abhängigen 
Funktion Y,„(d, p) darstellen. Die Y,, sind die Kugelfunktionen. Sie sind unabhängig 
von dem speziellen Potential V (r), das nur in die Differentialgleichung für den Radial- 
teil eingeht. Die Y,, stimmen bis auf einen Normierungsfaktor mit den LEGEnDRESchen 
Polynomen P;(&) überein. Die Kugelfunktionen für m = 0 lassen sich nacheinander 
alle aus den Y,, berechnen. 


Das Quadrat eines Drehimpulses hat die Eigenwerte A?1(1+1), die zugehörige 
z-Komponente kann alle Eigenwerte Am mit m zwischen —lund + l besitzen, } ist halb- 
oder ganzzahlig. Für den Bahndrehimpuls eines Teilchens im kugelsymmetrischen 
Potential sind nur die ganzzahligen !-Werte zugelassen. 


431 Separation der Scurönpmerkrgleichung 
Betrachtet wird ein Elektron, dessen HAmıLTonfunktion 


p? 
H=z,+/n 0 
ein kugelsymmetrisches Poten- 
tial V enthält. Macht man das 
Symnmetriezentrum zum Ko- 
ordinatenursprung, so ist V nur 
noch vom Abstand r abhängig. 
Es wird sich als zweckmäßig 
erweisen, die zugehörige SCHRÖ- 
DINGERgleichung 
HyW=-Erl (0) 
in Kugelkoordinaten zu sepa- 
rieren, die in Abb. 431 ange- 
geben sind. Der Azimutwinkel 
Abb. 431. (nicht mit der Wellenfunktion 
Kugelkoordinaten und Impulszerlegung $(t) zu verwechseln!) beschreibt 
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eine Drehung um die 2-Achse. Man könnte prinzipiell die SCHRÖDINGER- 
gleichung sofort hinschreiben und den darin auftretenden LAPrLAcEoperator 
A= 82/dr* auf die Kugelkoordinaten der Abb. 431 transformieren. Dieser 
Weg ist mühevoll und liefert wenig physikalische Einblicke. Es wird des- 
halb hier ein anderer Weg gewählt, der der physikalischen Situation mehr 
entspricht und mehr grundsätzliche Aussagen über das Verhalten von Teil- 
chen im kugelsymmetrischen Potential liefert. 
Ein Vektor p läßt sich nach der Gleichung 
p=e(ep)—ex(exp) e=1 (3) 
in zwei Komponenten zerlegen, deren erste in eine beliebige Richtung e 
weist, während die zweite senkrecht auf e steht. Im Sinne dieser Formel 
wird der Impuls des Bahnelektrons in zwei Komponenten zerlegt. Wählt 
man e= r/r wiein Abb. 431 als die Richtung des Ortsvektors, so bedeutet 
der erste Term von (3) den radialen Anteil des Teilchenimpulses und der 
zweite den senkrecht darauf stehenden Impulsanteil, der den Drehimpuls 
[=rxp enthält. Die Multiplikation von (3) mit p ergibt 


p?= (pe) (ep)— (px e)(exp). (4) 


Dabei ist auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet, so daß (4) auch im 
quantenmechanischen Falle gültig bleibt, wo p den Impulsoperator 
repräsentiert und die Gleichungen 

7% der = 
gelten. ep bedeutet die Vorschrift zur Gradientenbildung in radialer Rich- 
tung, nämlich hö/iör, so daß dieser Operator nur die radiale Abhängigkeit 
von Funktionen beeinflußt, auf die er angewendet wird, nicht aber deren 
Abhängigkeit von den Winkeln ö und p. Umgekehrt bedeutet e x pP eine 
Gradientenbildung in Richtungen, die auf e und damit auf dem Radius 
senkrecht stehen. Der Operator ex p beeinflußt daher nur die Winkel- 
abhängigkeit der Funktionen, auf die er angewandt wird. 


Berücksichtigt man dies, so läßt sich der Radialanteil von (4) in 
= e[9 r\/r O\ _ [9 ı\ 09 
(pe) (ep) h (3 (5 5) (7, Er 


er e[l 9 o/1 rT 9] ” 
-# |; ttal)t5 A (6) 
ee 
E tar Or 
umformen und schließlich als 
1ho° 
(pe) (ep)=P Dein (7) 
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darstellen; denn es gilt 
1 0 2 010 
a a en ar rn (8) 
für das Quadrat des radialen Impulscperators. Es sei an dieser Stelle darauf 
hingewiesen, daß der in (7) eingeführte Operator p, hermitisch ist; denn 
für ein beliebiges Übergangselement dieses Operators gilt 


h10 ho 
= fanlarre gern [anfarretz der % 


i 
-/aa[ar (++ re) rr, 


wie durch partielle Integration leicht zu sehen ist. Die Bedingung der 
Hermitizität 


(9) 


(9,9) = (Mr PX) (10) 
ist daher erfüllt. 


Der Winkelanteil von p? in (4) läßt sich wie im klassischen Fall auf den 
Drehimpuls [=ıx p zurückführen. Im Gegensatz zum Radialteil führt 
hier die Vertauschung von p und e nur zu einem Vorzeichenwechsel auf 
Grund der Definition des Vektorprodukts, weil p in dieser Verknüpfung 
nicht auf e operiert. Für die z-Komponente beispielsweise gilt 


ö ı\ 9 y 9 x y od 90 EL 
(4. u =), ds r öy r r ö2 röÖy (4% ze). A 


Damit kann der linke Faktor in (4) durch 
1 
pxe=—-exp=—-—txPp (12) 
ersetzt werden, so daß schließlich 
2_ 2 
=mt I=ıxp (13) 
gilt. Damit ist der Operator p? in (1) endgültig in zwei Bestandteile p, und I 
zerlegt, die nur auf den Radialteil bzw. nur auf den Winkelanteil operieren. 
Der Drehimpulsoperator 
(14) 


ist, wie bereits in Abschnitt 313 gezeigt wurde, mit dem HaMmILTonN- 
operator (1) vertauschbar, weil V nach Voraussetzung kugelsymmetrisch 
ist. Es gelten daher unter anderem die Gleichungen 


[A,1,)=0 [7,7]=0 [P,1]=0. | (15) 
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Die zweite dieser Gleichungen folgt aus der ersten, die dritte bestätigt 
man durch Einsetzen von (14) und formales Ausrechnen. Nunmehr lassen 
sich die Überlegungen von Abschnitt 412 über die Erhaltungsgrößen an- 
wenden. Obwohl die (skalaren!) Drehimpulskomponenten [,, I,, und I, 
untereinander nicht vertauschbar sind, wie in (432.3) untersucht wird, lassen 
sich die Operatoren H, I? und I, nach (15) miteinander vertauschen. Es muß 
daher ein System von Eigenfunktionen p geben, die gleichzeitig Eigen- 
funktionen dieser drei Operatoren sind, von denen also jede Funktion 
die Gleichungen 


Hy= EB, Po=#Rp ,p=hmp (16) 


erfüllt. Da der Drehimpuls [ die Dimension von Länge x Impuls = Energie 
x Zeit hat, werden A und m in (16) dimensionslose Größen, die die Eigen- 
werte des Drehimpulsquadrats und der 2-Komponente des Drehimpulses 
charakterisieren. Die Lösungen der Wellengleichung sollen sich also in 
der Form 

Pe) = Pnam(t) (17) 


darstellen lassen. Dabei charakterisiert n den Eigenwert der Energie, A und 
m haben die oben besprochene Bedeutung. 


Nunmehr wird die SchrönIsGeRgleichung (2) mit dem HaAmILToN- 
operator (1) gebildet, der nach (13) und (7) 


ER) tut" (18) 


2m \r Or 


H= 


lautet. Wird dieser Operator auf die Wellenfunktion 9 angewendet, so 
kann dabei I? durch den zunächst noch unbekannten Zahlenwert A ersetzt 
werden. H hängt dann nur noch von r allein ab, während die Eigenwert- 
probleme für die Winkel 9 und 9 in den beiden letzten Gleichungen (16) 
enthalten sind; sie sollten zur Bestimmung von A und m führen. Für die 
Wellenfunktion kann daher entsprechend Abschnitt 411 der Produktansatz 


1 
Pnamlt) = Un (r) Yım(d, 9) (19) 
gemacht werden, dessen zwei erste Faktoren nur von r abhängen, während 


der letzte Faktor nur von den Winkeln 9 und 9 abhängt. 


Der Faktor 1/r in (19) ist eingeführt, um die entsprechende ScHRÖö- 
DINGERgleichung weiter zu vereinfachen, weil 


1 cd ld 1 1 @ 
Far) Far) mr ren) 20) 
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ist. Die mit (18) gebildete Scuröpmngergleichung lautet nunmehr unter 
Berücksichtigung von (20) für den Radialteil von (19) allein 


h2 2 h2 
35 tat rn] un) = Erna). ea) 


Die zugehörigen Lösungen werden im folgenden als reell vorausgesetzt. 


Der wichtigste Unterschied zwischen den Gleichungen (19) und (21) 
hier und dem in Abschnitt 411 behandelten Separationsansatz besteht 
darin, daß die Bestimmungsgleichung (21) für den Radialteil von (19) und 
damit die Lösungen u„, von (21) noch vom jeweiligen A-Wert des Dreh- 
impulsquadrats [? abhängen. Dieses zweite Glied in (21) spielt hier die 
Rolle eines zusätzlichen positiven. drehimpulsabhängigen Potentials, das 
nach außen abfällt, also das Teilchen nach außen zu drängen bestrebt ist. 
Es enthält die Wirkung der Zentrifugalkraft auf das Teilchen. Sein Einfluß 
wird weiter unten in Abschnitt 441 noch genauer diskutiert. 


Normierung und Orthogonalität 


(Pnım: Pn'x m’) = Önn Ö,2Ömm’ (22) 


der Eigenfunktionen (17) lassen sich bei dem Produktansatz (19) mit dem 
 Raumelement dt = r’drdQ durch die Forderungen 


SAD Y En Yırm = Orr Ömm 
f an für I=7 (23) 
Unztn'z >= 
} RT beliebig für A#+4 


erfüllen. Über die u„, werden nur Aussagen für A=4’ gemacht, das 
heißt nach (21), wenn beide Funktionen u, und u, zum gleichen Effektiv- 
potential A?}/2mr? + V(r) gehören. 


Von den drei Bestimmungsgleichungen (16) für 9 bestimmt die erste, 
in (21) dargestellt, den Radialteil der Wellenfunktion (19). Die beiden 
übrigen bestimmen die Funktion Y,„ in (19) und damit die Winkelabhängig- 
keit der Wellenfunktion. In den nächsten drei Abschnitten werden die mit 
dem Drehimpuls zusammenhängenden Gleichungen (16) untersucht, 
während der Radialteil, also Gleichung (21), in Abschnitt 441 eingehend 
behandelt wird. 


432 Behandlung der Drehimpulse 


Zu untersuchen sind die zweite und dritte der Gleichungen (431.16) für 
die Eigenwerte von Quadrat und 2-Komponente des Drehimpulses. Wie 
schon erwähnt, ist der Operator [? unabhängig von r. Verdoppelt man zum 
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Beispiel den Abstand vom Koordinatenursprung, so kompensieren sich die 
Änderungen von t und 9/Or. In den beiden letzten Gleichungen von (431.16) 
und dem zugehörigen Produktansatz (431.19) kann daher der Radialteil 
der Wellenfunktion fortgelassen werden: 

Pr 0)=#RIEn LY;m=hmY;m- (1) 


Auch hier wäre eine Behandlung mit formalen Mitteln durchaus möglich, 
die sowohl die Eigenwerte als auch die Lösungsfunktionen, die sogenannten 
Kugelfunktionen, liefern würde. Es wird jedoch wiederum ein Verfahren 
vorgezogen, das sich auf die Vertauschungseigenschaften der Operatoren 
stützt und in ähnlicher Weise durchgeführt wird wie in Kapitel 24 beim 
harmonischen Oszillator mit den Operatoren a und a'. 


Zunächst läßt sich der Drehimpulsoperator 


l=ıxp mit =; (2) 


in Komponenten darstellen und für die Komponenten die Gültigkeit der 
Vertauschungen 


| 1. 1]= ed, | (und zyklische Vertauschungen) (3) 


durch formale Rechnung nachweisen: 


[yP.— 2Py> 2Pps— xp] = YPz [Pz: 2] + @pyl2» P2] 
h 
=- 9—-2P)=—- Tb 


Nunmehr werden zwei Operatoren a und a? definiert: 


(5) 
Vertauscht man a mit [,, so wird 
1 i 1 
l,]=z; ih; Ll=—htl= ha. (6) 
Mit einer entsprechenden Formel für a! ergibt sich zusammen 
L,a= a (l,— h) Lat=atll,+%). (7) 
Das Produkt 
1 ; . 1 ; 
at) er  ) (8) 


läßt sich in I? und I, allein darstellen, ebenso das Produkt afa: 


aut LP Al,) da—n(—E+HA,). 
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a und a? sind zueinander hermitisch konjugiert (s. (343.6) und Übung 43.1): 
(P,ax)=(a'p,x) (Paly)=(a9,%). (10) 


Daraus folgt, daß die Erwartungswerte der Operatoren (9) positiv definit 
sind und bei Wellenfunktionen vom Typ (431.19) wegen (1) durch 


(9, aaty) =[drlatp?=[—m(m+1)]>0 


(11) 
(p,atap) =[dr|ap?=[A—m(m—1)]>0 


dargestellt werden können. 


Bereits mit der älteren Quantentheorie konnte in Abschnitt 142 gezeigt 
werden, daß sich benachbarte Quantenzahlen m einer Drehimpulskompo- 
nente um Am = +1 unterscheiden. Dieser Beweis läßt sich mit Hilfe der 
Vertauschungsrelationen (7) auch hier (in (15) und (16)) durchführen. Be- 
zeichnet man den Maximalwert von m mit I, so folgt Main = — Max, d& 
die positive 2-Richtung nicht vor der negativen ausgezeichnet sein kann; 
insgesamt also gilt 


Am=+]1 Muzzl Mym=—ti. (12) 

Aus Gleichung (11) folgt, daß A mit I über 
z A=1(+1) (13) 
zusammenhängt. Formel (12) aber ist nur 


erfüllbar für ganz- oder halbzahlige !, da- 
mit nämlich m die Werte 


(14) 


durchlaufen kann. In Abschnitt 433 wird 
sich herausstellen, daß bei dem hier vor- 
1=4 1=2 liegenden Bahndrehimpuls (2) nur ganz- 
Abb. 432. Einstellmöglichkeiten zahlige Werte von / auftauchen. 2 in (13) 
des Drehimpulses relativ zur hat korrespondenzmäßig die Bedeutung des 
z-Achse in Einheiten von % gemessenen Drehimpuls- 
betrags. Da m die ebenfalls in Einheiten 
von h gemessene 2-Komponente des Drehimpulses darstellt, bedeutet (14): 
Der Drehimpuls hat zur (willkürlichen) z-Achse 21-1 Einstellmöglich- 
keiten, die zum Beispiel für J>=1 und /=2 in Abb. 432 wiedergegeben 
sind. 


Nunmehr wird eine Kugelfunktion Y,„(d, 9) betrachtet, die die Lösung 
der beiden Eigenwertgleichungen (1) für ein spezielles Wertepaar l,m 
darstellt. (Die Wellenfunktionen 9 sowie ihr Radialteil u und der Winkel- 
anteil Y werden von hier ab durch die Eigenwerte I statt A=/!(l-+ 1) 


14 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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gekennzeichnet.) Aus einer solchen Lösung lassen sich sofort weitere 
gewinnen. Die Funktionen a'Y,,„ und «Y,„ sind nämlich Eigenfunktionen 
zu den Wertepaaren !, m + lund!, m — 1, wie man mit den Vertauschungs- 
relationen (7) sofort sieht: 


Lat Ym=atll,+A) Yım= atFYımh(m+ 1) 


(15) 
L,a Yım= all,— A) Yım=a/ımhı(m—]). 


Diese Funktionen sind auch Eigenfunktionen zu [?, denn die Operatoren «a 
und at sind nach (5) und (431.15) mit I? vertauschbar. Normierte Eigen- 
funktionen erhält man durch den Ansatz 


y a'Yım a'Yy,. 

l,m +17 u 

 Mrmaar,) MU+n-mm+) ie 
Yım aYım 

Yı m-17 


Vr..aar.) Narn-mm-h' 


wobei noch ein willkürlicher Phasenfaktor e'* offen bleibt. Dabei ist im 
jeweils ersten Gleichheitszeichen von (10) und im letzten von (11) und (13) 
Gebrauch gemacht. 


Die bisherigen Überlegungen über die Drehimpulse und Kugelfunk- 
tionen haben somit gezeigt, daß die Eigenwerte des Drehimpulsquadrats 
h22 = Ahl(l + 1)sind, mit lals positiven ganzen (oder halben) Zahlen, während 
m die Werte (14) durchlaufen muß. Ist eine der Lösungen Y,,„ bekannt, 
so lassen sich die zugehörigen Lösungen der Gleichungen (1) für alle 
übrigen m mit (16) berechnen. Es genügt somit die Untersuchung der 
ersten Gleichung von (1) allein für m = 0; sie wird im nächsten Abschnitt 
durchgeführt. 


433 WLegenpresche Polynome 


Das skalare Potential einer Punktladung, die sich am Ort 3 außerhalb 
des Koordinatenursprungs befindet, läßt sich, wenn man dabei von 
unwesentlichen Faktoren absieht, der Abb. 433.1 entsprechend und unter 
der Voraussetzung s<r durch eine Entwicklung nach fallenden Potenzen 


von r beschreiben: 
1 1 


V- 


Ts] Yezdsıt® 


() 
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Die in dieser Potenzentwicklung auftretenden und von £ = cos abhängigen 
Koeffizienten werden als LEGENDREsche Polynome bezeichnet. Führt man 
die Entwicklung der Wurzel wirklich durch, so ergeben sich unmittelbar 
die ersten Polynome zu 


PO=1 PRO=L PO=3W2-1. () 


Diese Polynome P, stimmen, wie im folgenden gezeigt werden soll, bis auf 
Normierungsfaktoren mit den Kugelfunktionen Y,, überein. 


z Wendet man nämlich auf das Potential (1) den 
“ Operator 
? j 
+ = A (3) 
6 IE] ae] an, so verschwindet die rechte Seite, weil V der Poten- 
cosu=& tialgleichung AV=0 genügt, und es verbleibt die 
DE Relation 
Abb. 433.1. Bra 92 
Zum Potential einer 1? + Dr (=) 1) =—rpl.)= Wra re}. (4) 
Punktiadung imo‘? 
am. Ort-3 Beim Ausdifferenzieren entsteht unmittelbar 
1 S/s\ 1 8/s\ 
lt Kä pt Ki } 
2° 22) BO=#R7 27) U+DRO (6) 


Da bereits in (431.11) gezeigt wurde, daß I? nicht auf den Radius operiert, 
kann (5) nur unter der Voraussetzung 


PPO=MLI-+D Pd) 1=0,1,2,... (6) 


gelten. Die Polynome P, sind also Eigenfunktionen von I? mit den gemäß 
(432.13) erwarteten Eigenwerten. Es stellt sich damit in (6) gleichzeitig 
heraus, daß im vorliegenden Problem nur die ganzzahligen !-Werte zu- 
gelassen sind. 


Wie die Komponentendarstellung 
h ö ö 
Ele, 4 32) m) 


zeigt, ist der Operator [, antisymmetrisch gegenüber Vertauschungen von x 
und %. Von den Koordinaten x, y und z kommt in den P, aber nur & = z/r 
vor mit r— Yx?+ y?-+ z?. Hier treten x und y also nur symmetrisch auf, 
weswegen die Anwendung von |, auf P, zu 


14* 
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führen muß. P, ist also eine Eigenfunktion von [, zum Eigenwert m = 0. 
Damit ist bewiesen, daß die Kugelfunktionen 


[2l 1 
Yo=kıPı k= / 2. (9) 


mit m = 0 durch die LEGENDEREschen Polynome dargestellt werden können. 
Sämtliche übrigen Kugelfunktionen Y,„ mit m > 0 bzw. m < 0 lassen sich 
entsprechend (432.16) durch sukzessives Anwenden von a! bzw. a be- 
rechnen. Der Wert der Normierungskonstanten k, in (9) folgt weiter aus 
(431.23), wenn man (14) berücksichtigt. 


Wegen der besonderen Wichtigkeit der LEGENDREschen Polynome sollen 
einige ihrer allgemeinen Eigenschaften kurz untersucht und zusammen- 
fassend dargestellt werden. Man entnimmt der Definitionsgleichung (1) 
beim Übergang von & nach —{, daß dabei s formal sein Vorzeichen 
wechselt und infolgedessen 


P-9)=(-VP(+d (10) 
gelten muß. Im Falle &= +1 lassen sich die Koeffizienten in (1) alle 
angeben; sie werden nämlich 

P+h)=(EN. 11) 
Rekursionsformeln zur Berechnung der P, erhält man durch Differentiation 


von (l) nach r und £ und anschließenden Koeffizientenvergleich. Dabei 
entstehen nach geringfügiger Umformung die beiden Gleichungen 


(+DPa— 24 en 0 


(12) 
=ÖöPı. ne DR 
Eine allgemeine Darstellung, die hier nicht abgeleitet werden soll, ist 
1 4 
PO = ga EV. (13) 


P, ist also stets ein Polynom vom I-ten Grad. 


In Abb. 433.2 sind die LeGanpreschen Polynome durch Polardiagramme 
dargestellt, in denen die P,(cosd) zu jedem Winkel 9 durch den zugehörigen 


OH: 


Ay (cos 9) PR, (c0s9) Ps (cos 9) Pz 0 cos 19) 


Abb. 433.2. Polardiagramme der LeGEnDREschen Polynome 
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Abstand vom Koordinatenursprung dargestellt werden. Das Polynom P, 
hat Z Nullstellen. 


Da die P, Eigenfunktionen des Operators [? zu verschiedenen Eigen- 
werten sind, müssen sie ein Orthogonalsystem von Funktionen bilden. Es 
gilt daher 


fasPpıp,= ET (14) 


Den hierin auftauchenden Normierungsfaktor 2/(21-+ 1) erhält man für 
l= 0,1,2 unmittelbar durch Einsetzen von (2). Für die übrigen I-Werte 
erhält man diesen Faktor aus der Beziehung 
i-1 
faept= gr ft Pl.ı. (15) 
die sich ihrerseits auf die Rekursionsformeln (12) zurückführen läßt. Die 
Normierung der Kugelfunktionen folgt nunmehr zu 


fa2 Yıo Yro= Ohr, (16) 


wenn man die k, wie in (9) festgelegt. 
Die entsprechenden Wellenfunktionen 
Yı,m+1= *cima' Yım Y,n-ı=emalm (17 


mit ihren willkürlichen Phasen « sind wie in (432.16) richtig normiert, 
wenn die c*,, durch 


fe 


1 
m= (a' Yım: a' Yım) = (Yon aa! Yım) 2 (18) 


gegeben sind und die c;„ durch einen entsprechenden Ausdruck mit ala. 
Unter Berücksichtigung von (432.11 und 13) wird daraus 


{ B: 
cm=ldi+)-mmt1]? — cm=l[dd+y—mm—ı]? | ID 
für die Koeffizienten. 


Bei wiederholter Anwendung von (17) lassen sich alle Y,,„ durch Y,, 
darstellen. Die Kugelfunktionen Y,,, in ihrer konventionellen Darstellung 
entstehen mit «= n für positive m 


Yın=caah..eimal-e"tun| 29 


und mit «= 0 für negative m 


m<oO Ym Colt: =» G,, FT Du Yo: (21) 
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Zwischen a’ und a besteht nach (432.5) die Relation 


Wa, (22) 
weil [= —L, und I}= —I, ist. Da nach (19) außerdem 
G,-m= cı, m (23) 


gilt und diese Größen sowie Y,, reell sind, folgt 


Ya Ti | (24) 


Mit (24) kann man sich daher bei der Berechnung der Y, aus Y,, auf (20) 
allein beschränken. 

Bei der vollständigen Berechnung der Y,„ mit m > 0 führt man zweck- 
mäßigerweise die Koordinaten £ und n ein, die mit x, y, zund r, d, p durch 
die Beziehungen 


== cos) = +4 = sinde'? (25) 


zusammenhängen. Mit diesen Abkürzungen wird nämlich 


-a'=— + (l,+il)= al 2) +ilega 2] 


EB (+ 2)=n2 (26) 
Yy Ü 
so daß (20) in die einfachere Formel 
m>— Ymzo.:- cm" Ze Yır (27) 
übergeht. 
Übungsaufgaben 


43.1. Man beweise die beiden Gleichungen (432.10). 


43.2. Man beweise die Vertauschbarkeit von [? und, unter Verwendung der Operatoren 
a,at. 


43.3. Mit den Eigenfunktionen von !? und I, bilde man die mittleren Schwankungs- 
quadrate der Drehimpulskomponenten. 


43.4. Man leite die Rekursionsformeln (433.12) für die LEGRENDREschen Polynome ab. 


43.5. Man berechne die Kugelfunktionen Y,„ bis 2=2 und veranschauliche sich den 
Verlauf des Realteils auf der Einheitskugel durch Betrachtung der Knotenlinien. 


44 Das Elektron im kugelsymmetrischen Potential 


Zusammenfassung: Für die Emission und Absorption von Licht durch ein 
Teilchen im kugelsymmetrischen Potential gelten Auswahlregeln für die beiden Dreh- 
impulsquantenzahlen ! und m. Es ist 4l!=+1 und Am= +1 oder 0. Dadurch zerfällt 
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die Gesamtheit der Spektralterme in verschiedene Serien zu verschiedenen Werten 
von Z, nur Terme benachbarter Serien kombinieren miteinander. Jedes Energie- 
niveau im Zentralpotential ist (2!+ 1)-fach entartet. Diese Entartung kann durch 
ein äußeres Magnetfeld aufgehoben werden. 


Der Verlauf der Radialfunktion läßt sich als ein eindimensionales Problem disku- 
tieren. Zu dem Anziehungspotential Y(r) tritt ein vom Drehimpuls abhängiges ab- 
stoßendes Zusatzpotential hinzu, durch das die Zustände mit höherem Drehimpuls 
nach außen gedrängt werden. Für das CovLoms- und das dreidimensionale Oszillator- 
potential läßt sich die Differentialgleichung für den Radialteil exakt behandeln. 


441 Der Radialteil 


Die Wellenfunktion o(t) eines Elektrons im kugelsymmetrischen Potential 
läßt sich nach Formel (431.19) als Produkt einer reinen Winkelfunktion 
Ym(9, 9) und einer radialen Funktion (1/r)u,;(r) darstellen: 


Prim) = Unılr) Yımld,9)- ) 


Die Funktionen Y,„ wurden im letzten Abschnitt bestimmt. Die speziellen 
Eigenschaften des Potentials Y(r) kommen nur in der als reell voraus- 
gesetzten Funktion u(r) zum Ausdruck, für die die Gleichungen (431.21) 
und (431.23) gelten. Diese stellen Differentialgleichung und Normierungs- 
hedingung für den Radialteil dar und seien hier nochmals aufgeführt: 


Fl d  Id+1) 


at] + 0) unıte) = Barum) 


far Unıtinı = Ön n'* 


2m 


(2) 


Dabei ist die frühere Quantenzahl A =I(l +1) durch I ersetzt worden. 


Die Differentialgleichung (2) für v(r) entspricht völlig der SCHRÖDINGER- 
gleichung eines eindimensionalen Problems, das durch die allerdings nur 
positiver Werte fähige Koordinate r beschrieben wird. Zum Potential V (r) 
ist jedoch ein positives Zusatzpotential (%?/2m)Z(l+ 1)/r? hinzugetreten, 
das den Einfluß der Zentrifugalkraft enthält. Entsprechend seiner Bedeutung 
stellt dieser Term ein Abstoßungspotential dar, durch das die Zustände mit 
größerem I, das heißt mit größerem Drehimpuls, weiter nach außen ge- 
drängt werden. Das Gebiet maximaler Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist 
für wachsenden Drehimpuls immer weiter vom Anziehungszentrum r= 0 
entfernt. 


Für alle Lösungen u,; mit gemeinsamem Drehimpuls I existiert demnach 
ein einheitliches Effektivpotential, das sich aus V(r) und dem erwähnten 
Zusatzpotential zusammensetzt. Die verschiedenen Eigenlösungen der 
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Differentialgleichung zu diesem Potential werden durch die Quantenzahl n 
unterschieden. In Abb. 441.1 sind zwei der wichtigsten Potentiale qualitativ 
dargestellt. Das CouLomgpotential V = —1/r regelt die Verhältnisse in 
der Atomhülle, Potentiale von der Art der oberen Kurve bestimmen im 
wesentlichen die Bewegung der Nukleonen im Kern. In beiden Fällen 
überwiegt für sehr kleine r sicher das zu 1/r? proportionale Zusatzpotential, 
während für große Radien r das Anziehungspotential Y(r) den Verlauf 
des Effektivpotentials bestimmt. Für den Fall eines dem CoULOMB- 
potential ähnlichen Potentials V(r) ist 

der Verlauf von V,„ in Abb. 441.2 dar- Verf (rn) 

gestellt. 


Abb. 441.2. Effektivpotential 
R® Id+]) 


und Ver- 


Abb. 441.1. Beispiele für kugelsymme- Vert)= Pin) Fam m 
trische Anziehungspotentiale (Oszillator lauf einer Radialfunktion. Y(r) ist vom 
und CovLomspotential) Typ eines CovLompotentials 


Da die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen weit außerhalb der klassischen 
Umkehrpunkte zu finden, sehr klein ist, wird sich das Elektron bevorzugt 
innerhalb der Kugelschale zwischen den Radien r, und r, (vgl. Abb. 441.2) 
befinden. Diese Radien r, und r, werden mit wachsendem I? größer (bei glei- 
cher Knotenzahl der radialen Wellenfunktion), da dann das Anziehungs- 
potential erst in weiterem Abstand vom Ursprung das Abstoßungspotential 
überwiegt, entsprechend den allgemeinen Überlegungen über den Einfluß 
des Zusatzpotentials. 


Der qualitative Verlauf der Funktionen w,,(r) wird genauso wie bei den 
in Abschnitt 322 durchgeführten Betrachtungen für einen Freiheitsgrad 
diskutiert, nur daß hier das besondere Verhalten der Wellenfunktion für 
kleine r zu berücksichtigen ist. Für 1=F0 und für sehr kleine r wird das 
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Verhalten der Funktionen u,,(r) nur vom Zusatzpotential bestimmt. In der 
Differentialgleichung (2) kann V(r) und E einfach vernachlässigt werden, 
also deu, _ 1d+l) 


ie a. für r—0. (3) 


Mit dem Potenzansatz 
Urt (4) 


läßt sich der Exponent « aus der Differentialgleichung (4) zu 


4" 


«(«—1)=1(l-+1) (5) 


—l 
bestimmen. Da die Funktion u normierbar sein muß, kommt nur der 
positive Exponent in Frage, also 


+1 fürr—0. (6) 


Un Tr 


Die Funktionen u,,(r) verlaufen in der Umgebung von r = 0) wie Parabeln 
(2 + 1)-ter Ordnung, besitzen also für r=0 eine Nullstelle der gleichen 


[Cui [0] e=2 
%oo Xzo 
I=0 1 
Xo1 a ö 
I=1 = | 
r 
%o2 X72 x 
m De 
r er 


Abb. 441.3. Radiale Eigenfunktionen y,,(r)= (1/r) u,, (r) für das Potential 
von Abb. 441.2. Die radiale Quantenzahl o gibt die Knotenzahl an. Der Knoten 
im Ursprung wird nicht gezählt 


Ordnung. Darin kommt ganz explizit zum Ausdruck, daß die Zustände 
größeren Drehimpulses weiter außen liegen, denn die Parabeln laufen mit 
zunehmendem / immer flacher aus dem Nullpunkt heraus (s. Abb. 441.3). 


Zwischen den klassischen Umkehrpunkten, das heißt für E> V.; im 
Intervall , <r<r, (s. Abb. 441.2) zeigt die Funktion entsprechend den 
Ausführungen von Abschnitt 332 ein genähert periodisches Verhalten. 
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Außerhalb des zweiten Umkehrpunktes ist wieder E< V.g. Der Verlauf 
von 4,; ist asymptotisch durch eine Linearkombination der Exponential- 
funktionen 


um et? = V2m(-B) fürr—o (7) 


zu beschreiben. Die Funktion «,; ist aber nur dann normierbar, wenn der 
Koeffizient von e*?" verschwindet, das ist wieder nur für diskrete Werte 
der Energie E der Fall. 


Die Funktion zum untersten Energieeigenwert besitzt die geringste 
Krümmung, dementsprechend besitzt sie zwischen r, und r, keine Nullstelle. 
Nach dem Knotensatz von Abschnitt 333 besitzt jede weitere Eigen- 
funktion immer eine Nullstelle mehr als die vorangehende. Als radiale 
Quantenzahl o = 0,1, 2,... wird die Knotenzahl der zugehörigen Wellen- 
funktion u, eingeführt. Der Knoten im Ursprung wird dabei nicht gezählt. 
Die Energiequantenzahl n wird aus Zweckmäßigkeitsgründen weiter unten 
alsn=_o-+1-+1 eingeführt. Damit ist der qualitative Verlauf der Radial- 
funktionen vollständig bekannt. Die untersten Eigenfunktionen x,ı(r) 
= (1/r)u,,(r) sind in Abb. 441.3 dargestellt. 


442 Wechselwirkung mit Strahlung 


In Abschnitt 222 wurde in einer mehr vorläufigen Form die Quanten- 
theorie der Ausstrahlung behandelt. Nach (222.3) ist die Wahrscheinlich- 
keit Y„„ für einen Strahlungsübergang zwischen zwei Zuständen m und n 
durch den Ausdruck 


4.e? 
Ymn za On |Imn|’ (1) 


gegeben. Die Elemente q,,„ der Ortsmatrix lassen sich einfach (siehe (343.1)) 
nach 
Imn = (Pm» &Pn) (2) 


berechnen. Bei einem Problem mit drei Freiheitsgraden tritt an die Stelle 
der einen Koordinate x der Ortsvektor rt. Die Wellenfunktionen 9 sind statt 
durch einen einzigen durch drei Indizes, die Quantenzahlen des Problems, 
zu kennzeichnen. Für die Matrixelemente von r schreibt man abgekürzt: 


<nim re | Um’ >= (Prim; Towlm)* (3) 


Dabei sind in (3) bereits die Quantenzahlen verwendet, die zur Beschreibung 
des Elektrons im kugelsymmetrischen Potential eingeführt wurden. 


Die Wellenfunktionen OP nm bestehen, wie aus den letzten Abschnitten 
hervorgeht, aus dem Produkt einer nur vom Radius r abhängigen Funktion 
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(1/r)u„,(r) mit den Kugelfunktionen Y,„(9, 9). Entsprechend wird man 
zur Berechnung der Matrixelemente (3) den Ortsvektor r in Betrag und 
Einheitsvektor zerlegen. Aus (3) wird dann mit (441.1) 


L 
t=r— (0,9) 


(4) 
<nim|t|n’’m’> — [Arupır un [AQYEn - Yımr- 

Für das erste Integral in (4) lassen sich keine allgemeinen Aussagen 
machen, da die Funktionen u von der speziellen Form des Anziehungs- 
potentials Y (r) abhängen. Daher gibt es für die Quantenzahl n bzw. o keine 
allgemeingültigen Auswahlregeln. Meist sind Strahlungsübergänge zwischen 
beliebigen n-Werten erlaubt. Dagegen lassen sich für das zweite Integral 
über die Kugelfunktionen allgemeine Aussagen machen. Unter Verwendung 
von Rekursionsformeln für die Y,„ läßt sich zeigen, daß das zweite Integral 
nur dann nicht verschwindet, wenn 


(5) 


ist. Für alle anderen Übergänge werden die Matrixelemente (4) Null, das 
heißt nach (1), daß diese Strahlungsübergänge verboten sind. 


Die Kennzeichnung eines Energieterms durch den Wert ! des Dreh- 
impulses ist also für die Spektroskopie sehr praktisch, da Strahlungs- 
übergänge nur zwischen Zuständen mit Al= +1 stattfinden. Teilt man 
die Spektralterme nach verschiedenen I-Werten ein und faßt die Terme mit 
gleichem I zusammen, so zerfällt die Gesamtheit der Terme zwanglos in 
einzelne Serien. Die Terme einer Serie kombinieren nur mit den Termen der 
beiden benachbarten Serien (42= +1), Übergänge innerhalb einer Serie 
(Al=0) und zwischen nicht unmittelbar benachbarten Serien (Al= 2, 
3, ....) sind verboten. 


Da es zu jedem /-Wert (21-1) verschiedene Einstellmöglichkeiten für 
den Drehimpuls gibt, die aber alle der gleichen Energie entsprechen, ist 
jeder dieser Zustände (22-+ 1)-fach entartet. Diese Entartung wird aber 
aufgehoben, wenn sich das Elektron zum Beispiel im äußeren Magnetfeld 
befindet (ZeemAneffekt). Durch das Magnetfeld wird jetzt eine Richtung 
ausgezeichnet. Die bisher willkürliche Bevorzugung der z-Richtung erhält 
hier einen konkreten Sinn. Die Wechselwirkung zwischen dem Elektron 
und dem äußeren Magnetfeld ist dem magnetischen Moment des Elektrons 
in Richtung des Magnetfeldes proportional: 


B,=—49=—1,H. (6) 
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Diese Komponente u, ist der Komponente des Drehimpulses in der z- 
Richtung proportional, also wächst der Betrag der Wechselwirkungs- 
energie (6) mit der Quantenzahl m. Die Entartung wird aufgehoben, und 
aus der resultierenden Aufspaltung kann der Wert von l einfach ermittelt 
werden. Die Auswahlregeln für m lassen sich jetzt ebenfalls experimentell 
nachprüfen, da die Zustände zu verschiedenem m energetisch verschieden 
sind. Genauer wird der ZerMANeffekt in Abschnitt 455 untersucht. 


Von den drei Quantenzahlen o, / und m bestimmt o die radiale Knoten- 
zahl, i den Drehimpulsbetrag und m die Drehimpulskomponente in bezug 
auf eine vorgegebene Richtung, für die im allgemeinen die 2-Achse gewählt 
wird. Die einzelnen Energieterme hängen nicht von m, sondern nur von o 

und / ab. In der Spektroskopie pflegt man, 


— Us yp —5d wie schon erwähnt wurde, dieradiale Quan- 
2 tenzahl o durch die Hauptquantenzahl 
—3s — ud 
= n=g+1+1 u) 
u 2 i 
5 — 34 zu ersetzen. Der einzelne Energieterm wird 
ng TER nunmehr durch n und I charakterisiert. 


Abb. 442. Qualitative Anordnung 5 bezeichnet die Termzorie 


der Energieterme im beliebigen Ii=0,L; 2; 3,4, 2.4 (8) 
kugelsymmetrischen Potential - 
I" FE ER 
und n, beginnend bein=1-+1, die Laufzahl innerhalb der Serie. In diesem 
Sinne wird der unterste Zustand, dessen Quantenzahlen o = 0 und = 0 
sind, als 1s-Zustand bezeichnet. 


Die Energie der einzelnen Terme nimmt sowohl bei wachsendem ? als 
auch bei wachsendem o zu, denn einerseits wächst mit zunehmendem / 
das Zentrifugalpotential, weswegen auch die zugehörigen Energieterme 
höher liegen müssen. Andererseits wächst mit zunehmendem o die radiale 
Knotenzahl, also auch der mittlere Gradient der Wellenfunktion und mit 
ihm die kinetische Energie. Abb. 442 gibt qualitativ die Anordnung der 
Energieniveaus in einem beliebigen Potential V (r) wieder. Dabei kann zum 
Beispiel der 27-Zustand höher oder tiefer als der 2s-Zustand liegen, auf 
jeden Fall ist er aber höher als der 1s-Zustand. 


Man beobachtet Ausnahmen von den Auswahlregeln, besonders im 
Gebiet der Röntgenstrahlung. Das liegt daran, daß die quantenmechanische 
Formel (1) aus einer klassischen Strahlungsformel (221.2) entstanden ist, 
die in der klassischen Elektrodynamik als 1. Näherung einer Entwicklung 
nach Potenzen von v/c abgeleitet wird; v ist die Elektronen-, c die Licht- 
geschwindigkeit. Voraussetzung für die Richtigkeit aller durchgeführten 
Rechnungen ist also v<c, stärkere Abweichungen müssen auftreten für 
v= c. Dabei werden Elektronenenergien von der Größenordnung E= mc? 
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in entsprechende Lichtquantenenergien hy =hc/A umgewandelt mit 
= — » 10°"? Meter = 10”? Ängström. (9) 


Bei Lichtwellen dieser Größenordnung treffen die Überlegungen zu den 
Auswahlregeln auf gar keinen Fall mehr zu. 


443 Das Wasserstoffatom 


Das Wasserstoffatom (Z=1, A=]1) ist das einfachste aller Atome. 
Der Kern besteht aus einem Proton der Masse M und der Ladung + |e|, 
um den Kern kreist ein Elektron mit der Masse m und der Ladung — |e|. 
Da der Kern rund 2000mal schwerer als das Elektron ist, kann er zunächst 
als ruhend angesehen werden. In dieser Näherung wird das Wasserstoff- 
atom zum Einkörperproblem. Legt man den Koordinatenursprung in den 
festgehaltenen Kern, dann wird die Bewegung des Elektrons durch das 
elektrostatische Anziehungspotential des Kerns 
e? €? 
EN A7TEgT =—=7 


() 
beherrscht. 

Durch (1) ist ein spezieller Fall der Bewegung eines Teilchens im kugel- 
symmetrischen Potential definiert, auf den sich sofort alle allgemeinen 
Überlegungen anwenden lassen. Das Problem wird durch die Gleichungen 
(441.1) und (441.2) mit dem Potential (1) vollständig beschrieben. Zur 
mathematischen Behandlung wird die Gleichung 

| 


Im (- + — 2) |] ans) = Bun) 


für den Radialteil w,,(r) der Wellenfunktion zunächst in eine Gleichung 
zwischen dimensionslosen Größen überführt. Definiertt man eine Länge 
durch 


h2 
b = Ime N (3) 


dann können Radius r und Energie E nach 


r=bx EN (4) 


durch die dimensionslosen Größen x und « ausgedrückt werden. Dabei ist 
bereits berücksichtigt, daß die Energie eines gebundenen Zustandes negativ 
ist. Mit (3) und (4) wird aus (2): 


Be -+(5)]u@=0 u(x)=u,(b2). (8) 
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Das asymptotische Verhalten von u läßt sich einfach aus (5) gewinnen 
[vgl. (441.6 und 7)]. Es gilt 


0: umalt! zoo: ume?. (6) 
Der Ansatz En 
ua)=altly(a)e 2” (M) 


berücksichtigt bereits dieses asymptotische Verhalten (6). Die Funktion y(x) 
muß das Verhalten von « für mittlere Werte von x beschreiben. Ins- 
besondere muß sie die erforderliche Zahl von Nullstellen aufweisen, die 
gleich der Quantenzahl o ist. Für kleine und große x darf y(x) den fest- 
gelegten Verlauf (6) nicht stören. Setzt man (7) in (5) ein, so ergibt sich 


Be re 


a a 
als Differentialgleichung für y(x). 


Da diese Differentialgleichung linear und homogen ist, also weder höhere 
Potenzen von y und den Ableitungen y’ noch ein von y freies Glied enthält, 
läßt sich für y zweckmäßig eine Potenzreihe 


Je 2 i o=1 (9 


ansetzen. c, ist willkürlich gleich 1 gesetzt. Dafür steht der Normierungs- 
faktor c vor der Summe. Die obere Grenze der Summe bleibt noch offen 
Mit dem Ansatz (9) wird aus (8) eine Bestimmungsgleichung für die Koeffi- 
zienten c,: 

Ic,{o®—D+ 2419] +f1—al+r+ND]e3=0. (10) 
Bei der Summation über » ist zu beachten, daß keine negativen Potenzen 
auftreten können. Ordnet man die Summe nach Potenzen von x’ um, 
so ergibt sich 


321, ,1lo+ Dr +20) o+D]+6,Ol—al+’+D)}=0. (1) 


v 


Da (11) für jeden Wert von x gelten soll, muß jeder Faktor von x’! für sich 
verschwinden. Daraus ergibt sich eine Rekursionsformel für die c,: 


1-a(l+4v+) 
TEN LadedT 2) 
In der Rekursionsformel (12) kann der Energieparameter « zunächst 
noch kontinuierlich alle beliebigen Werte durchlaufen. Physikalisch sinnvoll 
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sind jedoch nur diejenigen Lösungen (12) von (8), die die Normierbarkeit 
der Wellenfunktion gewährleisten. Es wurde bereits in den allgemeinen 
Betrachtungen über gebundene Zustände in Abschnitt 333 festgestellt, 
daß die Forderung der Normierbarkeit nur bestimmte Energiewerte zuläßt. 
Das ist auch hier zu erwarten. Insbesondere muß « so gewählt werden, daß 
die Reihe (9) mit einer höchsten Potenz x? abbricht. Denn nur dann wird y(x) 
den zur Normierung notwendigen exponentiellen Abfall von v(x) in (6) 
nicht stören. Würde man die Summation bis v = oo führen, dann müßte 
sich % für große x wie die Exponentialfunktion e**” verhalten. Das folgt 
aus der Rekursionsformel (12), denn für große x wird der Verlauf von y 
durch die höchsten Potenzen von x bestimmt, das heißt, x — oo entspricht 
auch » — oo: 

v—00: 6 But (13) 


v v 


(13) ist aber gerade die Rekursionsformel für die Koeffizienten der Potenz- 
reihe von e“”. Mit (7) wird u » e2”, also nicht normierbar. Dagegen wird 


jede endliche Potenz von x durch den Exponentialausdruck e 2” in (7) 
kompensiert. 


Ist x° die höchste Potenz in (9), so hat 4 gerade o Nullstellen, und aus 
(12) folgt i 
4 =0=1—-oll+o+)) RER (14) 


Durch (14) wird über den Energieparameter « und damit über die Energie 
selbst verfügt. Wie zu erwarten war, ist also Abbruch der Potenzreihe und 


damit Normierbarkeit der Radialfunktion nur für gewisse diskrete Energie- 
werte möglich, die mit (4) durch 


1 € 1 e& 


FW rn Mc 


(15) 


gegeben sind. (15) stimmt mit den nach der Bouzschen Theorie berechneten 
Werten überein. Wie dort in Abschnitt 143 ist 


Die durch n==0-+2+-.1 definierte Quantenzahl r entspricht derjenigen, 
die bei der vereinfachten Behandlung mit dem Modell einer Kreisbahn in 
der älteren Theorie aufgetreten ist. Sie ist ferner identisch mit der nach 
(442.7) in der Spektroskopie üblichen Hauptquantenzahl. 


Die Energie des Wasserstoffatoms hängt nach (15) nur von der Summe 
n=_0-+1-+ lab. Zu verschiedenen Drehimpulsen / existieren also Zustände 
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mit der gleichen Energie E. Diese zufällige Entartung ist an das spezielle 
CovLomppotential gebunden. Bereits durch eine kleine Abänderung des 
CovroMmppotentials wird diese Entartung aufgehoben, wie das zum 
Beispiel die Spektren der Alkaliatome zeigen. Diese Spektren werden 

ebenfalls durch ein einziges 


Elle/2ao) Elektron, das sogenannte Leucht- 
120 1-1 I=2 1=3 1-4 elektron, hervorgerufen, das sich 
0: areas jedoch in dem durch die übrigen 


== 59 Hüllenelektronen abgeänderten 
ER Covronzfeld des Kerns befindet. 
In Abschnitt 514 werden die 
Besonderheiten der Alkalispek- 


al — — h 
2s 2p tren näher untersucht. 

Das Termschema des Wasser- 
stoffs mit der gleichen Bezeich- 
nungsweise wie bei Abb. 442 ist 
in Abb. 443 aufgezeichnet. Hier 
liegen infolge der zufälligen Ent- 
artung die Terme gleicher Haupt- 
quantenzahl auf gleicher Höhe. 
Die Auswahlregel (442.5) für 

Abb. 443. Termschema des Übergänge kann also beim un- 
Wasserstoffs. DieTermemit gestörten Wasserstoffatom nicht 
gleicher Hauptquantenzahl nachgewiesen werden. 
aber verschiedenem Dreh- 

=: As impuls sind entartet Rechnet man nicht wie bisher 


in der Näherung des ortsfesten 

Kerns, sondern berücksichtigt die Mitbewegung des Kerns, so ist in allen 
Formeln die Elektronenmasse m durch die sogenannte reduzierte Masse u 
1 1 1 
umııH P= 


Me ee (17) 
De an 
M 2000 


zu ersetzen. Wegen des kleinen Massenverhältnisses m/M sind die Korrek- 
turen gering, sie sind aber spektroskopisch leicht festzustellen. 


Die für das Wasserstoffatom durchgeführten Rechnungen lassen sich 
sofort auf alle wasserstoffähnlichen Atome und ihre Spektren übertragen. 
Darunter versteht man Atome und Ionen, bei denen sich ein einzelnes 
Elektron im Feld eines Z-fach positiv geladenen Kerns bewegt, z. B. He*, 
Li**. Es ist nur überall e® durch Ze? und M durch die entsprechend größere 
Masse des jeweiligen Kerns zu ersetzen. Die reduzierten Massen u unter- 
scheiden sich dabei nach (17) für verschieden schwere Kerne etwas. 
Dieser Unterschied erklärt unter anderem die experimentell beobachtete 
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Differenz zwischen den, Rypserckonstanten (vgl. Abschnitt 133) für H 
und Het. 

Außer dem Covtomppotential gibt es nur noch wenige andere Potentiale 
V (r), deren Lösungen sich exakt angeben lassen, so das Oszillator- und das 
Kastenpotential. Andere Potentiale sucht man daher oft durch diese 
Potentiale anzunähern und behandelt die Abweichung nach Abschnitt 423 
als kleine Störung. Dadurch erhält das Studium der Lösungen in den exakt 
lösbaren Fällen eine besondere Bedeutung. 


444 Der dreidimensionale Oszillator 
Bewegt sich ein Teilchen im dreidimensionalen Oszillatorpotential 


V=-Z@ HP, (1) 


so lassen sich alle bisherigen Überlegungen dieses Kapitels prinzipiell 
direkt anwenden. Man erhält aus (441.2) eine Gleichung für den Radialteil 
der Wellenfunktion, in der V (r) lediglich durch den Ausdruck (1) zu ersetzen 
ist. Die weitere Durchführung liefert die zu (1) gehörigen radialen Eigen- 
funktionen u,,. Die Zustände des Teilchens, die man auf diese Weise erhält, 
sind wieder gleichzeitig Eigenzustände der Energie sowie von Quadrat und 
2-Komponente des Drehimpulses. 

Die besondere Form des Potentials (1) erlaubt jedoch auch eine andere 
Behandlung, die sich unmittelbar an die in 341 abgeleiteten Ergebnisse 
für den eindimensionalen Oszillator anschließt. Betrachtet man nämlich 
den HaAmıtroxoperator mit V aus (1), so stellt man fest, daß H sich in 
drei Teile zerlegen läßt, deren jeder jeweils nur von x, y oder z allein 
abhängt. Im Sinne von (411.15) läßt sich daher für die Wellenfunktion ein 
Separationsansatz 


PnznyNz = On, («) Pn, (Y) Pn,(2) (2) 


machen, und die Gesamtenergie des Zustands (2) setzt sich aus den einzelnen 
Energie 

en Enunyns = En, + En, + En, (3) 
additiv zusammen. Jeder der Faktoren in (2) genügt einer eindimensio- 
nalen Oszillatorgleichung. Die Funktionen (2) sind gemäß Abschnitt 342 
Hermtresche Polynome mit den zugehörigen Exponentialfaktoren. Die 


Energiezustände, deren jeder durch die drei Quantenzahlen n,, n, und n, 
gekennzeichnet ist, lassen sich daher in der Form 


B=ho(5+R) Aen,tnytn, (4) 


direkt angeben. 


15 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Man entnimmt Gleichung (4), daß alle die Zustände miteinander entartet 
sind, bei denen die Summe von n,, n, und n, gleich groß, also gleich ein 
und derselben Quantenzahl % ist. Wenn man also Linearkombinationen 
aus verschiedenen dieser Zustände bildet, so sind die dabei entstehenden 
neuen Zustände wiederum Eigenzustände (4) zur gleichen Gesamtquanten- 
zahl n. Andererseits sind die durch (2) charakterisierten Zustände zunächst 
nur Eigenzustände der Energie E, nicht aber des Drehimpulses. 


Will man diejenigen stationären Eigenzustände des Teilchens im Potential 
(1) aufsuchen, die außerdem noch Eigenzustände des Drehimpulsquadrates I? 
und der z-Komponente I, des Drehimpulses sind, so muß man die verschie- 
denen miteinander entarteten Eigenlösungen (2) so überlagern, daß die neu 
entstehenden Eigenfunktionen 

Pnım(t) = P3; c(nlm|n,n,n,)Yn,Pn, In (5) 
NENYNz 
die gewünschten Eigenschaften haben. Die Koeffizienten c in (5) bestimmen 
sich aus der Forderung, daß die neuen Eigenfunktionen @,„ auch Eigen- 
funktionen von [? und [, sein müssen. 


Am Beispiel der niedrigsten Energiezustände soll dieses Verfahren durch- 
geführt werden. Der Grundzustand des Systems ist nach (341.3) 


3 2 2 2 
E=ho(,) LOL NOT NO) 


Er hängt nur von r? ab, weist also Kugelsymmetrie auf und muß deshalb 
ein Eigenzustand von Z= 0 und entsprechend m = 0 sein. 


Der erste angeregte Zustand ist infolge der Kombinationsmöglichkeiten 
(100), (010) und (001) dreifach entartet: 


3 
E,= holy+ ı) Pnznyn, = Pıoo» Po10> Poo1- (7) 


In diesen drei Wellenfunktionen ist die x-, y- oder 2-Komponente angeregt 
Die Funktionen enthalten nach (342.2) neben (6) einen Faktor r und sind 
darüber hinaus nur noch von den Raumrichtungen abhängig: 

Pıoo Et Poro” Er Pooı Y =. (8) 
Vergleicht man (8) mit den Ergebnissen von Übungsaufgabe 43.5, so sieht 
man, daß in (8) bereits die richtigen Linearkombinationen gewählt sind, 
die nämlich zu den Kugelfunktionen Y,,., und Y,, führen. Im zweiten 
angeregten Zustand n=2 existieren insgesamt 6 entartete Zustände. 
Auch hier wird man die von den Raumrichtungen abhängigen Anteile 
der Funktionen (2) so überlagern, daß sie die erforderlichen Kugel- 
funktionen Y,„ repräsentieren. In entsprechender Weise läßt sich das 
Verfahren Zustand für Zustand fortsetzen. Dabei ergeben sich nachein- 
ander die in (5) eingeführten Koeffizienten c. 
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Übungsaufgaben 


44.1. Man berechne das Verhältnis der RypBErafrequenzen von H und He* (siehe 
Abschnitt 133). 


44.2. a) Wie hoch ist jedes Energieniveau beim dreidimensionalen harmonischen 

Oszillator entartet? 

b) Welche Drehimpulszustände I tragen demnach zu einem Niveau n bei? 
Man suche den Zusammenhang bei den unteren Niveaus 
durch Probieren und bestätige ihn dann durch Rech- EN oı1 
nung. 

c) Man stelle das Ergebnis in Form der nebenstehenden 
Tabelle dar und zeichne das Termschema. 
Wie hängt die Energie von den Quantenzahlen o und / 
ab? 


45 Das Elektron im elektromagnetischen Feld 


Zusammenfassung: Die genaue Herleitung über den LasrAnakformalismus 
zeigt, daß der Einfluß elektrischer und magnetischer Felder beim Elektron richtig 
berücksichtigt wird, wenn man in der Schröpingergleichung ZE durch #—eU und 
p durch p—eX ersetzt. Der neue Hamıtronoperator H enthält zwei magnetische 
Glieder, die linear und quadratisch vom Vektorpotential \ abhängen und den Para- 
und Diamagnetismus beschreiben. Der Vergleich mit der Erfahrung jedoch zeigt, 
daß der Drehimpuls j=1+3 um einen als Eigenrotation des Elektrons deutbaren 
Spinanteil 3 erweitert werden muß, der die Eigenwerte s=1/2 und m, = +1/2 auf- 
weist. Auch zum magnetischen Bahnmoment 1,=el/2m tritt ein Spinmoment 
u = eg8/2m hinzu mit dem gyromagnetischen Faktor g= 2. Der Spindrehimpuls 
3=ho/2 wird durch eine zweispaltige Vektormatrix o dargestellt, mit der die ein- 
komponentige ScHRöpDIngERgleichung in die zweikomponentige Pavrigleichung 
übergeht. Die o-Matrizen sind hermitisch, besitzen nur die Eigenwerte +1 und erfüllen 
die Relation o,0,=—0,0,=io,. Die PauLigleichung wird zur Deutung der magne- 
tischen Effekte von ZEEMAN und PAscHEN-Back verwendet, wie auch zur näherungs- 
weisen Berechnung der Feinstruktur des Wasserstoffs. Bei Mehrelektronenproblemen 
kombinieren die Spinfunktionen der einzelnen Teilchen zu Zuständen, in denen der 
Gesamtspin © = 3W + 3@ Eigenwerte wie 8 und M, besitzt. Bei zwei Elektronen 
kombinieren die vier Einstellmöglichkeiten der beiden Spins zu drei Zuständen mit 
S=1 (Parallelstellung, drei Einstellmöglichkeiten) und einem Zustand $ = 0 (Anti- 
parallelstellung). 


451 Das Elektron im Viererpotential 


Im folgenden soll der Einfluß elektrischer und vor allem magnetischer 
Felder auf ein Elektron untersucht werden. Gegeben seien diese durch 
ihr skalares Potential U und Vektorpotential X, aus denen die als zeit- 
unabhängig vorausgesetzten elektrischen und magnetischen Felder € und 


8 durch 
U ö 2U_y ı) 


er B=z, ru dr 


15* 
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hervorgehen. Ohne Einschränkung für das magnetische Feld ® kann dabei 
das Vektorfeld X als quellenfrei angenommen werden. Als Ausgangspunkt 
dient die Teilchentheorie des Elektrons, dessen Bewegung durch die 
LorRENTzkraft bestimmt wird: 


mi=e(E+ixB). (2) 


Die Bewegungsgleichung (2) wird auf die LAcRanGesche Form gebracht 
und auf dem üblichen Wege durch Definition der kanonisch konjugierten 
Impulse in den Hamıtronformalismus überführt. Die zugehörige ScHRö- 
pIngErgleichung kann dann, wie in Abschnitt 411, unmittelbar angegeben 
werden. 


Zunächst läßt sich die rechte Seite von (2) unter Verwendung von (1) 
noch umformen in 


ie teix(&xe) 
mi= Er 4 FF 


oU Oi 5: 20) 
el +) eli 5 )r (3) 
0) i d 
= MHel+eN— ZI AL). 
Dabei wird benutzt, daß das Vektorfeld X(r(t)) nicht explizit von der 
Zeit abhängt. In Gleichung (2) tritt es jedoch mit demjenigen Ort r als 
Argument auf, an dem sich das Elektron zur Zeit t gerade befindet, und wird 


somit indirekt zeitabhängig, weswegen (t0/Or)A durch dA/dt ersetzt 
werden kann. 


Unter Einführung der Lasrangeschen Funktion 


L=Z—iI—eU+eil (4) 


läßt sich nunmehr (3) unmittelbar durch 


=. (5) 


ersetzen, womit die Bewegungsgleichung in die LacRAneesche Form 
überführt ist. Durch Einführung des zu r kanonisch konjugierten Impulses 


p= mitte (6) 


9% 


erfolgt der Übergang zum Hamıtrosschen Formalismus, auf den hier nicht 
weiter eingegangen zu werden braucht. 
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Der zu (2) gehörige Energiesatz behält auch bei Anwesenheit magnetischer 
Felder nach wie vor die Form 
i 1 
E=eU+ 5 =eU+z(p—eN?. (7) 
Die magnetischen Kräfte beeinflussen die Energie des Teilchens nicht, weil 
sie stets senkrecht zur Bahn wirken. Eliminiert man jedoch in (7) die 
Elektronengeschwindigkeit t durch Einführung des kanonisch konjugierten 
Impulses p gemäß (6), so taucht das Vektorpotential X auch im Energiesatz 
formal auf. 


Der Übergang zur Wellenmechanik erfolgt nach dem üblichen Rezept, 
Energie E und kanonischen Impuls p durch die entsprechenden Ableitungen 
nach t und r zu ersetzen und den Energiesatz auf eine Wellenfunktion y 
anzuwenden. Dabei entsteht eine Wellengleiehung, die im einzelnen durch 


ho 
“Ga 


H=eU+z.-(p—eN)? 


gegeben ist. 


Die spezielle Form (8), in der die magnetischen Potentiale in die SCHRÖ- 
DINGERgleichung eingehen, läßt sich vom Standpunkt der Relativitäts- 
theorie aus verhältnismäßig einfach verstehen (und auch merken!). Bei 
freien Teilchen lautet der Zusammenhang zwischen Energie und Impuls 


bekanntlich Z = H%(p) = cY(mc)®-+ p?. Ein skalares Potential U macht 
sichin seinem Einfluß auf das Teilchen so bemerkbar, daß E durch E — eU 
ersetzt werden muß. Im Rahmen der Relativitätstheorie aber stellen E 
und U die Zeitkomponenten der Vierervektoren 


n=(2,») 4,=(%) (9) 
dar. In einer relativistisch einwandfreien Darstellung können elektro- 
magnetische Felder daher nur in der Form 

E—E-—eU p—p—eAl (10) 
wirksam werden, damit die durch die Relativitätstheorie geforderte 


Symmetrie zwischen den Zeit- und Raumkomponenten der Vierer- 
vektoren (9) gewahrt bleibt. 


Damit geht der Energiesatz für freie Teilchen bei Anwesenheit äußerer 
Potentiale U und X in die Form 


E=eU-+H'(p-—eX) (11) 
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über. Die nichtrelativistische Näherung, bei der H°(p) = p?/2m gesetzt 
wird, stimmt wiederum mit (7) überein. 


Da 


gilt, erhält der Hamıtroxoperator H von (8) die Form 
Hal p? e Ap- e 
BIT 2m m 9 7zm 


An. (13) 


Der erste Anteil enthält die elektrostatischen Kräfte, der zweite formal die 
kinetische Energie und der Rest die magnetische Wechselwirkung. 


Ein konstantes Magnetfeld ® läßt sich durch das Potential 


A=—1 x®B (14) 
darstellen. Zum Beweis wird die Rotation von X gebildet: 
ö BR. UT EN. er 
X U=-2 xx =-5|(85.)r 2] m 
-—- [8-38] 8 


in Übereinstimmung mit (1). Bei dieser Rechnung ist B voraussetzungs- 
gemäß konstant. Damit geht (13) in 


H=eU + L-Bexp)+ Flex 8) (16) 


über. Die physikalische Bedeutung der magnetischen Anteile wird im 
nächsten Abschnitt untersucht. 


452* Paramagnetismus und Diamagnetismus 


An den Ausführungen von Abschnitt 451 mag zunächst überraschen, 
daß der Hammwroxoperator, der ja die Energie darstellt, in (451.8) weiter 
das magnetische Feld enthält. Die tiefere Bedeutung der einzelnen, in (451.8) 
wie auch weiter unten in (451.16) enthaltenen Terme, soll in diesem 
Abschnitt vom Standpunkt der klassischen Mechanik an einem punkt- 
förmigen Elektron mit Masse m und Ladung e diskutiert werden, das 
gemäß (451.2) der Bewegungsgleichung 


mi=e(E+ixB) (1) 


genügt. Das elektrische Feld € soll ein Zentralfeld sein, während das 
Magnetfeld ® homogen und somit ortsunabhängig vorausgesetzt wird. Der 
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Zusammenhang zwischen den Feldern &, ® und den zugehörigen Poten- 
tialen U, X ist dann durch die Gleichungen 


oU ı dU 


or r dr 


SER 


A=— 1x8 (2) 


gegeben, wenn man das Zentrum des elektrischen Feldes zum Koordinaten- 
ursprung macht. 


Für die Bewegung des Teilchens sind charakteristisch: Sein Ort r, seine 
Energie E, sein mechanischer Impuls ® und sein mechanischer Dreh- 
impuls %, die miteinander über die Gleichungen 


E=Zi?+eU(r) 


(3) 
!t=r1x% 


zusammenhängen. Die Energie E ist bei diesem Problem zeitunabhängig 
und enthält bemerkenswerterweise das Magnetfeld nicht explizit. 


Daß der Einfluß des homogenen Magnetfeldes sich in erster Linie bemerk- 
bar macht wie eine Rotation, die der durch & allein bestimmten Teilchen- 
bewegung noch zusätzlich hinzugefügt wird, läßt sich auf folgende Weise 
einsehen: Ortsvektor und Geschwindigkeit werden in einem ruhenden 
Koordinatensystem mit Einheitsvektoren e; und in einem bewegten System 
mit e,(f) betrachtet 


= ;(t) HOESSHERUEN) 
i)=L% 4% (l) T)=L MN). 
Man beachte bei der Definition von t, daß dieser Vektor nur die Relativ- 
bewegung im gedrehten System berücksichtigt, der Punkt sich also nur 


auf %,(t), nicht aber auf e;(f) bezieht. Die e; beschreiben eine Drehung 
gemäß 


(4) 


H=OX% (5) 


um & als Achse mit lol als Winkelgeschwindigkeit. Der Vergleich der Orte 
und Geschwindigkeiten zeigt: 


re) =t(t) u) = I &%ı 
a PR (6) 
i=tt0x i=(47 +0 x)E, 


Dabei soll d/dt in der Klammer nur auf die %,, nicht auf die e, wirken. 
Eine weitere Zeitableitung von (6) vergleicht die Beschleunigungen: 


i=(,+öx)i=t+20xi+ox (xt). 7) 
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Die Gleichungen (4), (6) und (7) erlauben eine Darstellung der Be- 
wegungsgleichung (1) durch den Ortsvektor r eines mit beliebiger Winkel- 
geschwindigkeit & rotierenden Koordinatensystems. Multipliziert man (7) 
mit m, setzt die linke Seite gemäß (1) ein und berücksichtigt weiter (6), 
so erhält man im bewegten Koordinatensystem die Gleichung 
B, (8) 


mi=e&+mox(ox7) = — 4, 
falls man sich auf die Betrachtung der in (8) speziell angegebenen Rotation 
beschränkt. Diese Gleichung enthält ® bzw. & nur noch in einem Glied 
zweiter Ordnung, das bei nicht zu starken Magnetfeldern vernachlässigt 
werden kann. Bis auf Glieder in ®® also gilt Gleichung (1) ohne Magnetfeld, 
so daß sich in der Näherung w? *= 0 das Magnetfeld wirklich nur noch als 
zusätzliche Rotation mit der Frequenz bemerkbar macht. Das in & 
quadratische Glied von (8) beschreibt eine auf die Drehachse @ gerichtete 
Kraft, die ihrem Betrage nach mit der (entgegengesetzt, nämlich nach 
außen gerichteten) Zentrifugalkraft übereinstimmt. Neben der zusätzlichen 
Rotation macht sich also das Magnetfeld in einer Bahnveränderung 
bemerkbar, bei der sich die Abstände zwischen Bahn und Drehachse ver- 
kleinern. 


Der Impuls ® von (3) wird in den Koordinaten des gedrehten Systems 
infolge (6) durch 


Penlitöxt)=mi--Bxi=mi—ey (9) 


beschrieben. Der Vergleich von (9) und (451.6) zeigt, daß der dort mit p 
bezeichnete kanonische Impuls offensichtlich die Bedeutung des Bahn- 


impulses im gedrehten Koordinatensystem, nämlich von p= mi besitzt, 
während der zu p noch hinzutretende Anteil —eX den durch die Zusatz- 
rotation bewirkten Anteil des Impulses enthält. 


Der Drehimpuls & 
L=ixmltt+oxi)=I4mix (öxrT)=!+-mor—mt(&r) (10) 
besteht aus dem Bahndrehimpuls [ innerhalb des gedrehten Systems und 
einem Rotationsanteil. Für die zeitliche Änderung von [ gilt nach den 
gleichen Regeln wie in (6) und (7) unter Verwendung von (8) 
. d > = = 
i-(F+öx)i x mt) 
=-ixmi+ixm+ox! 
-OxI+rxe&+mix(ox(&xt)) 


zOXxI. 


1m 
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Da das elektrische Feld ein Zentralfeld sein soll, verschwindet t x €. Unter 
Vernachlässigung von Gliedern in &* vollführt der Drehimpuls [ des 5 gedreh- 
ten Systems also einfache Präzessionsbewegungen um die Achse ©. 


Auch die Energie läßt sich in Koordinaten des gedrehten Systems 
betrachten und wird dabei zu 


B=eU+(t+0x?) 
(12) 
=eU+5z AU +mtiloxi)+ +Z@x:)°. 


Die ersten beiden Terme von (12) enthalten die Teilchenenergie im gedrehten 
Koordinatensystem. Der letzte Term wächst quadratisch mit dem Achsen- 
abstand und bedeutet daher ein Achsenanziehungspotential, das seinem 
Betrage nach mit dem Zentrifugalpotential eines klassischen Teilchens im 
gedrehten Koordinatensystem übereinstimmt. Der vorletzte Term ist ein 
gemischtes Glied, das noch zu untersuchen ist. 


Insgesamt läßt sich die Energie (12) durch 
E=E+Epr+Ep (13) 


darstellen mit E als der Energie im gedrehten Koordinatensystem. Unter 
Berücksichtigung von ® gemäß (8) wird der nächste Term 


Er=mt(oxt)=ol=—up® (14) 
und der letzte 
BF (öxt?=- ex B=— ZUR. (15) 


In diesen beiden Gleichungen sind die Größen 


(16) 


als paramagnetisches und diamagnetisches Moment eingeführt. (Die Defi- 
nition der hier verwendeten magnetischen Momente ist aus Gründen der 
Einfachheit und Übersichtlichkeit etwas anders gewählt als sonst in der 
Elektrodvnamik, wo man — m) als Wechselwirkungsenergie ansetzt und 
nicht —u®. Die beiden insofern verschieden definierten magnetischen 
Momente unterscheiden sich nur um die magnetische Permeabilität u, 
als konstanten Faktor.) 


Das paramagnetische Moment des Elektrons läßt sich durch den mit der 
umlaufenden Ladung verbundenen Strom deuten, denn in der Elektro- 
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dynamik ist up das Produkt aus Strom und umlaufener Fläche, die im 
gedrehten Koordinatensystem durch 


2% - 1 
mIF-- (gixai=t[Süexda 
T e e 


(17) 


irren 


2m 


beschrieben wird und zum Drehimpuls [ unmittelbar proportional ist. 


Die durch die Zusatzrotation » entstehenden Besonderheiten enthält 
der Term (15), der insbesondere dann eine Rolle spielt, wenn (14) ver- 
schwindet, wenn also beim Atom zum Beispiel der resultierende Gesamt- 
drehimpuls der Elektronen verschwindet. up ist das diamagnetische Moment, 
das erst beim Anlegen eines äußeren Feldes ® induziert wird. Liegt das 
Magnetfeld in Richtung der z-Achse, so gilt 


e& 


———r e? ——— 
BD=— zug EX BO’ =- 7. dry, (18) 
woraus bei rotationssymmetrischer Ladungsverteilung 
Me gm Zr = [diptre, (19) 
[2 


wird. In der Quantenmechanik sind die Bahnmittel über das i-te Teilchen 
durch die entsprechenden quantenmechanischen Erwartungswerte zu 
ersetzen. 


Bei der quantenmechanischen Behandlung des Problems geht E aus (12) 
zunächst in den HAmmwronoperator (451.16) über. Im Vergleich zwischen 
jener Formel und (12) enthalten die ersten beiden Terme die Energie im 
gedrehten System. In diesem gedrehten System ist der Drehimpuls I! 
wegen (11) eine Erhaltungsgröße, denn er rotiert mit der gleichen Ge- 
schwindigkeit um die Drehachse wie das Koordinatensystem selbst, jeden- 
falls in der Näherung w? = 0. Betrachtet man also die ersten beiden Terme 
von (12) als ungestörten HAMmILToNoperator und behandelt den Einfluß 
der übrigen beiden als kleine Störung, so beeinflußt der paramagnetische, 
gemäß (14) nur von |, abhängige Anteil die Wellenfunktion nicht. Eine 
Beeinflussung der Wellenfunktion findet erst bei Berücksichtigung des dia- 
magnetischen Anteils (15) statt, die aber hinsichtlich ® von zweiter Ordnung 
ist und daher zu Abweichungen in der Energie bei der Entwicklung des 
Störungsverfahrens erst in vierter Ordnung führt. Es ist daher bis einschließ- 
lich zu Gliedern mit w? korrekt, die Energie eines solchen Systems so zu 
berechnen, daß man die ersten beiden Terme von (12) bzw. von (451.16) 
allein zum Aufsuchen der Wellenfunktion benutzt und mit dieser Wellen- 
funktion die Erwartungswerte der übrigen beiden Terme hinzufügt. 
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453 Der Elektronenspin 


STERN und GERLAcH erhielten bei Versuchen über die magnetischen 
Eigenschaften des Elektrons Ergebnisse, die sich im Rahmen der bislang 
entwickelten Vorstellungen über den Einfluß von Magnetfeldern auf 
Elektronen nicht ohne weiteres verstehen lassen. Ein Atomstrahl wird, 
wie das Abb. 453 schematisch zeigt, durch ein inhomogenes Magnetfeld ® 


geführt, in dem die magnetischen Momente jı der einzelnen Atome die 
Wechselwirkungsenergie 


E=—uB | () 


besitzen. Diese magnetischen Momente werden praktisch durch die Elek- 
tronen allein bestimmt, da die Momente der einige tausendmal schwereren 
Kerne wegen u » 1/m in diesem 

Zusammenhang vernachlässigt 

werden können. Speziell beim N 


Wasserstoffatom ist u gleich 
dem magnetischen Moment des 
Wasserstoffelektrons. 


= Een 2 
. uf ee er 2 Abb. 453. STERN-GERLACH-Versuch. Aufspal- 
gnetfeld auf eimen magnetischen ung eines Atomstrahls im inhomogenen Ma- 


DipolkeineKraft,sondernledig- gnetfeld. Die Pfeile längs des Atomstrahls 
lich ein Drehmoment ausübt, charakterisieren die magnetischen Momente 
wirkt auf den Dipol im inhomo- der einzelnen Atome 

genen Felde ® eine Kraft, und 

zwar je nach der Richtung von u in Richtung zunehmender Feldstärke 
oder entgegengesetzt. Die einzelnen Elektronen des Atomstrahls besitzen 
je nach ihrem Drehimpulszustand, der die Werte 1=0,1,2,... aufweisen 
kann, verschiedene Orientierungsmöglichkeiten in Richtung der Feldstärke, 
wobei ihre Wechselwirkungsenergie im Felde die Werte 


h s 
E=—-mıB me, Ag (2) 
annimmt. m; wird daher auch als magnetische Quantenzahl bezeichnet 
und kann im Drehimpulszustand Z genau 23-+1 Werte annehmen. Ent- 
sprechend sollte ein Strahl neutraler Wasserstoffatome beim STERN- 
GERLACH-Versuch in 22-+ 1 Komponenten aufgespalten werden. 


Der Grundzustand des Elektrons im Wasserstoffatom hat den Dreh- 
impuls / = 0. Trotzdem wird beim Versuch der Abb. 453 eine Aufspaltung 
in zwei Linien beobachtet, die sich nur so deuten läßt, daß das Elektron des 
einzelnen Wasserstoffatoms neben seinem Bahndrehimpuls I noch einen als 
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Spin bezeichneten Eigendrehimpuls 3 besitzen muß mit den Werten 
(gemessen in Einheiten 7) 


8) 


to] m 


m—=-+S s= 


Nur für s= 1/2 nämlich entstehen gerade zwei Orientierungsmöglichkeiten, 
die den Atomstrahl in die beobachteten zwei Komponenten aufspalten. 


Der Zusammenhang zwischen dem Operator des Bahndrehimpulses und 
seinen Eigenwerten wurde in Abschnitt 432 allgemein aus den Ver- 
tauschungsrelationen 


z; ,l=-—L (4) 
für die Drehimpulskomponenten abgeleitet. Sie ließen für die Eigenwerte 
l und m ganze und halbe Zahlen zu. Lediglich die spezielle Form[=rx »p 
erlaubte nur ganzzahlige Eigenwerte für die Quantenzahl !. Es liegt 
nahe, für die Komponenten des Spins 8$= e,3,+ e,8, + 8,3, analoge Rela- 


tionen 
h 
[3,; 3,] ze &, 


zu fordern. Die Überlegungen von Abschnitt 432 sind dann auch für den 
Spindrehimpuls gültig, und die beobachteten Spinwerte m, = +1/2 
stehen mit den dort als zulässig erkannten Drehimpulseigenwerten für 
s= 1/2 in Einklang. 


(6) 


Eine genaue Untersuchung der Aufspaltung bei bekannter magnetischer 
Feldverteilung gestattet eine quantitative Bestimmung der magnetischen 
Momente. Speziell beim Wasserstofistrahl entspricht die Aufspaltung im 
Magnetfeld B der Wechselwirkungsenergie 


B=+5"B. (6) 


Daraus folgt mit g,=2 der Ausdruck 


3,=hm, (7) 


für das magnetische Spinmoment. Der Vergleich von (7) und (1) zeigt, 
daß beim Spin das Verhältnis von magnetischem Moment zu zugehörigem 
Drehimpuls doppelt so groß ist wie beim Bahnanteil. Dieses Verhältnis 
wird in dimensionsloser Form durch die in (7) eingeführte Größe g be- 
schrieben, die als gyromagnetischer Faktor bezeichnet wird. Beim Bahn- 
drehimpuls ist g,= 1, wie aus der klassischen Elektronentheorie und auch 
aus der SCHRÖDINGERschen Wellengleichung im Magnetfeld abgeleitet 
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wurde. Der Wert g, = 2 für den Elektronenspin ergibt sich nicht aus dieser 
Theorie, sondern muß ihr als experimentelle Erfahrung hinzugefügt werden. 
Erst die relativistische DrkAcsche Theorie des Elektrons liefert diesen Wert 
von g, automatisch. Die Quantenelektrodynamik schließlich hat gezeigt, 
daß der Wert 2 nicht genau gilt, sondern durch eine Potenzreihe ersetzt 
werden muß: 


(8) 


Hierbei ist «= e?/hc — 1/137,04 die sogenannte SOMMERFELDsche Fein- 
strukturkonstante. Das Glied mit «? ist noch umstritten. 


Eine vollständige Beschreibung des Elektrons im magnetischen Feld 
erfordert demnach noch die Berücksichtigung des Elektronenspins, der 
formal wie folgt eingeführt werden kann: Die zwei Zustände m, = +1/2 
werden durch verschiedene Wellenfunktionen mit zwei Komponenten 


beschrieben: 
v=(0) -(})- ©) 
Die Normierungsbedingungen für diese Wellenfunktionen lauten 
Jain. far (5 )=jarur=1 


faryt v.=fari0) („)=farwt=1. 


Hier ist also y! aus y durch Spiegelung und Übergang zum Konjugiert- 
Komplexen entstanden, und zur Integrationsvorschrift tritt noch die 
Matrixmultiplikation zwischen der einzeiligen Matrix y! und der ein- 
spaltigen Matrix y hinzu. Eine etwas andere Beschreibungsform für diese 
Wellenfunktionen lautet: 


Yı= Kr Pr p,=U PER 
1 
u Te m 


Dabei stellen die Funktionen p den Ortsanteil dar, und die Funktionen x, 
und x_ sind die sogenannten Spinfunktionen. 


(10) 


Der Operator 8 des Elektronenspins sowie sein zugehöriges Moment ls 
werden zunächst durch 


Rz > eh > 
-75 = 6 (12) 


mit einem dimensionslosen Operator o dargestellt, dessen Komponenten 
unter der Voraussetzung (9) Matrizen sind. Wenn nämlich die beiden in (9) 
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eingeführten Funktionen y, und y_ Eigenfunktionen der z-Komponente o, 
des Drehimpulses sein sollen, so muß 


oy,=tY, (13) 


gelten. Diese Eigenschaften (13) von y. sind unabhängig vom Ortsverlauf 9. 
und werden von den Spinfunktionen allein in der Form 


Su. = EX: (14) 
erfüllt, was nur möglich ist, wenn o, die Matrixform 
10 
7,= F E; (15) 


besitzt. Man überzeugt sich von der Richtigkeit der Gleichungen (14) und (15) 
durch Ausmultiplikation der Matrizen: 


(-1)(0)=(0) 
al: 
Die Gültigkeit von (13) ist aber notwendig, wenn gemäß (3) m, = +1/2 


werden soll. Eine vollständige Untersuchung dieser o-Matrizen erfolgt im 
nächsten Abschnitt. 


(16) 


Die Funktionen y, und y_ und mit ihnen auch y, und y_ sind normiert 
und zueinander orthogonal, denn es gilt 


ix, =il (,)=1 = (0 y(,)-1 
xix.= (7)=0- 


Demnach gilt auch bei diesen erweiterten Eigenfunktionen der von (333.2) 
her bekannte Satz, daß Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten, 


hier nämlich des Operatorso, zueinander orthogonal sind. 


(17) 


454 Die o-Matrizen 
In (453.12) ist ein aus drei Matrizen bestehender Vektor ° eingeführt, 


dessen Eigenschaften nunmehr genau untersucht werden müssen. Infolge 
der Definitionsgleichungen (mit 9,= 2) 
h > o eh _ 
I=,6 Kam (1) 


und weil für die z-Komponente &,=hm,= +hj2 gelten muß, kann o, 
nur die Eigenwerte +1 und —1 besitzen, und es gilt 0? = 1. Da ferner alle 
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Raumrichtungen prinzipiell gleichwertig sind, muß auch 2=1lundo=1 
gelten, zusammengefaßt also 
d=o=d=1. (2) 


Jede der Komponenten von o muß hermitisch sein, also muß o die Be- 
dingun 

I = (3) 
erfüllen. Dabei wird unter der hermitisch konjugierten Matrix o' die in 
Abschnitt 231 eingeführte Matrix verstanden, die aus o hervorgeht durch 
Spiegelung an der Diagonalen und Übergang zu den konjugiert-komplexen 
Matrixelementen. Diese Bedingung ist notwendig, weil cin (1) bis auf eine 
Konstante das magnetische Moment und damit eine beobachtbare Größe 
repräsentiert, deren Erwartungswerte reell sein müssen. 

Da der Spinvektor 3 eine Drehimpulsgröße repräsentiert, müssen zwischen 
seinen Komponenten die Vertauschungsrelationen (453.5) gelten. Wegen (1) 
folgt daraus für die Komponenten von o die Gültigkeit der Vertauschungs- 
relationen ; 
[o,, 0,]= 0,0,— 0,0,= 2i0,. (4) 
Wegen (2) und (4) müssen die Komponenten von o „antivertauschbar“ 
sein: 


1 1 
[0,; = 0,0, H 0,0, 0,5; (0,02 — 0205) + 75 (0202 — 020,) 0, 


1 l 
= 5; (920, ,9)=—-,(5;-0,)=0. 


Bei Addition von (4) und (5) ergeben sich für die o-Matrizen zusammen- 
fassend die etwas einfacheren Eigenschaften 


sowie entsprechende Gleichungen, bei denen x, y und z zyklisch ver- 
tauscht sind. 


Grundsätzlich können für die Beschreibung des Spins Matrizen mit 
beliebigen Komponenten gewählt werden, wenn sie nur die Bedingungen (6) 
erfüllen. Erst die Forderung, daß y, und y_, wie in (453.13) dargestellt, 
Eigenfunktionen der 2-Komponente des Spins werden sollen, legt für die 
Matrix o, eine spezielle Komponentendarstellung, nämlich (453.15) fest. 
Die zu dieser Komponentendarstellung gehörigen Matrizen o, und o, sollen 
berechnet werden. 


Zunächst wird für o, der Ansatz 


Zi ı A=(% 2) (7) 
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gemacht; die hermitisch konjugierte Matrix ist gleich mit angegeben. 
Dieser Ansatz für o, muß den Bedingungen (6) genügen. Zunächst muß o, 
mit o, antivertauschbar sein, woraus die Matrixgleichung 


ab\/1 0 1 0\/ab a—b a b 
lab © 
folgt, die nur mit a= d= 0 erfüllt werden kann. Weiter muß 0 =1 sein, 
was zu der Matrixgleichung 


05\/Ob be 0 
(olleo)aio Me 9) 
führt und für die verbleibenden Komponenten b und c die Bedingung 
bc=1 zur Folge hat. Schließlich muß o, hermitisch sein, also o|=o, 
gelten, woraus c = b* und damit bb*= 1 folgt. Man kann für 5 somit den 
Ansatz e'? mit einer beliebigen reellen Zahl g machen und erhält für die 


allgemeinste zu o, gehörige Matrix o,, die allen Bedingungen (6) genügt, 
die Darstellung 


0 ei? 
=|,..0)” 


die mit dem willkürlichen Wert 9 = 0 eine besonders einfache Form erhält. 


01 & 
1 ö für  9>0, (10) 


Die Matrix o, kann nunmehr mit der Gleichung 
= ./1 0\/01 2 01 0 -i 
== lg _1)(ı =: o)=l: v) a3) 


unmittelbar berechnet werden. Für die Komponenten des Spinvektors % 
ergibt sich somit als einfachste Darstellung 


ee 


In dieser Darstellung werden die Matrizen (12) auch als die Paurischen 
Spinmatrizen bezeichnet. 


Während die Bedingungen (6) für die o-Matrizen stets erfüllt sein müssen, 
ist die Darstellung (12) ihrer Komponenten nur eine ganz spezielle Form. 
Es könnte ohne weiteres eine andere Darstellungsform gewählt werden, 
zum Beispiel eine solche, bei der o, die gleiche Darstellung besitzt, die in (12) 
die Matrix o, hatte. In diesem Falle wären die Funktionen (453.9) Eigen- 
funktionen von o,. In der hier gewählten Darstellung von o, sehen jedoch 
die Eigenfunktionen von o, anders aus. Sie müssen den Gleichungen 


0,9%, = H% (13) 
genügen, die bei der Wahl (12) der o,-Matrix von den Funktionen 


een 


01 


10 12). 
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erfüllt werden, wovon man sich durch Einsetzen leicht überzeugt. Der 
Faktor 1/2 in (14) ist zur Normierung erforderlich, denn die Normierungs- 
bedingungen lauten hier 


farviv,=z [ara u*) (2)=fam®=1 
farviv.= 3 [a:0* —v*) ()-fawr=1. 


Auch diese zu den verschiedenen Eigenwerten von o, gehörigen Eigenfunk- 
tionen sind zueinander orthogonal, und zwar unabhängig vom Verlauf der 
Funktionen u und v, denn es gilt 


Jerviy-= (1 y(_,)faruv=0. (16) 


Zusammenfassend läßt sich über das Elektron im äußeren elektrischen 
und magnetischen Feld somit folgendes aussagen: Seine Wellenfunktion y 
wird wie üblich durch die ScHRröpmngergleichung bestimmt, deren 
HamILToxoperator hier jedoch durch 


(15) 


Sn H=eU+ 8 — 8 (17) 


dargestellt wird und aus einem elektrischen, einem kinetischen und einem 
magnetischen Anteil besteht. Dies ist die sogenannte zweikomponentige 


Paurigleichung. Das magnetische Moment & in (17) setzt sich aus Bahn- 
und Spinanteil zusammen, die ihrerseits durch 


par _ _ — —_ e 
B=lht ls =! = (18) 
beschrieben werden. Der Gesamtdrehimpuls j des Elektrons besteht aus 
Bahn- und Spindrehimpuls, beschrieben durch 
i=!1+3 I=rxp s-+7 (19) 


mit o als dem Vektor, dessen drei Komponenten den Relationen (6) genügen 
müssen und im einfachsten Falle durch die Matrizen (12) repräsentiert 
werden. 


455 Der Zermaneffekt 


Bringt man eine strahlende oder absorbierende Substanz in ein äußeres 
Magnetfeld ®, so beobachtet man eine Aufspaltung der Spektrallinien in 
mehrere einzelne Linien, die so zu deuten ist, daß die Energieterme der 
Atome, zwischen denen bei Strahlung und Absorption die Quantensprünge 


16 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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stattfinden, durch das Magnetfeld in mehrere Terme aufgespalten werden. 
Durch das außen angelegte Magnetfeld entsteht nach (454.17) eine zusätzliche 


Wechselwirkung o 
Hn=—uB eD) 


mit u als dem magnetischen Moment des Atoms. Im einfachsten Falle spielt 
nur das magnetische Moment eines einzelnen Elektrons eine Rolle, so daß m 
durch (454.18) ersetzt werden kann. Sind mehrere Elektronen an der 
Bildung des Zustands beteiligt, so ist u gleich der Summe der magnetischen 
Momente aller Elektronen. 


Die Erwartungswerte von (1) sind nicht immer einfach zu bestimmen. 
Ist der Spin des strahlenden Elektrons gegen den Spin eines anderen 
Elektrons im gleichen Atom abgesättigt und spielt daher nur das Bahn- 
moment eine Rolle, so wird der eine nur vom Gesamtdrehimpuls ! abhängige 
Zustand E,,infolge der verschiedenen möglichen magnetischen Orientierun- 
gen in 22 + 1 Zustände aufgespalten, weil zur Energie noch der Erwartungs- 
wert von (1) mit 


hinzutritt. Dies ist der normale Zermaneffekt, bei dem nur der Bahn- 
drehimpuls auftritt. Wegen der Auswahlregeln Am; = 0, +1 spaltet hierbei 
jede Spektrallinie in drei Komponenten auf (siehe Übungsonipabe 45.1). 


Wird der betreffende Energiezustand jedoch entscheidend durch Bahn 
und Spin eines einzigen Elektrons bestimmt, so sind [ und 3 einzeln keine 
Erhaltungsgrößen des Systems, sondern nur der Gesamtdrehimpuls 
i=1-+3. Die Energieeigenzustände sind daher E,„,, und die zugehörige 
magnetische Wechselwirkungsenergie ist 


ehg, i R ; 
En=— Rn Bm, M=—); —j-+1, “o.;, +3. (3) 


Dabei beschreibt m; die verschiedenen Einstellmöglichkeiten der z-Kompo- 
nente des Gesamtdrehimpulses. Man kann sich von der etwas komplizierten 
Wirkung der Kopplung zwischen den Drehimpulsen nach dem in Abb. 455 
dargestellten Vektormodell etwa folgende Vorstellung machen: Spin- und 
Bahndrehimpuls setzen sich zum Gesamtdrehimpuls j zusammen. Der 
Gesamtdrehimpuls j führt im äußeren Magnetfeld ®' eine Präzessions- 
bewegung aus infolge der Wechselwirkung zwischen Feld und magnetischem 


Moment 1;- Die zugehörige Wechselwirkungsenergie ist (3). 
Die Kopplung zwischen Bahn und Spin entsteht auf Grund innerer 


magnetischer Wechselwirkung, wobei die Vektoren von Bahn und Spin 
eine Präzessionsbewegung um j als gemeinsame Achse ausführen. Die 
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Rotationsfrequenz dieser Präzessionsbewegung ist um so größer, je stärker 
die Kopplung zwischen Spin und Bahn ist; im allgemeinen ist sie groß gegen 
die Präzessionsfrequenz von j um die Achse ®. In diesem Falle tragen die 
magnetischen Momente von Spin und Bahn nur mit ihren j-Komponenten 
zum magnetischen Moment u; bei, während ihre übrigen Komponenten 
durch die schnelle Präzessionsbewegung her- 
ausgemittelt werden. In diesem Falle gilt korre- 
spondenzmäßig 


43 U 608 (l, j) + 4, 608(8, j) (4) 


für die Berechnung von 9; in (3), wobei die cos 
durch die entsprechenden quantenmechani- 
schen Mittelwerte zu ersetzen sind. 


Bei sehr starken Magnetfeldern jedoch 
kommt es vor, daß der Einfluß des äußeren 
Feldes den der inneren magnetischen Wechsel- 
wirkung überwiegt. In diesem Falle ist das Ma- 
Abb.455. Vektormodell. Spin- gnetfeld B so stark, daß Spin- und Bahn- 
und Bahndrehimpuls setzen 
eich zur Gessntrehimpuls moment des Elektrons entkoppelt werden und 
i=!+38 zusammen, der um Jedes für sich eine eigene Präzessionsbewegung 
die Richtung des Magnetfel- um die Achse des Magnetfeldes ausführt. Die 

des ® präzediert zugehörige elektromagnetische Wechselwirkung 
setzt sich in diesem Falle aus den einzelnen 
Beiträgen von Bahn und Spin zusammen und wird 


Auch diese Entkopplung wird experimentell beobachtet und ist als 
PascHen-Back-Effekt bekannt. Der Spin ändert sich bei optischen Über- 
gängen im allgemeinen nicht; es gilt also Am,=0. Die Auswahlregel 
Am, =0, +1 liefert dann wieder das normale ZeEmAntriplett. 


456* Feinstruktur des Wasserstoffs 


Von der im Schluß des letzten Abschnitts erwähnten inneren magneti- 
schen Wechselwirkung kann man sich folgende Vorstellung machen: 
Bekanntlich erzeugt eine mit der Geschwindigkeit v9, bewegte Ladung ®, 
die im ruhenden Zustand ein elektrisches Feld € hervorrief, das Magnetfeld 
8=09,x% E/e?. Ruht die Ladung und bewegt sich ein Beobachter an ihr 


16* 
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mit der entgegengesetzten Geschwindigkeit d —— vd, vorüber, so wird er 
das gleiche Magnetfeld beobachten, also 8 = —v x E/c?. Die Wechsel- 
wirkung zwischen Spin und Bahn des Elektrons kann daher durch 


(1) 


dargestellt werden. Hier ist 1; das magnetische Moment des Elektrons, 
$sein Spin und ®, das vom Elektron auf seiner Bahn im elektrischen Feld € 
scheinbar festgestellte Magnetfeld. 


Weiter werden in diesem Ausdruck durch die Gleichungen 


der Impuls p, das skalare Potential U sowie die zugehörige potentielle 
Energie V eingeführt. Falls die Bewegung im Zentralfeld V(r) erfolgt, so 
gilt zunächst 
_.e p r\ 9 d: En Zu 
Hu=—sl x | r) tn (3) 


mc! r]or\ 


Nach Einführung des Bahndrehimpulses [= tx p entsteht schließlich 


l/h E ov 231 


Bu=3z \me/) rör # 4) 


als Erwartungswert für die Spin-Bahn-Kopplung eines sich im Zentral- 
potential V(r) bewegenden Elektrons. 


Handelt es sich um ein Anziehungspotential, so gilt 


Speziell im Wasserstoffatom wird daraus 


10% e& dl [u e 1 
ur Turm 1\ x (6) 
6 W145) (+1) 


Der Erwartungswert von 1/r? für die verschiedenen Eigenzustände des 
Wasserstoffs zur Hauptquantenzahll n=g-+2+1 soll hier nicht im 
einzelnen berechnet werden. 


Beim Quadrieren der Gleichung j=&+![ wird mit Berücksichtigung 
der Drehimpulseigenwerte 


A B-B-P)-jü+HN Id scHn. m) 
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Für die zu jedem Eigenwert von } und s gehörigen Zustände mit j=1+ 1/2 
(Parallel- und Antiparallelstellung von Spin und Bahn) ergeben sich, ohne 
daß man auf die Matrixdarstellung des Spins 3 zurückgreifen müßte, die 
Erwartungswerte 


= (123) (14 172)-104n-4=[_0,n für jei4y. (8) 


Spin und Bahndrehimpuls des Elektrons sind also so miteinander ge- 
koppelt, daß es nicht gleichgültig ist, ob sie parallel oder antiparallel 
zueinander stehen. Ein durch die Hauptquantenzahl » und die Drehimpuls- 
quantenzahl / sowie die Spinquantenzahl s = 1/2 charakterisierter Zustand 
spaltet bei Berücksichtigung der Spin- 


Bahn-Kopplung also in zwei ener- E 
getisch verschiedene Zustände auf, je 2p3, 
nachdem, ob Bahn- und Spinmoment 2 
parallel oder antiparallel stehen, also dE 
je nachdem ob j=1-+ 1/2 ist. 
2P% 
Speziell beim Wasserstoffatom spal- Abb. 456. Aufspaltung des 2p-Zu- 


tet zum Beispiel der durch n=2 und stands durch Spin-Bahn-Kopplung 
i=1 charakterisierte 2p-Zustand in beim Wasserstoffatom 

zwei Zustände auf, die mit 2 p,,, und 

2 P,j, bezeichnet werden, wobei, wie in Abb. 456 dargestellt wird und auch 
aus (4), (5) und (8) unmittelbar folgt, der 2 p,,-Zustand energetisch tiefer 
liegt. 


Beim Vergleich von Theorie und Experiment stellt sich heraus, daß 
die Spin-Bahn-Aufspaltung wirklich beobachtet wird. Diesen nur sehr 
kleinen Effekt bezeichnet man als' Feinstruktur der Spektrallinien. 
Auch ergibt die durchgeführte Überlegung die Aufspaltung mit dem 
richtigen Energievorzeichen. Dagegen wird der Abstand der Energie- 
terme mit den hier abgeleiteten Formeln um einen Faktor 2 zu groß 
wiedergegeben. 


Der Grund dafür liegt in relativistischen Korrekturen, die bei dieser 


Überlegung nicht berücksichtigt wurden und von THOMAS quantitativ 
bestimmt werden konnten. Als Tuomaskorrektur wird ein Energiebeitrag 


l 
Hn=+7z 4% (9) 


bezeichnet, der zu (1) hinzutritt und durch die relativistische Bewegung 
auf der Elektronenbahn hervorgerufen wird. Als magnetische Gesamt- 
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wechselwirkung ergibt sich dabei schließlich 


1=> ı/h\21 07/281 
En=EutEn=—- Zudı= 4 (42) r Or ( h2 ). 0) 
Im Falle des Wasserstoffspektrums geht (10) mit (6) und (8) in 
1 mc?at I 
ae an rare EB am) 


über. 
Die durch die Spin-Bahn-Kopplung hervorgerufene Aufspaltung ist nach 


dieser Formel 
u 1 mc?a%(21+]1) 1 meo4 
— Hl+18 _ HU-UR —_ = 
AE=En Em 4 wid+1A)lü+) 2 mlı+n' 


(12) 


Sie stimmt sowohl mit der Erfahrung als auch mit den Ergebnissen der 
relativistischen Theorie des Elektrons von DIRAC überein. 


457 Gesamtspin zweier Elektronen 


Nach Abschnitt 453 konnte der Spin des Elektrons durch die Wellen- 
funktion 


vy=X,Pl) = (5) «=|j}) 09) 


beschrieben werden. Dieser Produktansatz für die Wellenfunktion befriedigt 
die ScHhrönInGERgleichung auf Grund der Überlegungen von Abschnitt 412 
nur, wenn der zu x gehörige Operator o, eine Erhaltungsgröße der Bewegung 
darstellt, wenn also in etwas verallgemeinerter Form 

[H, 3)=0 (2) 


gilt und der Spin des Elektrons daher eine Erhaltungsgröße ist. Gilt infolge 
von Spinwechselwirkung mit einem Magnetfeld der Erhaltungssatz (2) 
nicht, so sind die Funktionen (1) möglicherweise keine Lösungen der 
ScHröpIngErgleichung mehr. Die Lösungen müssen sich aber auch dann 
aus Linearkombinationen der Funktionen (1) aufbauen lassen. 


Nunmehr wird ein Zweielektronenproblem bei Vernachlässigung der 
magnetischen Wechselwirkung der Spins untereinander betrachtet. Es 
wird also dabei 

[Z, 3”]=0 [A, 3°]=0 (8) 
vorausgesetzt. Die Unabhängigkeit der Spineinstellungen beider Teilchen 
kommt dabei in der Vertauschbarkeit der Operatoren 


[, 3]= 0 (4) 
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für beliebige Komponenten i, k= x, y, z zum Ausdruck. Die Wellenfunktion 
des Zweielektronenproblems kann unter diesen Voraussetzungen wiederum 
als Produkt 


y=xX9ltı; te) =D (5) 


angesetzt werden mit einem hier nicht interessierenden Ortsanteil p(t, , tz) 
und dem Spinanteil y, der seinerseits einen Produktansatz von Spin- 
funktionen der Teilchen 1 und 2 darstellt. 


Als Gesamtspin des Zweielektronenproblems wird die Größe 
oS= gm + FE (6) 


eingeführt. Die Komponenten des Gesamtspins S=e,&, + 0,6, + 86; 
genügen der Vertauschungsrelation 


[&, 81-—-+e, Mm 


sowie entsprechenden Relationen, die aus (7) durch zyklische Vertauschung 
von x, y und 2 hervorgehen. Die Richtigkeit von (7) beweist man durch Ein- 
setzen von (6), Verwendung der entsprechenden Vertauschungen von 8% 
und $'® nach (453.5) und der Vertauschbarkeit (4) von 3 und 8% unter- 
einander. Im folgenden sollen die Eigenwerte von ©? und ©, sowie die 
zugehörigen Eigenfunktionen berechnet werden. Diese Aufgabe ist prinzipiell 
ohne weiteres durch Einsetzen der entsprechenden Matrizen lösbar, soll 
aber hier mit geringerem Rechenaufwand auf der Grundlage allgemeinerer 
Überlegungen behandelt werden. In Abschnitt 432 wurde für den Bahn- 
drehimpuls nachgewiesen, daß ein Vektoroperator, der den Vertauschungs- 
relationen (7) genügt, wie hier ©, Eigenwerte vom Typ 


EHAS(S+1) ©,—hMs (8 


besitzt, wobei S positiv ganz- oder halbzahlig ist und M,; alle Zahlen S, 
S—-1l,...—-S-+1, —S durchläuft. Wendet man den Operator ©, auf die 
Funktiony,, an, so entsteht zunächst 


©, Ya = [50 = Er ” = (2x) x + Kr (32 2 


h h 9) 
STHRTM IE Ne 


Die Indizes » und ı bedeuten hierbei im Sinne von (4), daß 5 nur auf y” 
und 5‘? nur auf x operiert. Nach (453.14) wird in jeder der geschweiften 


Klammern (9) die Wellenfunktion reproduziert mit einem Faktor +h/2. 
Im Sinne von (8) ist also y,, eine Eigenfunktion mit Ms=-+1. Ent- 
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sprechende Überlegungen für die übrigen drei möglichen Eigenfunktionen 
führen auf folgendes Schema: 


gr | 42= je#]| = 
‚| ı | ) | ) = (10) 
S 4 ? ? 1 


Von den vier möglichen Eigenfunktionen müssen y, , und y__ zum Gesamt- 
spin S= 1 gehören, denn S muß wenigstens so groß wie |M,!, kann aber 
nicht größer als 1 sein, weilzum Beispiel zum Gesamtspin 8 = 2, der zunächst 
denkbar wäre, insgesamt fünf Eigenfunktionen gehören würden, in Wirklich- 
keit aber nur vier verfügbar sind. 


Fraglich bleibt hierbei die Zuordnung der Funktionen y,_ und x_,. 
Es wird sich gleich herausstellen, daß beide Funktionen keine Eigen- 
funktionen von ©? sind. Die aus diesen Funktionen konstruierbaren sym- 
metrischen und antisymmetrischen Kombinationen 


K= Tr (x DR) (11) 


aber sind normiert, orthogonal und Eigenfunktionen zuS=1bzw.S=(0. 
Die Normierung der symmetrischen Funktion zum Beispiel ergibt sich aus 


(Xas 4)= cu (9 y ee ar gt Yu) 


U? a! (x? a) +(, 2) 5% E 
+? Ar =. 0 + 


(12) 
+ (223) (929) + 22) CZ 2) 
et 
Die Orthogonalität der beiden Funktionen folgt aus 
1 
(Kar Aas) =;(X a) PR ui A Ar (2) a g" ae 
_L 103] =. a) a) 2a) ,2) 
ae ee (13) 


+ D22) (0 22) 2) 
= 21-1-0.0+40-0-1-1=0. 
Bei Anwendung des Operators © auf y,, entsteht 


Sys = (3 +39)? m Be =—Ayu=l. (14) 
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Zunächst werden & und y,, nach (6) und (11) eingesetzt. Die Numerierung 
der Teilchen 1 und 2 in (14) ist hierbei ohne Belang. Vertauscht man die 
Numerierung aber, so wechselt der Ausdruck sein Vorzeichen; er muß daher 
verschwinden. Somit ist y,, eine Eigenfunktion zu $=0. Die Eigen- 
schaften von y, brauchen nun nicht mehr untersucht zu werden, denn %, 
muß die noch fehlende dritte Eigenfunktion mit M;=0 zum Eigen- 
wert S=1 sein. Es ergibt sich demnach folgendes Schema von Eigen- 
funktionen und zugehörigen Eigenwerten 


(15) 


für das Zweielektronenproblem. Bemerkenswert an diesen Funktionen ist, 
daß alle Eigenfunktionen zu S = 1 symmetrisch gegenüber Vertauschungen 
der Teilchenbezeichnungen 1 und 2 sind und daß die Eigenfunktion zu S = 0 
antisymmetrisch ist. Man kann diese Situation daher in der nebenstehenden 
Abb. 457 veranschaulichen. Die beiden halbzahligen 

Spins der Teiichen 1 und 2 stellen sich parallel und 

ergeben den Gesamtspin 1 mit drei möglichen Ein- a I» ) Io 
stellungen Ms=1, 0, —1, oder antiparallel zu dem 


Gesamtspin S=0. Im ersten Falle ist die zu- Abb.dU7. Pymimebrsche 


und antisymmetrische 


gehörige Abbildung symmetrisch gegenüber Ver- Kombination der 
tauschungen, im zweiten Falle antisymmetrisch. Teilchenspins 
Übungsaufgaben 


45.1. Welche Aufspaltung der Spektrallinien folgt aus der Termaufspaltung (455.2) 
des Zuzmaneffekts bei Berücksichtigung der Auswahlregel für m? 


45.2. a) Mit den Gleichungen (454.1 und 6) für die o-Matrizen zeige man, daß der 
Gesamtspin & zweier Elektronen der Beziehung &(&—2A°)=0 genügt. 
Was ergibt sich daraus für die Eigenwerte von ©? 
b) Man wende den Operator & auf die Spinfunktionen %44, X--» X+-> X-+> 
Yas X, an und zeige so durch direktes Nachrechnen die in (457.15) enthaltene 
Zuordnung der Spinfunktion zu den Eigenwerten von ©. 


5 Aufbau der Atome und Moleküle 


So wie bei der Planetenbewegung Ellipsenbahnen und Hyperbelbahnen 
voneinander typisch verschiedene Bewegungsformen darstellen, lassen sich 
in der Quantentheorie gebundene Zustände und Stoßvorgänge unter- 
scheiden; sie werden in den Teilen 4 und 6 dargestellt. 
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Bevor wir jedoch zur Darstellung der Stoßprozesse übergehen, soll die 
Theorie der gebundenen Zustände zur Beschreibung der atomaren Ver- 
hältnisse im Inneren der stofflichen Materie angewandt werden. Dabei stellt 
sich heraus, daß die Quantentheorie ein vollständiges Verstehen dieser 
Vorgänge vermittelt. Naturgemäß kann eine Darstellung, die diese Anwen- 
dungen nicht zum Hauptinhalt gewählt hat, nur unvollständig sein und 
ist gezwungen, sich auf die Behandlung grundsätzlicher und wesentlicher 
Gesichtspunkte zu beschränken. Die in diesem Teil getroffene Auswahl 
ist daher nicht ganz willkürfrei. 


Zunächst werden in Kapitel 51 die aus Kern und Elektronen aufgebauten 
Atome als quantenmechanische Systeme betrachtet. Dabei wird in der Dar- 
stellung der phänomenologische Weg beschritten; es werden also die Er- 
Tahrungstatsachen an den Anfang gestellt und im Anschluß daran die theo- 
retischen Rückschlüsse gezogen, die in den Abschnitten 515 und 516 auf das 
HARTREEscne Atommodell führen. Die genauere Behandlung der Wechsel- 
wirkung mehrerer Elektronen in Kapitel 52 spielt beim Heliumatom eine 
entscheidende Rolle. Dabei erweist sich die Berücksichtigung des Elek- 
tronenspins zur vollständigen Beschreibung des Vielelektronenproblems als 
notwendig. In pauschaler Form lassen sich nach Kapitel 53 Systeme mit 
großer Elektronenzahl statistisch behandeln. Auch die zwischen den 
Atomen wirkenden chemischen Bindungskräfte lassen sich vom Standpunkt 
der Quantenmechanik vollständig erklären und, zumindest qualitativ, 
berechnen. Das entsprechende Kapitel 54 beschränkt sich dabei auf den 
Nachweis der grundsätzlichen Eigenschaften. 


51 Aufbau der Atomhülle 


Zusammenfassung: Viele Eigenschaften der Atome sind periodische Funk- 
tionen der Elektronenzahl. Der Schalenaufbau der Elektronenhülle läßt sich theore- 
tisch so verstehen, daß sich die Elektronen unabhängig voneinander in einem mittleren 
Potential bewegen. Dabei besetzen sie die verschiedenen Energiezustände nach dem 
Pauriprinzip. Die gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen hat Abweichungen von 
der Termfolge des Wasserstoffs zur Folge, und zwar werden die Terme kernferner 
Elektronen relativ angehoben. Es ergeben sich den Schalen entsprechende Gruppen 
eng benachbarter Energieterme. Die Rönteznspektren entstehen durch Übergänge 
nach den tiefsten Ennergieniveaus, als innere Atomeigenschaften hängen sie monoton 
von der Ordnungszahl ab. Dagegen sind die Alkalispektren ein einfaches Beispiel 
für Vorgänge in der äußersten Hülle. Das locker gebundene Leuchtelektron bewegt sich 
dabei in einem weitgehend wasserstoffähnlichen Potential. Für Energien und Wellen- 
funktionen der Grundzustände gibt SLATER halbempirische Ausdrücke an. Mit dem 
Harrree-Verfahren kann das Mehrkörperproblem der Elektronenhülle näherungs- 
weise gelöst werden. Die Starerschen Wellenfunktionen können dabei als nullte 
Näherung dienen. 
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511 Periodische Atomeigenschaften 


Während in den bisherigen Abschnitten nur das quantenmechanische 
Einteilchenproblem im Detail studiert wurde, soll im folgenden am Beispiel 
der Atome mit mehreren Elektronen das quantenmechanische Mehrteilchen- 
problem untersucht werden. Betrachtet man die verschiedensten physi- 
kalischen Eigenschaften der Atome als Funktion der Ordnungszahl Z, 
und zwar vom Wasserstoff mit Z=1 bis zum Uran mit Z = 92, so lassen 
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Abb. 511.1. Periodizität der Atomvolumina (= (A) kg/Dichte) 


sich diese Atomeigenschaften nach der Art ihrer Abhängigkeit von Z in 
zwei Gruppen einteilen. Bei der einen Gruppe ändern sich die Eigenschaften 
im wesentlichen monoton mit der Ordnungszahl, sie nehmen über sämtliche 
Atome hinweg einen verhältnismäßig glatten Verlauf. So stellt das zu den 
Ordnungszahlen Z gehörige mittlere Atomgewicht A eine glatt verlaufende 
Funktion dar; die Werte für A liegen zwischen 2Z und 2,52. Auch die im 
RöNTGEnspektrum beobachteten Energieterme weisen einen gleichmäßigen 
Verlauf über alle Ordnungszahlen hinweg auf. 


Zur zweiten Gruppedagegen gehören Eigenschaften, die über alle Ordnungs- 
zahlen hinweg einen periodischen Verlauf zeigen. Das in Abb. 511.1 dar- 
gestellte mittlere Atomvolumen der verschiedenen Atome ist ein typisches 
Beispiel für einen solchen periodischen Verlauf. Es zeigt scharfe Maxima 
bei allen Zahlen, die unmittelbar auf die Zahlen 2, 10, 18, 36, 54, (86) folgen, 
welche sich ihrerseits um die Differenzen 2, 8, 8, 18, 18, 32 unterscheiden. 
Zu den periodischen Eigenschaften der Atome gehören insbesondere ihre 
chemischen Eigenschaften, auf Grund deren ja auch seinerzeit MENDELEJEW 


240 5 Aufbau der Atome und Moleküle [511] 


das periodische System der Elemente aufgestellt hat. Zu den periodischen 
Eigenschaften gehören ferner Kompressibilitäten (Abb. 511.2), Ausdehnungs- 
koeffizienten und Schmelztemperaturen. 


Die theoretische Deutung.dieser verschiedenartigen Eigenschaften hängt 
eng mit den Vorstellungen zusammen, die man sich über den Aufbau des 
Atoms macht mit seinem positiv geladenen schweren Kern und den Elek- 
tronen, die ihn umkreisen und gemeinsam eine Hülle bilden. Man stellt sich 
die Elektronen dabei in verschiedenen Schalen angeordnet vor. Das Äußere 
des Atoms wird weniger durch die vollbesetzten Schalen im Atominneren 
bestimmt, als vielmehr durch die Besetzung der letzten, äußersten Schale. 
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Abb. 511.2. Periodizität der Kompressibilitäten 


Die Elektronen in Atomen mit abgeschlossenen Schalen hat man sich dabei 
als besonders fest gebunden und örtlich eng konzentriert vorzustellen. Diese 
Atome mit abgeschlossenen Schalen zeigen daher wenig Neigung, chemische 
Verbindungen einzugehen. Sie bilden die Gruppe der Edelgase. Ein einzelnes 
außerhalb einer abgeschlossenen Schale befindliches Elektron, das eine 
neue Schale beginnt, hat man sich dagegen als besonders locker gebunden 
vorzustellen. Das erklärt unter anderem die besonders große chemische 
Aktivität dieser als Alkalien bezeichneten Substanzen sowie ihr besonders 
großes Atomvolumen. Fehlt dagegen in der äußersten Schale gerade ein 
Elektron zum vollständigen Abschluß, so wird das Atom unter Aufnahme 
eines weiteren Elektrons in die besonders stabile Edelgaskonfiguration 
überzugehen suchen. Das ist der Fall bei den Halogenen, die ebenfalls 
chemisch recht aktiv sind. 


Die periodischen Eigenschaften des Atoms sind somit Eigenschaften 
seiner äußeren Hülle, während die physikalischen Eigenschaften mit glattem 
Verlauf über alle Ordnungszahlen (wie Masse oder Röntgenterme) dagegen 
vom Atomrand weitgehend unabhängig sind und hauptsächlich durch den 
Kern und die innere Hülle bestimmt werden. Von den einfachsten quali- 
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tativen Vorstellungen ausgehend soll in den folgenden Abschnitten die 
Vorstellung vom Aufbau der Atome systematisch erweitert und schließlich 
zu quantitativen Formulierungen geführt werden. 


512 PaAvuiprinzip und Schalenstruktur 


Nach den Vorstellungen der klassischen Physik sind Elektronenbahnen 
im Atominnern grundsätzlich unstabil. Kreist ein Elektron als elektrisch 
geladenes Teilchen um den Atomkern, so muß es nach der klassischen 
Elektrodynamik unter ständigem Energieverlust Strahlung emittieren und 
schließlich in den Kern stürzen. Nach den Vorstellungen der Quanten- 
theorie dagegen gibt es bestimmte Zustände im Atom, in denen sich das 
Elektron strahlungslos aufhalten kann. Liegen diese Zustände oberhalb des 
Grundzustands, so existiert lediglich eine gewisse Wahrscheinlichkeit für 
spontane Quantensprünge in energetisch niedrigere Niveaus, bei denen 
die freiwerdende Energie als elektromagnetische Strahlung in Form eines 
Lichtquants emittiert wird. 


Aber auch dieses Bild reicht noch nicht zu einem vollen Verständnis 
der Schalenbildung im Atom aus. In diesem Bild der Quantenmechanik 
sollte man vielmehr vermuten, daß sich nach hinreichend langer Zeit alle 
Elektronen im Grundzustand als dem energetisch günstigsten Zustand ver- 
sammeln, nachdem sie zuvor ihre gesamte überschüssige Energie in Form 
von elektromagnetischer Strahlung abgegeben haben. Eine Schalenbildung 
dagegen kann nur stattfinden, wenn die Elektronen auf eine zunächst noch 
ungeklärte Weise in den angeregten Zuständen festgehalten werden. 


Diese Situation brachte PavLı auf die Vermutung, daß jeder stationäre 
Zustand im Atom nur von einer bestimmten maximalen Elektronenzahl 
besetzt werden darf und daß die Besetzung des Zustands mit einer größeren 
Zahl von Elektronen verboten ist. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, 
daß das PAuLiprinzip tatsächlich zu einer Erklärung der abgeschlossenen 
Schalen ausreicht und darüber hinaus sogar die Zahlen der in jeder Schale 
unterzubringenden Elektronen zu berechnen gestattet. 


Man erhält diese in Abb. 511.1 und 511.2 besonders hervorgehobenen 
Zahlen mit der Annahme, daß jeder durch Energie sowie Betrag und 
z-Komponente des Drehimpulses, also durch die ‚Bahn‘ charakterisierte 
Zustand im Atom durch höchstens zwei Elektronen besetzt werden darf. 
Nimmt man hinzu, daß jeder solche Ortszustand mit zwei verschiedenen 
Spineinstellungen realisiert werden kann, so bedeutet das PAuLiprinzip 
in dieser Fassung, daß jeder durch Spin und Bahn charakterisierte Energie- 
zustand eines einzelnen Elektrons auch nur durch maximal ein Elektron 
besetzt werden darf. Weiter unten wird sich herausstellen, daß das PAULI- 
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prinzip in der hier angegebenen Form aus dem bereits in Abschnitt 413 
erwähnten Auswahlprinzip folgt. Eine konsequente Durchführung der 
Wellenquantelung auf der Basis der Gleichungen (316.15) liefert übrigens 
das PAvLIprinzip automatisch, wie in Abschnitt 744 bewiesen wird. 


Die Kräfte, denen das einzelne Elektron im Atom unterliegt, sind infolge 
der vielfachen gegenseitigen Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
so kompliziert, daß es hoffnungslos erscheint, die Elektronenbewegung im 
Atominneren exakt zu berechnen. Die 
wirklich auf das einzelne Elektron aus- 
geübten Kräfte werden daher durch ein 
nur näherungsweise gültiges Potential er- 
setzt, das der mittleren Wechselwirkung 
eines Elektrons mit dem Kern wie auch 
mit allen übrigen Elektronen entsprechen 
soll. Dieses Potential ist in Abb. 512.1 
qualitativ dargestellt. Es nimmt einen Ver- 
lauf, der in Kernnähe dem Kernpotential 
— Ze?/r entspricht, in großem Abstand 
vom Atom dagegen dem Potential — e?/r, 
weil dann Z—1 Kernladungen durch die 
übrigen Elektronen in Kernnähe bereits 
abgeschirmt sind. Im dazwischenliegenden 

reich wird für das Potential ei - 

Abb.512.1. Mittleres Potential (r) nn eo ee en 
im Atom. V(r) geht für kleine r 
in das Kernpotential —Ze&/r, für Angenommen. 
große r in das Potential — €?/r über Die Näherungsannahme, die gegenseitige 

Wechselwirkung der Elektronen durch ein 
einziges mittleres Potential zu ersetzen, das das einzelne Elektron auf seiner 
Bahn im Zeitmittel „erlebt“, reduziert das Vielkörperproblem auf ein 
quantitativ zu behandelndes Einkörperproblem der Bewegung des einzelnen 
Elektrons im vorgegebenen Potential /(r). 


Würde das Potential V(r) durch — Ze?/r allein charakterisiert werden, 
so ergäbe sich nach den Ausführungen von Abschnitt 443 das dort in Abb. 443 
dargestellte Termschema für die verschiedenen Energiezustände, in denen 
sich das Elektron strahlungslos aufhalten kann, nur daß hier für die Kern- 
ladung der Z-fache Wert einzusetzen ist. Insbesondere ließen sich die 
einzelnen Energiezustände durch 

zZ & Rh? 
Zen n=o+I-+1 %=-,& 


beschreiben. 


Nunmehr ist zu überlegen, in welcher Weise der abgeänderte Potential- 
verlauf die Terme von Abb. 443 beeinflußt. Dabei werden zunächst Terme 
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mit verschiedenem /, aber gleichem n miteinander verglichen, also zum 
Beispiel die drei Terme 3s, 3p und 3d. Die Energieterme mit größerem I 
entsprechen den größeren Eigenwerten des Bahndrehimpulses. Infolge der 
bei großem Bahndrehimpuls stärker wirksamen Zentrifugalkraft werden 
diese Teilchen mehr nach außen gedrängt; ihre Ortsverteilung liegt dem- 
zufolge bei größeren Werten von r und damit in Bereichen, in denen 
V(r) >—Ze?/rund damit größer 
ist, als es dem Termschema von 
Abb. 443 entspricht. Es muß 
demzufolge erwartet werden, 
daß die Energieterme zu glei- 
chem n, aber verschiedenem I 


E 


EZEFTEBEZTREZZ, 


(18) 
aufspalten, und zwar derart, 
daß die Terme mit größerem I 
@ GIIP TB DN 
nach ‚oben verschoben werden. GGGRIIIIEKEIEHÜGGEZGGGGG (18) 
Dabei ergibt sich ein Term- 
schema, das qualitativ durch 
; ist. VOGRBZDSEZ, 
Abb. 512.2 wiedergegeben ist. GOIGGGETLCGGGECCGGGGGä (8) 
Abgeschlossene Schalen, das 
heißt Elektronengruppen mit (8) 
nahezu gleichen Energietermen, 
die den beobachteten Schalen 
einigermaßen entsprechen, er- (2) 


hält man unter der Annahme, 
daß die Anhebung der s- und 
p-Terme (l=0 bzw. }=1) noch 


Abb. 512.2. 
Hüllenelektronen. Die Terme gleicher Haupt- 
quantenzahl liegen um so höher, je größer der 


Qualitatives Termschema der 


verhältnismäßig klein ist, da- 
gegen bei d- und f-Termen 
(l=2 bzw. 1=3) so groß, daß 
die in diesen Zuständen befind- 


lichen Elektronen um ein bzw. 


Drehimpuls ist. Die in Klammern gesetzten 
Zahlen geben die maximalen Besetzungsmög- 
lichkeiten der Schalen an 


zwei Energieniveaus angehoben werden. 


Abb. 512.2 zeigt, daß unter dieser Voraussetzungin bestimmten, schraffierten 
Bereichen eine Reihe von Energietermen dicht beieinander liegt. Es bleibt 
also noch zu zählen, wieviel Elektronen sich in den schraffierten Bereichen 
befinden können. Dabei ist zu berücksichtigen, daß die Zustände s, p, d, f 
zu den Drehimpulsen 0, 1, 2, 3 gehören und wegen der verschiedenen Ein- 
stellmöglichkeiten m = —1,..., +1 noch jeweils 22+1=1-,3-,5- und 
7-fach entartet, also durch mehrere Elektronen besetzbar sind. Weiter 
erhöht die Möglichkeit von je zwei Spineinstellungen für jeden Ortszustand 
die Zahl der Unterbringungsmöglichkeiten von Elektronen um einen 
Faktor 2. In der untersten Schale lassen sich somit zwei Elektronen ver- 
schiedenen Spins im Zustand 1s unterbringen. In der nächsten Schale ist 
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der s-Zustand einfach und der p-Zustand dreifach entartet. Es gibt vier 
Elektronenzustände mit je zwei Spinrichtungen, also ingesamt acht Zu- 
stände. Die Auszählung der Energiezustände in den übrigen Schalen ergibt 
dann die Werte 8, 18, 18, 32 in Übereinstimmung mit dem periodischen 
System der Elemente. 

Man erhält dieses Ergebnis qualitativ etwa, wenn man in (1) die Quante- 
zahl n durch n + I(l + 1)/6 ersetzt. Das liefert gleichzeitig einen Hinweis 
auf den Verlauf des phänomenologisch angenommenen Potentials V(r). 


513 Rönteenspektren 


Bei der Einstrahlung von Elektronen hoher Energien oder RÖNTGEN- 
strahlen auf Substanzen mit schweren Atomen beobachtet man eine von 
der Substanz ausgehende Sekundärstrahlung mit Frequenzen, die neben der 
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Abb. 513.1. Typisches RöntsEnspektrum (Wolfram), bestehend aus einzelnen, 
mit K,L,M bezeichneten Liniengruppen. » in logarithmischem Maßstab 


von der Primärstrahlung abhängigen Bremsstrahlung eine für die Atome 
der Substanz charakteristische Strahlung enthalten. Das Frequenz- 
spektrum dieser Strahlung enthält Liniengruppen, die, beginnend bei den 
höchsten Frequenzen, mit K,L,M... bezeichnet werden. Ein solches 
typisches RÖNTGENspektrum ist in Abb. 513.1 wiedergegeben. Bemerkens- 
wert an diesem Linienspektrum ist ferner, daß es weitgehend unabhängig 
von den speziellen chemischen Verbindungen ist, in denen sich die Atome 
der bestrahlten Substanz befinden. Das RÖNTGENspektrum scheint also 
keine äußeren, sondern innere Atomeigenschaften zu repräsentieren. 


Die Schalenstruktur der Elektronenhülle ermöglicht eine Deutung der 
Rönteenspektren nach dem in Abb. 513.2 angegebenen Schema. Das 
einlaufende Elektron oder y-Quant gerät in Wechselwirkung mit einem 
Elektron, das sich in einer der inneren Schalen des Atoms befindet. Dabei 
wird das getroffene Elektron aus dem Atom herausbefördert. Nach diesem 
primären Einstrahlungsvorgang bleibt also ein Atom zurück, dem ein Innen- 
elektron fehlt, dessen übrige Zustände aber durch Elektronen voll besetzt 
sind. Der freigewordene Platz im Atominnern wird dadurch aufgefüllt, 
daß eins der weiter außen gelegenen und deshalb schwächer gebundenen 
Elektronen auf den Platz des herausgeschlagenen Elektrons „herunterfällt“ 
und gleichzeitig die dabei freiwerdende Energie in Form elektromagnetischer 
Strahlung als RÖNTGENquant abgibt. 
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Die beobachteten und in Abb. 513.1 dargestellten Röyrtezslinien lassen 
sich somit als Energiedifferenzen 


0=+(E'—B) aM) 


deuten, die beim Übergang der äußeren Elektronen auf innere Plätze ent- 
stehen. Einen ungefähren Überblick über die Elektronenterme bekommt 
man mit dem Ansatz 


EBENE A=n+zidtn) n=o+l41.  @) 


Dieser Ansatz entspricht mit Z=1 und ü— n den Elektronenzuständen 
im Wasserstoffatom. Den schematischen Vorstellungen von Abb. 512.1 über 
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Abb. 513.2. Rönrgenterme und erlaubte Übergänge der K-, L-. M-Serien (qualitativ). 


Die zugehörigen Auswahlregeln sind Al=+1 und Aj=0 bzw. +1 


das mittlere Potential V(r), in dem sich das einzelne Elektron befindet, 
entsprechend bedeutet Z= Z(n) die effektive, im jeweiligen Elektronen- 
zustand wirksame Kernladung, die bei den inneren Zuständen mit n=1 
etwa gleich der Kernladungszahl Z selbst ist, bei den äußersten Zuständen 


17 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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jedoch in Z= 1 übergeht, weil alle übrigen Kernladungen durch die weiter 
innen gelegenen Elektronen abgeschirmt sind. 


Man beachte, daß die inneren Elektronen, besonders von sehr schweren 
Atomen, ganz erheblich fester gebunden sind als bei den leichten Atomen. 
So ändert sich die Bindungsenergie eines 1s-Elektrons zwischen Blei und 
Wasserstoff um den Faktor 

Eils) ; 

an > 82°» 6,7.108. (3) 
Der Unterschied beträgt etwa 90 keV. Bei den schweren Atomen ist die 
Energiedifferenz zwischen den Elektronen der K-Schale und denen der 
L-Schäle daher auch um ein Vielfaches größer als die Energiedifferenzen 
der Elektronen aller übrigen Schalen. Zu den RÖNTGENfrequenzen der 
K-Gruppe gehören alle Elektronenübergänge der L-, M-, N-... Schalen 
in die Ä-Schale, die sich untereinander verhältnismäßig wenig unter- 
scheiden. Erheblich niedriger sind die Frequenzen der RÖNTGENstrahlen, 
die bei Elektronenübergängen in die L-Schale erzeugt werden. Die höchsten 
durch Elektronenübergang zur K-Schale hervorgerufenen RÖNTGEN- 


frequenzen werden daher durch die Energie (2) mit Z= Zunda=1 
hervorgerufen. Bei diesen charakteristischen Eigenstrahlen der Atome 
beobachtet man dementsprechend einen Gang mit der Ordnungszahl des 
Atoms derart, daß annähernd 

Ogrenz Z? (4) 


gilt. Diese Gesetzmäßigkeit wurde zuerst von MOSELEY auf empirischem 
Wege gefunden. 


514  Alkalispektren 


Unter Alkalien werden die im Periodischen System jeweils auf die Edel- 
gase folgenden Elemente verstanden. Beiihnen befinden sich alle Elektronen, 
bis auf ein verhältnismäßig locker gebundenes Leuchtelektron, in ab- 
geschlossenen Schalen. Dieses Leucht- oder Valenzelektron bewegt sich in 
einem Potential, das außerhalb der abgeschlossenen Elektronenschalen 
(Rumpf) weitgehend dem Wasserstoffpotential — e?/r entspricht, im Inneren 
der durch die Rumpfelektronen gebildeten Ladungswolke jedoch negativer 
als —e?/r ist (siehe auch Abb. 512.1). 


Im klassischen Bild der Elektronenbahnen hat man daher um so wasser- 
stoffähnlichere Bahnen (Ellipsen) zu erwarten, je weniger das Leucht- 
elektron in den Rumpf eintaucht, je höher es angeregt ist. Für große Dreh- 
impulsquantenzahlen l! und große Hauptquantenzahlen n sollte man also 
nur geringe Abweichungen von den entsprechenden Wasserstofftermen 
erwarten, die nur von der Hauptquantenzahl n abhängen. Für kleine 
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Quantenzahlen n und/, das entspricht im klassischen Bild kernnahen Bahnen 
(Tauchbahnen), sollte sich dagegen der störende Einfluß des Rumpfes 
stärker bemerkbar machen. Zwar bewegt sich dabei das Elektron außerhalb 
des Rumpfes wieder auf einer Ellipse, jedoch wird seine Bahn auf dem 
kernnahen Teil wegen der zunehmenden Anziehungskräfte stärker ge- 
krümmt. Deshalb mündet die Bahn beim Herauslaufen nicht in die ur- 
sprüngliche Ellipse, sondern in eine neue, gegen die alte gedrehte Ellipsen- 
bahn. Diese ‚„Peribeldrehung‘“ führt zu der in 
Abb. 514.1 dargestellten Rosettenbahn und ist 
um so größer, je kernnäher die Bahnen ver- 
laufen, das heißt, je kleiner n und I sind. 


Für die Beschreibung der Elektronenzustände 
des Leuchtelektrons hat man also ähnliche Ver- 
A hältnisse wie im Wasserstoffatom zu erwarten. 
OD) Die durch den Rumpf hervorgerufene Abwei- 
Eh, chung vom Wasserstoffpotential kann man ge- 

nähert durch einen Potentialansatz 

Rumpf & 200g 

Abb. 514.1. Rosettenbahn Fin a A) 


Tr DT 
des Leuchtelektrons im Al- ar j j 
kaliatom. Beim Eintauchen berücksichtigen, dessen Störanteil schematisch 


in den Rumpf wird die dem Potential eines Dipols entspricht. 
Ellipsenbahn durch die 
größere Anziehungskraft Die quantitative Behandlung der Elektronen- 


stärker gekrümmt bewegung im Potential (1) kann auf der Grund- 
lage des in Abschnitt 443 behandelten Wasser- 
stoffatoms erfolgen. Da das Potential V winkelunabhängig ist, lassen sich 
die Winkelanteile der SCHRÖDINGERgleichung abseparieren, und es entsteht 
für den Radialteil die Gleichung (443.2) mit dem Zusatz —a/r? auf der 
linken Seite. Ersetzt man a durch «h?/2m mit « als dimensionsloser Kon- 
stanten, so läßt sich in der radialen SchRÖpINGERgleichung (443.2) dieses 
Zusatzglied zum Zentrifugalpotential in der Form . 


KU) +h)—a=/(W +) (2) 


hinzufügen. Wellenfunktion p und Energieeigenwert E erhalten hier die 
Form 


1 1: € ’ es . 
Rz ZU Yım E 5 n"=e+l!+l, 8 


wobei Z lediglich durch die nicht ganzzahlige und durch (2) bestimmte 
Größe /’ ersetzt wurde. Die Auflösung vou (2) nach / ergibt für kleine 
Störungen & 

22 BEE. 

Verl m (4) 
17* 
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Die einzelnen Energieterme des Leuchtelektrons lassen sich also durch 


W=n—gyıT n=o+Il-+1 (5) 


darstellen. 

Nach (5) liegen die Alkaliterme im Vergleich zu den Wasserstofftermen 
niedriger, und zwar um so mehr, je kleiner n und ! sind, das heißt, je dichter 
sich das Elektron beim Kern befindet. Die in Abb. 514.2 wiedergegebenen 
empirischen Termschemata der leichtesten Alkalien Lithium und Natrium 


Abb. 514.2. Termschema von Li und Na. 
Wasserstofftermschema als Vergleich 


bestätigen die hier durchgeführte, mehr qualitative Überlegung. Man sieht 
außerdem, daß die Abweichungen von den Wasserstofftermen mit der 
Ordnungszahl zunehmen. Der größere Rumpf und — beiden Tauchbahnen — 
die größere Kernladungszahl verursachen eine stärkere Energiestörung. 


Die empirische Termanalyse ergab in erster Näherung entsprechend 
dem Korrekturglied «/(21-+ 1) in (5) die RypBErG-Korrektur. In zweiter 
Näherung trat allerdings noch die von n’ und l abhängige Rırz-Korrektur 
auf, die man auch quantenmechanisch erhält, wenn man im Potential (1) 
die höheren Potenzen von 1/r mit berücksichtigt. Versucht man die 
Koeffizienten von (1/r)’ den empirisch gegebenen Korrekturen anzupassen, 
so zeigt sich, daß für Drehimpulse 1> 2 der Koeffizient von (1/r)* alle 
anderen überwiegt. Das Leuchtelektron stößt nämlich den Rumpf ab und 
schiebt damit den Ladungsschwerpunkt des Rumpfes etwas vom Kern 
weg, induziert also ein Dipolmoment vom Betrag = «„e/4e,r* mib 
«, als Polarisierbarkeit des betreffenden Ions. Andererseits beträgt das 
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Potential am Ort des Elektrons V = eu/r?= a,e*/rt. Die aus den Rvv- 
BERG- und Rırz-Korrekturen gefundenen Werte für «, stimmen gut mit 
den auf anderen Wegen gefundenen Polarisierbarkeiten der Alkaliionen 
überein. Für s- und p-Zustände sind allerdings die Korrekturen so groß, 
daß sie im Rahmen dieses Näherungsverfahrens nicht mehr erfaßt werden 
können. 


515 Das Sratersche Atommodell 


Auf Grund aller bisherigen Überlegungen wäre es ohne weiteres möglich, 
ein solches Potential 

Z(r)e: 
_ 


Yer)= 1) 
anzugeben, das dem mittleren Potential eines Elektrons im Atominneren 
einigermaßen entspricht. Es müßte, wie schon aus Abb. 512.1 hervorging, 
für Z(r) die Bedingungen 


Z0)-Z Z(o)=1 (2) 


erfüllen und im mittleren Teil einen glatten Verlauf besitzen. Aber bereits 
die zugehörige Schröpingergleichung eines solchen Problems ist nicht 
mehr elementar lösbar. Eine numerische Lösung aufzusuchen, lohnt kaum, 
da das Verfahren in seinen Grundlagen zu ungenau ist. 


Statt dessen wurde von SLATER das empirische Material der Abschnitte 511 
bis 514 in näherungsweisen Angaben für die Wellenfunktionen 9,; und 
die Energien &,; der verschiedenen Elektronenzustände im Atom zu- 
sammengefaßt. SLATER konnte zeigen, daß man mit den Wellenfunktionen 


(4 


viele empirische Fakten, insbesondere die Frequenzen des RÖNTGEN- 
spektrums, gut zusammenfaßt. Z ist die Kernladung des betreffenden 
Atoms. Die Abschirmkonstante s und die Quantenzahl n’ werden noch 
besprochen. 


Der einzelne Elektronenzustand wird durch die Quantenzahlen n und I 
charakterisiert. Soist der 30-Zustand zum Beispiel ein Zustand mit n = 3 
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und /=1. Bei verschiedenen Werten von n sind nach SLATER für n’ folgende 
Werte einzusetzen: 


(5) 


Die Abschirmkonstante s hängt ebenfalls von den Zahlenwerten von n 
und / ab. Zu ihrer Bestimmung werden nach der Starterschen Vorschrift 
die Elektronen der verschiedenen Zustände zunächst in Gruppen ein- 
geteilt: 


(1s), (28, 2p), (3s, 32), (3d), (4s, 4p), (4d, 4f), (58, 5P), .-. (6) 


Für ein einzelnes Elektron wird s nun nach folgenden Regeln festge- 
legt: 


1. Jedes weiter außen liegende und damit in der Gruppeneinteilung rechts 
liegende Elektron trägt zu s nichts bei. 


2. Alle Elektronen der gleichen Gruppe (außer dem gerade betrachteten) 
tragen zu s den Wert 0,35 bei, in der Gruppe 1s jedoch nur den 
Wert 0,30. 


3. Weiter innen gelegene Elektronen, die also in (6) vom betrachteten 
Elektron aus in einer links gelegenen Gruppe liegen, tragen zu s den 
Wert 1 bei, jedoch mit einer Ausnahme: bei Elektronen von s- oder 
p-Gruppen liefern die Elektronen der nächstinneren Gruppe nur den 
Wert 0,85 zu = 


Die aus diesen SLAarERschen Regeln gewonnenen Aussagen eignen sich 
zu qualitativen Abschätzungen aller Art über das Atom, insbesondere zur 
ungefähren Bestimmung der RÖNTGENterme sowie der Ionisierungsenergien 
einzelner Elektronen. Auch die Berechnung der diamagnetischen Suszepti- 
bilität liefert gute Übereinstimmung mit der Erfahrung. Für Variations- 
verfahren können jedoch die Wellenfunktionen (3) nicht benutzt werden, 
weil sie nicht zueinander orthogonal (und auch nicht genähert orthogonal) 
sind. Sie sind aber als Ausgangslösungen gut geeignet in solchen Ver- 
besserungsverfahren wie dem HARrTREEschen Näherungsverfahren, das im 
folgenden Abschnitt besprochen wird. 


Als Anwendungsbeispiel der SLArERschen Regeln sollen die Elektronen- 
energien des Lithiums im Grundzustand angegeben werden. Es handelt 
sich hier um drei Elektronen, von denen sich zwei im 1s-Zustand und 
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eins im 2s-Zustand befinden. Nach den angegebenen Regeln sind die 


Energien 3-03? & € 
el) = N 1,294 
mM 
; (3—2.0,85)? € e? 
e(23)=— 53 u 


Das „Leuchtelektron‘“ ist also, wie bei allen Alkalien, sehr lose gebunden. 
Die gesamte Energie der Elektronenhülle beträgt 22 (1s)-+2(2s) = 204eV 
in guter Übereinstimmung mit dem experimentellen Wert (203eV). 


516 Das Harrreesche Näherungsverfahren 


In den vorangegangenen Abschnitten wurde das Problem der Elektronen- 
bewegung im Atom mehr von der phänomenologischen Seite her betrachtet, 
also mehr vom Standpunkt der Beobachtungen und der aus ihnen zu 
ziehenden Rückschlüsse. Nun erhebt sich die Frage nach einer wirklichen 
Berechnung der Elektronenbewegung vom Standpunkt der SCHRÖDINGER- 
gleichung. Der HAmILrTonoperator der Elektronenwolke ist durch 


1 RR 09 Ze? 
B=2843 Vu Kerzen 
% ı % (3 


Ka 
ik = 
T; "jr 


M) 


gegeben, bestehend aus den kinetischen Energien der einzelnen Elektronen, 
dem Anziehungspotential des Kerns, das auf jedes einzelne Elektron wirkt, 
und der paarweisen elektrostatischen Abstoßung der Elektronen. Eine 
Lösung der zugehörigen ScHRÖDINGERgleichung zu finden, ist praktisch 
unmöglich; nicht einmal das entsprechende Vielkörperproblem der klas- 
sischen Mechanik ist lösbar. Aus diesem Grunde hat HARTREE ein Nähe- 
rungsverfahren vorgeschlagen, bei dem für die Wellenfunktion eines 
stationären Zustandes des Systems der Ansatz 


N 
®(1,...,N)=N ou) (2) 
i=1 


gemacht wird, also ein Produkt von einzelnen Elektronenfunktionen 9;- 
Mit dieser Funktion läßt sich die Energie des Systems näherungsweise 
durch ein Variationsverfahren bestimmen. Dabei wird der Erwartungswert 
der Energie mit (2) gebildet, und die einzelnen Teilchenfunktionen werden 
so bestimmt, daß die Gesamtenergie einen Minimalwert annimmt. 


Vor der eigentlichen Durchführung dieses Verfahrens soll untersucht 
werden, welchen Fehler man mit dem Ansatz (2) gemacht hat. Bei einer 
Lösung vom Typ (2) ergibt sich für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der 
einzelnen Elektronen an den Orten 1,2,3,... 


w(l,...,N)=w,(l)wa(2).... wy(N). (3) 
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Nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung bedeutet das die statistische 
Unabhängigkeit der einzelnen Elektronen voneinander. Infolge der gegen- 
seitigen elektrostatischen Abstoßung besteht aber zwischen den Elektronen 
eine Korrelation, die solche Konfigurationen begünstigt, bei denen je zwei 
Elektronen möglichst weit voneinander entfernt sind. Eine derartige 
Möglichkeit enthält der Ansatz (3) aber nicht. Die korrelierenden Einflüsse 
sind hier vernachlässigt. 


Ferner besitzt w in (3) nicht die in Abschnitt 413 geforderte Symmetrie- 
eigenschaft der Koordinatenvertauschbarkeit je zweier Teilchen. Der 
Ansatz (2) verletzt also außerdem auch das Prinzip der Ununterscheidbarkeit 
der Elektronen. 


Drittens sind die einzelnen Elektronenzustände nicht zueinander ortho- 
gonal, wodurch auch bei vorschriftsmäßiger Besetzung dieser Zustände 
mit Elektronen das PAuLiprinzip verletzt wird; denn nur bei Funktionen 
eines Orthogonalsystems ist es präzise möglich, zwei Zustände zweifelsfrei 
als „gleich“ oder ‚verschieden‘ anzusprechen. Der Grund für die Nicht- 
orthogonalität liegt, wie sich weiter unten noch herausstellen wird, darin, 
daß die Eigenfunktionen 9, der verschiedenen Teilchen nicht Eigenfunk- 
tionen in ein und demselben Potential sind. 


Mit dem Ansatz (2) für die Wellenfunktion erhält der Erwartungswert 
der Energie die Form 


1 
- 3 [Augtnn+z 2, |Ananlafia Ve. 


Bei dieser Umformung sind die im übrigen noch nicht näher bekannten 
Eigenfunktionen 9, als normiert vorausgesetzt. 


Die Berechnung der 9, erfolgt aus der Minimaleigenschaft von E gegen- 
über Variationen dieser Funktionen. Nach dem üblichen Variationsschema 
können die 9; und 9% unabhängig voneinander variiert werden. Die 
Variationsbedingung lautet bei Wahrung der Normierungsbedingungen 


ln BEL a) 0 (8) 


mit irgendwelchen Konstanten &,, die die Rolle von LAcRAangzschen 
Parametern spielen. 


* 


Führt man die in (5) geforderte Variation für irgendeine der Funktionen 9; 


durch, so folgt aus der Variationsbedingung 
(Hi 223 drra (te) Vi ») 9()= 89%) (6) 
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als Bestimmungsgleichung der zugehörigen Funktion ;. In dieser Formel ist 


(= Al, ()? (7) 


als die Dichteverteilung der Ladungswolke eingeführt, die von allen übrigen 
Elektronen mit Ausnahme des betrachteten i-ten Elektrons gebildet wird. 
Ausführlich lautet (6) 


(8) 


% = 


Die Bestimmungsgleichung des i-ten Elektrons erhält somit die Form einer 
SCHRÖDINGERgleichung, deren HAMILTONoperator einen kinetischen und 
einen potentiellen Anteil enthält. Der letztere, dessen zwei Terme gemeinsam 
als das mittlere oder Scheinpotential U, bezeichnet werden, enthält die 
Wirkung des Kernpotentials — Ze?/r auf das betrachtete Elektron sowie 
die mittlere elektrostatische Abstoßung der übrigen Elektronen. Die 
Lösung von (8) kann nur näherungsweise erfolgen, weil man gezwungen 
ist, zunächst für 0, einen Ansatz zu machen, mit dem man 9; über (8) 
berechnet. Nach dieser Berechnung erhält man gemäß (7) für o; einen ver- 
besserten Wert, mit dem man die Berechnung (8) wiederholt. Das Problem 
gilt dann als gelöst, wenn sich bei zwei aufeinanderfolgenden Näherungen 
die Ladungswolke o; und damit das zugehörige Scheinpotential U, nicht 
mehr ändert, wenn das Verfahren also, wie man sagt, ‚self consistent“ 
geworden ist. 


Die physikalische Bedeutung der Konstanten &; bleibt noch zu unter- 
suchen. Offensichtlich ist nach (8) &, die Bindungsenergie des i-ten Elektrons 
im Scheinpotential U,, das heißt bei vorgegebenem o;. &; ist daher offen- 
bar die zur Ionisierung des i-ten Elektrons erforderliche Arbeit, wenn 
dabei o, unverändert bleibt, wenn also gleichzeitig alle übrigen Elektronen- 
zustände beim Herauslösen des i-ten Elektrons nicht verändert werden. 
Die Gesamtenergie des Systems erhält man nicht als Summe dieser Einzel- 
ionisierungsenergien &;, sondern nach Berechnung der 9; aus (4) durch 
Bildung des Erwartungswerts von H. Demgegenüber erhält man &,;, indem 
man die Gleichung (6) von links mit 9} multipliziert und über das Volumen 
integriert. Auf der rechten Seite steht &; wegen der vorausgesetzten Normie- 
rung der p,. Summiert man nunmehr über alle Energien 


Z&=2 Sauer Hot Z fanaularlon Vin (9) 
[7 T 7 v 


so entsteht ein Ausdruck, der hinsichtlich der kinetischen Energie und 
der Kernwechselwirkung mit (4) übereinstimmt, der aber die gegenseitige 
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elektrostatische Abstoßung der Elektronen zweifach enthält, weil in dieser 
Summe jedes Wechselwirkungspaar doppelt auftritt. 


Bei der Lösung der HArrrezschen Gleichungen erfüllt man das Pauur- 
prinzip genähert dadurch, daß man jeden der in (8) berechneten Elektronen- 
zustände ; in der Gesamtwellenfunktion (2) doppelt besetzt. Würden die 
Funktionen ein Orthogonalsystem bilden, so wäre das PAvLiprinzip damit 
korrekt erfüllt. Unter Verwendung von (8) läßt sich jedoch leicht nach- 
weisen, daß für zwei Zustände o, und p; unterschiedlicher Energie die Be- 
ziehung e 
ne (9, (U, U) 9%) (10) 


&;—& 


(9, P 


gilt. Dabei bedeuten U; und U, die bei der Berechnung von 9; und 
p, auftretenden Scheinpotentiale, die wegen der verschiedenen zuge- 
hörigen Dichten (7) ebenfalls voneinander verschieden sind. Allerdings 


unr‘ellas‘) 


02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 ra, 


Abb. 516. Radiale Elektronendichte 4xr?o nach HARTREE 
für das Hg-Atom (a, = h?/me?) 


läßt sich zeigen, daß (10) zwar nicht verschwindet, aber stets klein ist; 
entweder sind nämlich die Energien &; und &, sehr verschieden voneinander, 
dann ist die rechte Seite von (10) klein wegen des großen Nenners, oder 
aber e,; und &, sind nicht sehr verschieden, dann handelt es sich um Zustände 
in Tenachbarten Elektronenschalen, deren zugehörige Scheinpotentiale U; 
und U, sich nur wenig voneinander unterscheiden. Dann wird die rechte 
Seite von (9) klein wegen des kleinen Zählers. 


Zur Durchführung des Harrrezschen Verfahrens benötigt man also 
zunächst eine ungefähre Kenntnis der Elektronenzustände {”, die sich 
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aus den bisher dargestellten Beobachtungsdaten ergibt und dem vorauf- 
gehenden Abschnitt über das StLarERatom entnommen werden kann. Mit 
dieser groben Näherung der 9{” berechnet man die Ladungswolken sowie 
die zugehörigen Scheinpotentiale U,. Die Lösung der SCHRÖDINGER- 
gleichung (8) für die einzelnen Teilchen liefert verbesserte Werte pP für 
die Wellenfunktion und anhand von (7) auch verbesserte Ladungs- 
wolken o!. Mit den verbesserten Dichten o{” ergeben sich dann die Teilchen- 
zustände g|? in erneuter Verbesserung. Das Verfahren wird so oft wiederholt, 
bis sich keine weitere Verbesserung mehr ergibt. Unberücksichtigt geblieben 
ist dabei die noch später zu besprechende Korrelation sowie die Ununter- 
scheidbarkeit der Elektronen. Nur genähert berücksichtigt ist das PAULI- 
prinzip, da die Teilchenfunktionen nur genähert orthogonal zueinander 
sind. In Abb. 516 ist der nach dem HArrkeeschen Verfahren berechnete 


Verlauf der radialen Elektronendichte 4rr?o mit o=N|Ppr(t)|? für das 
% 
Quecksilberatom wiedergegeben. Man erkennt deutlich die Schalenstruktur. 


Übungsaufgabe 


51.1. Man berechne die gesamte Bindungsenergie des Phosphoratoms, indem man die 
Bindungsenergien der einzelnen Elektronen nach dem Starerschen Atom- 
modell berechnet und aufsummiert. 
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Zusammenfassung: Am Beispiel des Heliums wird die quantenmechanische 
Behandlung von Atomen mit mehreren Elektronen erläutert. Ein Produktansatz für 
die Wellenfunktion des Grundzustands mit anschließender Variation ergibt fast die 
richtige Energie. Eine kleine Abweichung entsteht durch Vernachlässigung der Kor- 
relation. In den angeregten Zuständen müssen gegen Vertauschung der Ortskoordi- 
naten symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen unterschieden werden. 
Sie führen zu den als Para- und Orthohelium bezeichneten Termsystemen, deren 
Energieunterschiede durch Austauschenergien zustande kommen. Zu symmetrischen 
Ortszuständen gehören antiparallele Spins, zu antisymmetrischen Ortszuständen 
parallele Spins. Die wellenmechanische Formulierung des Pauriprinzips fordert, 
daß die Ort und Spin enthaltende Gesamtwellenfunktion eines Systems antisymme- 
trisch gegen Vertauschung zweier Elektronen ist. Eine SLarerdeterminante aus Ein- 
teilchenfunktionen hat stets diese Eigenschaft. In dem Näherungsverfahren von 
HArRTREE-Fock wird ein solcher Determinantenansatz für die Wellenfunktion 
gemacht. 


521 Grundzustand des Heliums 


Während sich das Wasserstoffatom exakt berechnen läßt, ist das Helium 
mit seinen zwei Elektronen in der vollbesetzten 1s-Schale das erste nur noch 
durch Näherungsmethoden berechenbare Atom. Die genaue Berechnung 
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seines Grundzustands ist historisch insofern interessant, als sie den 
Prüfstein für die Richtigkeit der Wellenmechanik darstellt. Während die 
Quantenzustände des Wasserstoffatoms von der älteren und neueren 
Theorie in gleicher Weise geliefert wurden, versagte die ältere Theorie 
gerade bei Mehrteilchenproblemen. Die Berechnung der Bindungs- und 
Ionisierungsenergie des Heliums wurde deswegen als erstes nicht mehr 
elementar lösbares Problem in Arbeiten von HYLLERAAS [Zeitschrift f. 
Physik, 48, 469, (1928); 54, 347, (1929); u. a.] mit einer Genauigkeit von 
6 bis 7 Stellen durchgeführt. In den letzten Stellen ergeben sich Abwei- 
chungen von der Erfahrung, die sich jedoch durch relativistische Korrek- 
turen erklären lassen, dain der SCHRÖDINGERschen Theorie die Relativitäts- 
theorie mit ihren Einflüssen auf die Elektronenbewegung ja grundsätzlich 
vernachlässigt wird. Damit bestätigte diese Berechnung des Heliums die 
quantitative Richtigkeit der Wellenmechanik im nichtrelativistischen 
Bereich. 


Das neutrale Heliumatom besteht aus einem zweifach positiv geladenen 
Kern, um den sich zwei Elektronen bewegen. Das einfach ionisierte Helium 
enthält nur noch ein Elektron, das sich in wasserstoffähnlichen Zuständen 
befindet, nur ist hier für die elektrostatische Anziehungskraft des Kerns 
der doppelte Wert einzusetzen. Die Bindungsenergie des Elektrons im 
ionisierten Helium erhält man also aus derjenigen des Wasserstofiatoms, 
wenn man e? durch Ze? mit Z= 2 ersetzt. Es ist daher 


2 


& 
24, 


 Zeeim ä 
Er = gr =—Z 


GN, () 


Vom Experiment her sind die lonisierungsenergien des Wasserstofis 
und des Heliums als 


En=— 13,59 eV ene=— 24,56 eV (2) 


bekannt. Die gesamte Bindungsenergie der Elektronen im Helium ist die 
zur aufeinanderfolgenden Ionisation erforderliche Arbeit und wird ent- 
sprechend 

Eye Eye+ -- €EHe = 465 + EHe = — 78,92 eV. (3) 


Bei Anwesenheit beider Elektronen wird für jedes betrachtete Elektron die 
Kernladung durch das andere Elektron teilweise abgeschirmt. Die Elek- 
tronen können also nicht beide mit der vierfachen Ionisierungsenergie des 
Wasserstoffs gebunden sein, sondern nur schwächer. In der Darstellung 


2 
Exe = — 22°, (4) 


für die beiden Elektronen tritt daher die effektive Kernladung 
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Z—=(Z—s)<2 anstelle von Z= 2 auf. s ist die „Abschirmung“. Mit den 
Zahlenangaben von (2) läßt sich 2’ abschätzen: 


Z=1,0=Z—s s= 0,30. (5) 
Die Abschirmkonstante hat also gerade den der Starerschen Vorschrift 
für die 1s-Schale entsprechenden Wert. Die Diskussion der beobachteten 


Energien bestätigt die theoretische Vorstellung von der gegenseitigen 
Abschirmung der Kernladung durch die Elektronen. 


522 Berechnung des Grundzustands 


Nach der Diskussion der experimentellen Ergebnisse soll der Grund- 
zustand nunmehr näherungsweise durch ein Variationsverfahren berechnet 
werden. Der Erwartungswert der Energie ist 


E=(9, Hp) Y,)=1 1) 


mit dem Hamıntoxoperator 


ER. 
H ran 


+. & 


Tr, Tz Tja 


Die fünf Terme dieses Operators enthalten die kinetischen Energien und 
Kernanziehungskräfte beider Elektronen sowie die gegenseitige Abstoßung 
der Elektronen 1 und 2. Die nach (1) zu berechnende Energie wird dem- 
entsprechend in fünf Terme 


Ep =En,+£r,+ Ent Ent Eu (3) 


aufgeteilt, die einzeln zu berechnen sind. 


Für die gesamte Wellenfunktion wird ein in den Koordinaten 1 und 2 
symmetrischer Variationsansatz gemacht: 


= p(1,2)=P(1)P2) pt)=(e ?. ( 


Als Einteilchenfunktion wird dabei eine dem Wasserstoff-Grundzustand 
ähnliche Wellenfunktion mit x als Variationsparameter verwendet. Die 
Konstante C wird durch die Normierungsbedingung 


oo 


(en, 9m) =4r@ [rare =1n0(-,) = 0-1 0) 
0 


x) x 
bestimmt. 


Aus Symmetriegründen müssen die kinetischen Energien E,, und E,, 
gleich groß sein. Man erhält bei zunächst noch willkürlichem Wert des 
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Exponentialfaktors x, dessen Reziprokes 1/x ein Maß für die Ausdehnung 
des Atoms ist: 


In der zweiten Zeile von (6) ist (1) aus (4) eingesetzt und pr = — R0?jör 
in radialen Koordinaten angegeben. Wegen der Winkelunabhängigkeit 
der Wellenfunktion (4) ist der Drehimpuls / = 0. Durch partielle Integration 
entsteht die dritte Zeile. In der letzten Zeile von (6) sind zur Erleichterung 
der Integration die Faktoren r und r?durch — 9/0 und 0?/0%? ersetzt. Zu- 
sammenfassend entsteht 


BE, = Ei,= (2) 
für die kinetische Energie. 


Die potentiellen Energien ergeben sich verhältnismäßig einfach aus 


& \ 
E„=F,=—-2E®0* |Anrdre”"= —2e° Er am( 32) = =—er. (8) 
Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie zwischen den Elektronen 
ist etwas langwieriger. Zunächst wird das Doppelintegral in Kugelkoordi- 
naten ” f 
& 
Eu— [| [Anan Pl) 2) FU)F@) 
2nrjdr,dö4nr ar, 9) 


De re aho-Aart, 
? 72 
Yr +r—2rnd 


= e0* 


mit £ als dem Cosinus des Winkels zwischen r, und r, dargestellt. Die 
Integration über £ führt auf 


e&x° r f 1 
B=| ridr,e*" | rydr,er*"r — In rl—in—r]} 
ö ö 2 
& „ (10) 
ers i ; & 
= 2 ndnee [madrze?*2r, a=ß=H. 


h) ö 
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Dabei ist die an sich über den gesamten rechten oberen Quadranten der 
r;-r,.-Ebene von Abb. 522 erforderliche 
Integration wegen der Symmetrie des 
Integranden gegen Vertauschungen von 
r, und r, durch den doppelten Wert des 
Integrals über die untere Hälfte dieses 
Quadranten ersetzt, wobei die Absolut- 
striche in (10) fortfallen dürfen. Trotz der 
Gleichartigkeit der Exponenten werden 
diese vorübergehend mit «x und ß bezeich- 
net, um die Faktoren r, und r, durch ent- 
sprechende Differentiale 0/0& und 0/9ß 
ersetzen zu können, womit für die Wechsel- Abb. 522. Zur Integration der 
wirkungsenergie weiter entsteht Gleichung (10) 


alla fanena-en 


ae) or ale) 


r2 I7=f5 


al) 


ea (Bart ra + BR) 


-al-(I+ ter 


also ein verhältnismäßig einfacher Ausdruck. 


Die Gesamtenergie der Elektronen im Heliumatom ergibt sich nun als 
Funktion von x zu 


Würde man die gegenseitige Abstoßung der Elektronen vernachlässigen, 
so entspräche das der Streichung des letzten Terms von (12). Ihre Berück- 
sichtigung macht sich also dadurch bemerkbar, daß man praktisch die 2 im 
mittleren Term durch 2 — 5/16 = 2 — 0,31 zu ersetzen hat. Es ist daher 
bereits jetzt, noch vor Durchführung der Variation, zu erkennen, daß sich 
die berechnete Energie von der Energie zweier Elektronen ohne Wechsel- 
wirkung durch eine verringerte Kernladungszahl unterscheidet, bei der der 
Wert 2 um die Abschirmkonstante s = 0,31 verringert ist. Gegenüber dem 
experimentell zu erwartenden Wert von 0,30 ist das ein Febler von 4%. 
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Die Bestimmung des noch offen gebliebenen Parameters x erfolgt durch 
Variation der Energie: 

En 

0x 2m 


ö 
16 


»— (2 )e=0. (13) 


Diese Gleichung bestimmt x und damit auch die Energie 


27 \2 mei 
pi — 2 em 
* 8 h? Eye (dl 2) (75) 2 ’ 


(14) 


deren endgültiger Wert sich also nach dem vorliegenden Rechenverfahren 
zu 


RE ey (15) 
ergibt. 

Die Abweichung dieses berechneten Wertes vom beobachteten besteht tat- 
sächlich in der veränderten Abschirmkonstanten und liefert einen relativen 
Fehler von öÖE/E = 1,5%. Dieser Fehler beruht darauf, daß der Variations- 
ansatz (4) für die Elektronenbewegung zu einfach gewählt ist. Er vernach- 
lässigt, wie das bereits in Abschnitt 516 festgestellt wurde, die gegenseitige 
Korrelation der Teilchen, die speziell beim Heliumproblem darin zum Aus- 
druck kommen müßte, daß in der wirklichen Wahrscheinlichkeitsverteilung 
w(1,2) die Elektronen solche Konfigurationen bevorzugen, bei denen sie 
sich gegenüberstehen, und solche Konfigurationen vermeiden, bei denen 
sie sich am gleichen Ort befinden, weil diese letzteren wegen der elektro- 
statischen Abstoßung energetisch ungünstiger sind. Die hier berechnete 
Wahrscheinlichkeitsverteilung jedoch enthält nichts von alledem, sondern 


führt auf den Ausdruck 
w(l,2)=w(l)w(2), (16) 


in dem die beiden Teilchen unkorreliert auftreten. Der Fehler von 1,5% 
entspricht also gerade dieser Vernachlässigung der sogenannten Korrelations- 
energie. 


523 Termschema des Heliums 


Experimentell beobachtet wird das Termschema des Heliums über die 
Absorptions- und Emissionsfrequenzen des Lichts. Das aus diesen Beobach- 
tungen hervorgehende Termschema enthält zwei verschiedene Gruppen von 
Termen, die untereinander bei Emission und Absorption von Strahlung 
nicht kombinieren. Es finden also zwischen diesen Termen keine Übergänge 
statt. Die beiden Schemata sind in Abb. 523.1 dargestellt und werden als 
Zustände von Para- und Orthohelium bezeichnet. In der Abbildung sind nur 
diejenigen Terme eingezeichnet, die bei Anregung von nur einem der beiden 
Elektronen entstehen, während das andere Elektron im Grundzustand 
bleibt. Der Hauptunterschied der beiden Termgruppen besteht darin, 
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daß sämtliche Terme des Orthoheliums energetisch tiefer liegen als die ent- 
sprechenden Terme des Paraheliums. Außerdem fehlt im Orthohelium 


-1 


-20 


u 


Parahelium Orthohelium 
(symmetrische Ortszustärde) |(antisyrmmetrische Ortszustände) 


Abb. 523.1. Termsysteme und schematische 
Darstellung von Para- und Orthohelium. Ein 
Elektron befindet sich im Grundzustand (1s), 
das andere ist angeregt. Die Terme des Ortho- 
heliums liegen tiefer als die entsprechenden 
Terme des Paraheliums. Die Triplettaufspal- 
tung beim Orthohelium ist übertrieben ge- 
zeichnet 


der im Parahelium vorhandene 
Grundzustand, bei dem sich 
beide Teilchen einzeln in ihrem 
energetisch tiefsten Zustand be- 
finden. Weiter erkennt man aus 
der Feinstruktur des Helium- 
spektrums, daß die Terme des 
Orthoheliums (von den s-Ter- 
men abgesehen, die stets ein- 
fach sind) in Wirklichkeit aus 
drei eng benachbarten Niveaus 
bestehen (Triplettsystem), wäh- 
rend beim Parahelium keine der- 
artige Aufspaltung auftritt (Sin- 
gulettsystem). Schließlich zei- 
gen die Linien des Paraheliums 
im Magnetfeld die normale Auf- 
spaltung in drei Linien, während 
man im ÖOrthoheliumspektrum 
das weit kompliziertere Auf- 
spaltungsbild des anomalen 
ZEEMANeffekts beobachtet. 


Zur theoretischen Deutung 
dieser Termschemata berück- 
sichtigen wir zunächst die Un- 
unterscheidbarkeit der beiden 
Elektronen im Helium, der- 
zufolge die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung die Symmetrieeigen- 
schaft 


besitzen muß, was für die Ortsfunktionen zu den Bedingungen 


Alt, t)=Htplt, tt) | (2) 


führt. Antisymmetrische Ortszustände 


1 


Pas (tı, te) = Vz [Pm (1) Pn (te) — Pm (te) Pu (tı)] 


18 Macke, Quanten. 3. Aufl. 


für m#n (3) 
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können nur für m =# n gebildet werden, also wenn sich die beiden Elektronen 
in verschiedenen Teilchenzuständen befinden. Besetzen beide Elektronen 
den gleichen Teilchenzustand, so ist die Gesamtfunktion 


Ps (tı %)= Im (tı) Pn (te) für mn (4) 
symmetrisch. Befinden sie sich in verschiedenen Teilchenzuständen, so 
lautet die zugehörige symmetrische Gesamtfunktion 

1 


Ps (1, %)= 17% [Pr (tı) On (ta) + Pm (t2) Pn (v)] für mn. (5) 


In diesen Formeln (3) bis (5) sorgen die Faktoren 1/ y2 dafür, daß bei nor- 
mierten Teilchenfunktionen 9, und 9, die Gesamtfunktionen ebenfalls 
normiert bleiben. 


Die weitere theoretische Untersuchung zeigt, daß die symmetrischen 
Zustände das Termschema des Paraheliums und die antisymmetrischen 
Zustände das Termschema des Orthoheliums bilden. Der Unterschied 
zwischen den beiden Schemata liegt zunächst darin, daß im antisymme- 
trischen Termschema des Orthoheliums die Systemzustände mit m=n 
nicht enthalten sind. Das hat in Abb. 523.1 das Fehlen des 1s-Zustands 
für das zweite Elektron im Orthohelium zur Folge. Weiter stellt sich heraus, 
daß die Eigenzustände (3) und (5) zu verschiedenen Energien führen. 
Bildet man nämlich für einen Zustand mn den Erwartungswert der 
Energie, so entsteht 


E=[dydi,g* (tu, 1) Het, to) 


(6) 
—[dr, dr, Ph (tı) Pt) Hat) One) EEm(te) En (iı)]- 
Der Hanıwroxoperator besteht entsprechend (522.2) aus drei Anteilen 
H=H,-+-H,-+H,js (7) 


von denen der erste nur vom ersten Elektron, der zweite nur vom zweiten 
Elektron abhängt und der dritte die gegenseitige Abstoßung enthält. Die 
Auswertung von (6) und (7) liefert bis auf den neu hinzutretenden Term E, 
die gleiche Energie wie ein einfacher Produktansatz (522.4) 


Es —Emt Ent Ex Eis Eu 
Eu far, dt, Pin (U) Falt) H;: Ft) In (13) 8) 
E,= [Ay dıghlu) gilt) Hz Pmlto) nt): 
E , ist die sogenannte Austauschenergie. Sie liefert den Energieunterschied 
der vergleichbaren Terme im Para- und Orthohelium von Abb. 523.1 bzw. 2. 


Hier ist H,,= €/r), die elektrostatische Abstoßung zwischen den beiden 
Elektronen, also stets positiv. Da sich in antisymmetrischen Ortszuständen 
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die Elektronen außerdem wellenmechanisch-statistisch ausweichen — 
Pas(lı, ie) verschwindet für 1,=t, —, ist der Energiebeitrag durch 


E/lev] 


a 


- 80 (15,15) 


<—r symmetrische 
| <<" antisymmetrische 
‚5) "  Ortszustände 


-60 
- 90 
-65 
- 100 
ds,2p) 
(15,25) 
(1515 -% 
-110 


Abb. 523.2. Verschiebung und Aufspaltung der drei untersten Energiezustände des 

‘ Heliums durch CovLouswechselwirkung. a) ohne Wechselwirkung, b) mit Wechsel- 

wirkung ohne Austausch, c) mit Wechselwirkung und Austausch. Die Terme der anti- 

symmetrischen Ortszustände liegen tiefer als die Terme der entsprechenden symme- 
trischen Ortszustände 


CouLomBwechselwirkung in antisymmetrischen Ortszuständen geringer als 
in den entsprechenden symmetrischen, d.h. £ , ist positiv, und es gilt 


E,>Eos- (9) 


Die vergleichbaren Terme des symmetrischen Para- 
heliums liegen also alle höher als die des antisyvm- Hyz 
metrischen Orthoheliums. 


Um sich von dieser nicht unmittelbar anschaulichen H, Ha 

Austauschenergie E, eine Vorstellung zu machen, kann 

man sich wie in Abb. 523.3 die Elektronen im Helium 

als zwei schwingende Massen vorstellen, deren jede in Abb. 523.3. Gekop- 
erster Linie an einer eigenen Feder schwingt, die sym- Pelte Federschwin- 
bolisch für die Wechselwirkung mit dem Kern H, en oh 
bzw. H, auftritt. Die beiden Schwingungen finden Austauschwechsel- 
jedoch nicht unabhängig statt, sondern es besteht wirkung. Die Kopp- 
zwischen ihnen eine Kopplung H,,, in Abb. 523.3 reprä- lungsfeder bewirkt 
sentiert durch eine Kopplungsfeder. Diese Kopplungs- ee. 
feder bewirkt eine Aufspaltung der untereinander als gungen des @kssmt- 
gleich vorausgesetzten Eigenschwingungen des Gesamt- systems 


18* 
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systems, nämlich eine antisymmetrische w,, und eine symmetrische «,,. 
Vermittelt die Kopplungsfeder eine Anziehungskraft, so verstärkt sie im 
antisymmetrischen Zustand die rücktreibende Kraft und erhöht so die Fre- 
quenz. Bei einer abstoßenden Feder gilt das Entgegengesetzte, weswegen 
zwischen den beiden Schwingungsfrequenzen allgemein die Relation 


Abstoßung 


SZ Ogs für ; 
Anziehung 


(10) 
gilt. Man sieht, daß (10) bei Hinzufügen des quantenmechanischen Faktors h 
unmittelbar in (9) übergeht. 


Die Austauschenergie entspricht der Frequenzaufspaltung zweier 
schwingender Systeme bei ihrer Kopplung. Bei schwingenden klassischen 
Systemen ist die Differenz »,. — w, die Frequenz, mit der bei nicht- 
stationären Schwingungen, sogenannten Schwebungen, die Energie zwi- 
schen den beiden Teilen des Systems hin und her pendelt. Entsprechend kann 
auch hier 


E 
ee 
Ao “7 al) 


als die Frequenz gedeutet werden, mit der bei nichtstationären Zuständen 
ein herausgegriffenes Teilchen zwischen den beiden Zuständen m und ” 
hin- und herpendelt. Aw wird deswegen gelegentlich auch als Platzwechsel- 
frequenz bezeichnet. 


524 Elektronenspin und PAuLiprinzip 


Die gesamte Wellenfunktion des Heliums unter Berücksichtigung der 
beiden Elektronenspins läßt sich näherungsweise durch den Ansatz 


y(l,2)=%(8, 83) P(tı; ta) A) 


beschreiben. wenn man nämlich die inneren magnetischen Wechselwirkungen 
der Spins untereinander sowie zwischen den Spin- und Bahnmomenten 
vernachlässigt. Hierbei ist x eine der in Abschnitt 457 untersuchten 
Gesamtspinfunktionen, die aus den Produkten einzelner Spinfunktionen 
durch Linearkombinationen gebildet werden. Die explizite Matrixdar- 
stellung dieser Funktionen läßt sich durch Einführung einer Spinkoordi- 
nate s vermeiden. Mit dem KRONEckErschen Deltasymbol lassen sich näm- 
lich die beiden Funktionen y, und x_ von (457.1) zusammenfassend durch 


Am (8) = On - m=- = (2) 


darstellen. 
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Diese neu eingeführte Spinvariable s durchläuft im Gegensatz zu den Orts- 
variablen also nur die beiden diskreten Werte-+1/2 und — 1/2 entsprechend 
den zwei Einstellmöglichkeiten des Spins. Die Funktionen werden durch 
den Gesamtspin © und seine 2-Komponente ©, charakterisiert. Mit der 
in (2) eingeführten Bezeichnung lauten die vier möglichen Eigenfunktionen 
4[S, Mg] entsprechend (457.15) 


ya! ’ 1] == Ös,, +!g Os, +la v4 [l, —1] — Ös,, Ya Os, -!; 


1 
X [1 ’ 0] == R [ös,, +1/a Ös,, eg + Ös,, Ya Ös,, Eu y,] 
(3) 


xI9, 0]= [ds,, + PRTALı) 8, Ös,, a Ös,, +1). 


w 
Die Funktionen zu S=1 sind symmetrisch gegenüber Vertauschungen der 
Spinkoordinaten s, und s,, während die Eigenfunktion zu S= 0 antisym- 
metrisch ist. 


Das Termschema des Paraheliums enthält entsprechend den Aus- 
führungen des letzten Abschnittes nur symmetrische Ortsfunktionen vom 
Typ 

Alta t)=+tPplt, to)- (4) 
Im äußeren Magnetfeld macht sich beim Parahelium nur der Bahndreh- 
impuls bemerkbar, ein Spin dagegen nicht. Infolgedessen tritt offenbar im 
Zusammenhang mit den Ortsfunktionen (4) nur die Spinfunktion mit S = 0 
und der Eigenschaft 

X (8, 51) = —/ (81; 8) (5) 
auf. Die in (1) eingeführten Bezeichnungen 1 bzw. 2 charakterisieren gleich- 
zeitig die Orts- und Spinkoordinaten t,, s, bzw. t,, 8,. Die Gesamtwellen- 
funktion des Paraheliums besitzt unter den Voraussetzungen (4) und (5) 
die Symmetrieeigenschaft 


v2,)=-y(l,2) (6) 


hinsichtlich ihrer Gesamtkoordinaten. Sie ist also antisymmetrisch. 


Im Orthohelium werden im Gegensatz zu (4) nur antisymmetrische 
Ortsfunktivnen 


Alt, t)=—Pltı; ta) (7) 


beobachtet. Gleichzeitig zeigen alle Terme dieses Schemas Anomalien im 
ZEEMANeffekt, die sich nur durch das Hinzutreten eines Spindrehimpulses 
vom Betrage S = 1 deuten lassen. Insbesondere die s-Zustände dieses Term- 
schemas zeigen eine dreifache Aufspaltung entsprechend den möglichen 
Spineinstellungen M3; = 1,0, —1. Im übrigen sind die p-, d-,... Zustände 
auch ohne Magnetfeld entsprechend den Binstellungsmöglichkeiten des 
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Spins zum Bahndrehimpuls dreifach aufgespalten. Zusammen mit den anti- 
symmetrischen Ortszuständen (7) treten also offenbar nur Spinzustände 
mit S= lauf, die, ihrer Darstellung (3) entsprechend, in den Spinvariablen 
symmetrisch sind: 

(682; 3)=4(51: 82)- (3) 
Auch die Gesamtfunktionen (1) des Orthoheliums mit den Eigenschaften (7) 
und (8) besitzen also die gleiche Symmetrieeigenschaft (6) wie die Funktionen 
des Paraheliums. Sie sind gegenüber gleichzeitiger Vertauschung ihrer 
Orts- und Spinkoordinaten antisymmetrisch. 


Spinkoordinate s und Ortskoordinate t werden nunmehr grundsätzlich 
gemeinsam betrachtet und zusammenfassend mit 1 bzw. 2,3... bezeichnet. 
Die physikalische Ununterscheidbarkeit der Teilchen muß sich mathematisch 
darin bemerkbar machen, daß der HAmILrToNoperator H eines solchen 
Systems gegenüber Vertauschungen von 1 und 2 symmetrisch bleibt. Es 
muß daher, den Ausführungen von Abschnitt 413 entsprechend, Wellen- 
funktionen als Lösungen geben, die gegenüber solchen Vertauschungen 
symmetrisch und antisymmetrisch sind. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
muß aus physikalischen Gründen ebenfalls der Bedingung 


vw1l,2)=w(ß2,1) 9 


unterliegen, was zur Folge hat, daß nur symmetrische oder antisymmetrische 
Wellenfunktionen als Lösungen der ScHRöDINnGERgleichung auftreten, 
nicht aber Linearkombinationen von ihnen, die diese Symmetrieeigen- 
schaft (9) zerstören würden. Die Diskussion der Heliumterme zeigt nun, 
daß unter den möglichen symmetrischen und antisymmetrischen Funktionen 
offenbar nur antisymmetrische Wellenfunktionen beobachtet werden. In 
entsprechender Verallgemeinerung auf mehrere Teilchen bedeutet das: 
Bei Mehrelektronenproblemen treten in der Natur nur Wellenfunktionen 
mit der Symmetrieeigenschaft 


auf, die also gegenüber Vertauschungen von je zwei beliebigen Orts- und 
Spinkoordinaten antisymmetrisch sind. Die zugehörige Aufenthalts- 


wahrscheinlichkeit 
w(1,2,..)=|#,2,...)? 1) 


bleibt bei solchen Vertauschungen unverändert. 


Die in (10) enthaltene Einschränkung der insgesamt möglichen Lösungen 
der ScHRönpIneERgleichung auf die antisymmetrischen allein bedeutet 
eine Zusatzforderung, die in der ScHRÖDINGERgleichung selbst noch nicht 
enthalten ist und der Erfahrung entnommen wird. Es läßt sich nun zeigen, 
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daß diese Einengung nichts anderes darstellt als eine verallgemeinerte 
Formulierung des Pauischen Auswahlprinzips. Betrachtet man nämlich 
ein System von Teilchen, die keine unmittelbare Wechselwirkung auf- 
einander ausüben, dann läßt sich die Gesamtwellenfunktion Y aus einzelnen 
Teilchenfunktionen in Form von Produkten und Linearkombinationen 
so aufbauen, daß dabei die Bedingung (10) erfüllt wird. 


Befinden sich dabei zwei Elektronen, etwa 1 und 2, in den durch n,, m, , 
N,, mM, charakterisierten Teilchenzuständen, dann entspricht eine Ver- 
tauschung von 1 und 2 einer Vertauschung, bei der W das Vorzeichen 
wechseln muß. Ist ein und derselbe Zustand mit zwei Teilchen besetzt, ist 
also sowohl n, = n,alsauch m, =: m,, dann ändert sich bei der Vertauschung 
von 1 und 2 überhaupt nichts. Die Wellenfunktion Y ist daher gleichzeitig 
symmetrisch und antisymmetrisch, in anderen Worten: sie muß ver- 
schwinden: 

Y=0 bei NM=N und M= My. (12) 


Es gibt also unter der Voraussetzung (10) nur solche normierbaren System- 
zustände, bei denen jeder durch m, n charakterisierte Teilehenzustand 
höchstens einfach besetzt ist. Betrachtet man nur die Ortszustände n, so 
bedeutet das, daß jeder Ortszustand n höchstens zweifach besetzt werden 
darf, nämlich mit m, = +1/2 und m, = —1/2. In dieser Form wurde das 
PAvuuiprinzip bereits in Abschnitt 512 formuliert und angewendet. 


525 Das Hırrrer-Focksche Näherungsverfahren 


Im folgenden wird ein von HARTREE und Fock entwickeltes Verfahren 
zur Behandlung von Vielelektronenproblemen durchgeführt, das gegenüber 
dem Harrrzzschen Verfahren von Abschnitt 516 in mehrfacher Hinsicht 
eine Verbesserung darstellt. Neben den Ortskoordinaten der Teilchen werden 
die im letzten Abschnitt eingeführten Spinkoordinaten mit berücksichtigt. 
Beide Koordinaten werden gemeinsam als 1, 2 usw. bezeichnet. Für 
die gesamte Wellenfunktion Y des Systems wird an Stelle des Produktes 
(516.2) eine Determinante aus Teilchenfunktionen gebildet: 


Ten 
N 
7 =m2 (=) 192 ? Try) = — En ;= ZDF U ym(Pı). 


i=1 


Hierbei bezeichnet jedes n,; einen durch Bahn und Spin beschriebenen 
Zustand. Da eine Determinante bekanntlich ihr Vorzeichen bei der Ver- 
tauschung zweier Zeilen oder Spalten wechselt, ist dieser Ansatz dem 
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PAvLiprinzip entsprechend antisymmetrisch gegenüber der Vertauschung 
je zweier Teilchenkoordinaten. Die Summation in (1) läuft über alle N! 
Permutationen P, wobei der Faktor (—1)? bedeutet, daß alle ungeraden 
Permutationen mit einem Faktor —1 zu versehen sind. Die einzelne 
Permutation bedeutet dabei eine Vertauschung der Koordinatenfolge 
i=1,2,...N zu der permutierten Reihenfolge P,, P,... Px. Ungerade 
Permutationen sind hierbei solche, die sich nur durch eine ungerade Zahl 
von Zweiervertauschungen realisieren lassen. 


Diese Wellenfunktion entspricht einer in allen Teilchenkoordinaten 
symmetrischen Wahrscheinlichkeitsverteilung 


rer, 2.2: Der. N, (2) 
da sie selbst der Bedingung 


Y(1,2,.., N=—-27Q2,1, 2: N) (3) 
genügt. 


Dieses erweiterte Verfahren ist insofern besser als das HARTREEsche 
Verfahren, als es wegen (2) die Ununterscheidbarkeit der Teilchen und das 
PAvLiprinzip wegen (3) exakt berücksichtigt. Außerdem wird sich noch her- 
ausstellen, daß auch die Eigenfunktionen der Teilchen, die anschließend über 
ein Variationsprinzip berechnet werden, untereinander orthogonal sind. Der 
Hauptunterschied im Ergebnis besteht wie in Abschnitt 523 im Hinzutreten 
der Austauschenergie. Die Korrelation der Teilchen untereinander dagegen 
wird nach wie vor vernachlässigt. Das bewirkt einen Fehler von etwa 2% 
beim Helium, wie bereits festgestellt wurde, und von etwa 1% bei den 
nächsten Atomen. 


Die in (1) angesetzte Wellenfunktion ist normiert. Zunächst gilt 
1 5 | 
rt -Y 2 -brfarı ...dtypn (Pı)--- Yay(Pr) | Yn(k)||- (4) 


Dabei bedeutet [ dr; jeweils eine Ortsintegration und eine Spinsummation. 
Die Summanden in (4) haben alle den gleichen Wert. Davon überzeugt 
man sich durch eine Umbenennung der Integrationsvariablen: Man ersetzt 
die Koordinaten P,,...., Pydurch 1,..., N und stellt die ursprüngliche 
Determinante durch eine entsprechende Permutation der Spalten wieder 
her. Dabei wird der Faktor (—1)? gerade kompensiert. Sämtliche Per- 
mutationen der Summe tragen also mit dem gleichen Wert zu (4) bei 
und erzeugen insgesamt einen Faktor N!, der den ersten Faktor aufhebt. 
Damit läßt sich (4) in der Form 


Fr, A=jan...deyya de. NEN pn, le yn, (N (6) 
P 1 N 
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darstellen. Zieht man die Summation von links aus dem Integral heraus 
und führt zuerst die Integrationen durch, so liefern die einzelnen Integrale 
wegen der Normierung und der Orthogonalität der Teilchenfunktionen alle O 
und lediglich bei der identischen Permutation den Wert 1, woraus endgültig 


P,A=1 (6) 
folgt. : 
Der Hamıwronoperator besitzt die allgemeine Form 
= ma Ze _e 
H=-2H+2 Vu He-gz du: r, Yue7 (7) 


Hier bedeutet H, den Anteil des HAmILToNoperators, der nur vom i-ten 
Teilchen allein abhängig ist und aus der kinetischen Energie und Kern- 
wechselwirkung des i-ten Teilchens besteht. V;, enthält die elektrostatische 
Wechselwirkung zwischen den Teilchen i und j. Zur Berechnung der Energie 
wird ähnlich vorgegangen wie in den Formeln (4) bis (6). Zunächst wird 
sie durch 


E=(P, HW) 


1 8 
= far... drug FDP pP url, ..., N) || ym(k)|| (8) 
dargestellt. Bei Umbenennung der Variablen P,,...,Py in l,..,N 


bleibt H unverändert wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen, während 
die rechts danebenstehende Determinante lediglich einen Vorzeichenwechsel 
erleidet, der den Faktor (— 1)” kompensiert. Damit vereinfacht sich die Dar- 
stellung der Energie zu 

E=fär...denyi (ld)... pay(MHll,..., N) 


(9 
Pa N 0 


Nunmehr wird der HAmItLroxoperator in seine Bestandteile (7) auf- 
gelöst. Alle Integrationen, an denen die Bestandteile 4, und V;, nicht 
beteiligt sind, ergeben die Faktoren 1 oder 0, so daß nur noch 


E=}% [dryiHnyn 
n 


+3 2 [Jan droht) YO) Vıalunl!) a) —Yn) 9a] 


(10) 


übrigbleibt. Die Summationen gehen dabei über alle besetzten Zustände. 
Der Ausdruck (10) unterscheidet sich von dem entsprechenden (516.4) 
des HArTREEschen Verfahrens nur um das letzte, durch die Antisymmetrie 
der Wellenfunktion bedingte Glied, die Austauschenergie. 
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Die Variation der Energie unter Wahrung der Normierung der Teilchen- 


funktionen erfolgt genau wie in (516.5) und liefert für die Teilchenfunktionen 
die Bestimmungsgleichungen 


| 
Hy) + [dr ynl 2 Vı2[unl2) ya) — m) DT = rn) | 11) 


Hier, wie auch in (10), verschwinden die Glieder der Summe, in denen 
m = nist, weswegen man ohne Schaden über alle besetzten Zustände m 
einschließlich des Zustands m=n summieren kann. Die HARTREEsche 
Bestimmungsgleichung wird hier durch das Hinzutreten des Austausch- 
gliedes zu einer Integralgleichung für y,, die zwar erheblich schwieriger 
lösbar ist, aber andererseits den Vorteil hat, daß der Operator des in Ah- 
schnitt 516 eingeführten Scheinpotentials hier für alle Teilchen der gleiche 
ist. Hieraus folgt nämlich unmittelbar, daß die Funktionen , wirklich, 
wie zu Anfang vorausgesetzt wurde, ein Orthogonalsystem bilden. Da das 
Verfahren aber rechnerisch wesentlich schwieriger zu handhaben ist als das 
HARTREEsche Näherungsverfahren, kommt es nur für die Berechnung von 
Atomen mit geringer Elektronenzahl in Betracht. Atome mit größeren 
Elektronenzahlen können nur mit wesentlich pauschaleren Methoden einfach 
behandelt werden, die im nächsten Kapitel ihre Darstellung finden. 


Übungsaufgaben 


au 
D 
ran 


. Zwei Teilchen bewegen sich in einem Potentialkasten der Breite «a mit unendlich 
hohen Wänden (siehe Aufgabe 41.1). Man nehme an, daß zwischen den beiden 
Teilchen ein schwaches Wechselwirkungspotential F (| x, —xz|) besteht, dessen 
Reichweite klein gegen die Kastenlänge a ist. Man berechne die Störungen 
der ersten drei Energieniveaus. 


52.2. Aus den stationären Zuständen (523.3 und 5) setze man durch Hinzufügen der 
Zeitfaktoren exp (—iEt/A) einen nichtstationären Zustand so zusammen, daß 
sich zur Zeit t=0 das Elektron 1 im Zustand m und das Elektron 2 im Zustand n 
befindet. Wie lange dauert es, bis die Elektronen ihre Zustände ausgetauscht 
haben? 


53 Systeme mit großer Teilchenzahl 


Zusammenfassung: Ein System aus gleichen Teilchen, die dem Pautiprinzip 
genügen, kann selbst im Grundzustand einen erheblichen Energieinhalt aufweisen. 
Die Impulsverteilung wird durch eine Kugel im Impulsraum dargestellt; der Radius 
dieser Fernıkugel entspricht dem größten vorkommenden Impuls und wächst mit der 
dritten Wurzel aus der Teilchendichte. Die statistischen Betrachtungen wurden von 
Tuomas und Ferui auf die Berechnung der Elektronenverteilung in schweren Atomen 
angewandt. Trotz der starken Vereinfachung werden die experimentellen Befunde 
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verhältnismäßig gut angenähert. Allerdings liefert dieses Verfahren nicht die Schalen- 
struktur der Atomhülle. Durch Berücksichtigung der Austauschwechselwirkung kann 
die Berechnung der Bindungsenergie weiter verbessert werden. 


531 Das Fermigas 


Das PAvLiprinzip führt durch die Bedingung, daß jeder Teilchenzustand 
nur ein- bzw. zweifach besetzt werden darf, zu einer gegenseitigen Beein- 
flussung benachbarter Teilchen, auch wenn zwischen diesen sonst keine 
Wechselwirkung herrscht. Zur Untersuchung dieser Frage wird eine große 
Anzahl von Elektronen betrachtet, die sich in einem sehr großen Volumen 
mit den Ausdehnungen a, b und c befindet. Denkt man dabei an einen 
Kasten mit spiegelnden Wänden, so wären damit die Randbedingungen für 
die Ortszustände der einzelnen Teilchen festgelegt. Etwas einfacher wird 
das Problem, wenn man sich dieses Volumen periodisch vorstellt. Der ein- 
dimensionale Fall wurde bereits in Abschnitt 331 behandelt. Im zwei- 
dimensionalen Falle wäre ein periodisches Volumen durch eine torus- 
förmige Fläche zu‘ realisieren, im dreidimensionalen Falle fehlt ein 
anschauliches Bild. 


Die Eigenfunktionen dieses Volumens sind dann 


i 
1 „pr 


P=y5® J=abe, ) 


Sie erfüllen die Periodizitätsbedingung, wenn die Komponenten des 
Impulses, p die Eigenwerte 


_h h h 
2. rs Py-yR% B=—n 


N, N, =0, +, 42, ... 


besitzen. Die Energie eines Teilchens in einem dieser Zustände ist p?/2m 
und die Gesamtenergie eines aus N Teilchen bestehenden Systems 


N 2 


(2) 


Die Summation läuft dabei über alle besetzten Impulszustände von (2). 


Diese Impuise lassen sich, wie Abb. 531 für zwei Dimensionen zeigt, im 
Raum der Koordinaten ?,,?,,?, durch ein System von Gitterpunkten 
veranschaulichen, deren gegenseitige Abstände von den Größen a, bund c 
abhängen. Die besondere Aufgabe soll darin bestehen, den niedrigsten 
Energiezustand des Systeins, den Grundzustand, zu berechnen. Dabei darf 
jeder der Gitterpunkte von Abb. 531 nur g-fach besetzt werden (g = 2). 
Der Grundzustand des Systems besteht nun in der Besetzung gerade 
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derjenigen N Teilchenzustände, die die niedrigste Energie aufweisen, die 
also, weil |p| den Abstand des „Zustandspunktes“ vom Koordinaten- 
ursprung angibt, dem Koordinatenursprung am nächsten liegen. Die zum 
Grundzustand gehörigen Punkte lie- 
gen daher alle innerhalb einer Kugel, 
der sogenannten Fermıkugel 


Ipl<P (4) 


mit dem noch zu berechnenden Radius 
oder Grenzimpuls P. 


Bei großer Teilchenzahl — man 
spricht von einem FERMIgas — kann 
die Summation in (3) näherungsweise 
durch eine Integration über die 
Zahlen n,, n, und n, ersetzt werden, 
so daß also 


Abb. 531. Mögliche Impulse im Raum 
der Koordinaten p,, p,. Die dick ge- 1 =[gan=[gan,an,an, 
zeichneten Punkte bezeichnen die im & 

Grundzustand auftretenden Impulse 


abc Öd ® 
[93 dp.dp,dp,= g _ (5) 


entsteht mit dıı und dp als den Volumenelementen des ı- bzw. p-Raumes. 
Der Maximalimpuls P folgt aus (5) und wird durch die Gleichung 


bestimmt. Er ist proportional zu (N/D)'®, wächst also mit der dritten 
Wurzel aus der Teilchendichte. 


Die Energie des Grundzustands berechnet sich aus (3) bis (6) zu 


N 2 2 3 p: 
E=23 am = je ; =N 5 2m * m) 


Sie ist, wiezu erwarten, der Teilchenzahl N proportional. Die mittlere Energie 
pro Teilchen ist 3/5 der Maximalenergie P?/2m. Sie ist als direkte Folge 
des PAvLiprinzips anzusehen, demzufolge die Impulse der Elektronen die 
Fernmikugel von Abb. 531 erfüllen. Zur expliziten Berechnung der Energie 
benötigt man noch P aus (6): 


% 3 N a dan ;_0© 


r, bedeutet den Radius einer Kugel, deren Inhalt genauso groß wie der pro 
Elektron zur Verfügung stehende Raum ist. r, kann als Maß für den mitt- 
leren Abstand von je zwei Teilchen angesehen werden. Je kleiner dieser 
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Abstand ist, um so größer ist also der Maximalimpuls P der zugehörigen 
Fermikugel. Die Teilchendichte hängt mit dem Maximalimpuls über 


N _4ng/pıs | 
e=-5- (7) (9) 
zusammen, woraus schließlich die für weitere Rechnungen noch benötigte 
Formel P. 3 \a Ih 
folgt. 


532 Das statistische Atommodell 


Nach der Behandlung eines Systems wechselwirkungsfreier Teilchen im 
vorigen Abschnitt soll nunmehr die näherungsweise Berechnung der 
Elektronenenergie in der Atomhülle durchgeführt werden, die besonders 
bei mittleren und schweren Atomen zu recht brauchbaren Ergebnissen 
führt. Die Gesamtenergie 


E = Eyn+ Epot (1) 


setzt sich aus kinetischer und potentieller Energie zusammen. Bei bekannter 
Ladungsdichte eo(t) ist die potentielle Euergie der Ladungswolke 
= ef ke) , € drdr’og’ i 
Ey = —ZE f T "2 E Kr] & (2) 
Der erste Term beschreibt die Anziehung der Ladungswolke durch den 
Kern und der zweite die innere elektrostatische Abstoßung der Ladungs- 
wolke. 


Die kinetische Energie des Systems soll auf eine Weise abgeschätzt wer- 
den, die sich auf die Überlegungen des vorausgehenden Abschnitts stützt 
und daher das PauLiprinzip in der Atomhülle berücksichtigt. Zu ihrer 
Berechnung denkt man sich das Gesamtvolumen des Atoms unterteilt in 
Einzelvolumina At,, die so klein gewählt werden, daß das mittlere, durch 
den Kern und die übrigen Elektronen hervorgerufene Potential, in dem 
sich die Elektronen dieses Volumens bewegen, als einigermaßen konstant 
angesehen werden kann. Gleichzeitig aber müssen die Ar, doch noch so 
groß sein, daß sich in ihnen hinreichend viele Elektronen befinden, wie es zu 
einer statistischen Behandlung erforderlich ist. Obwohl sich diese beiden 
Voraussetzungen für At, vor allem in sehr kernnahen und kernfernen 
Bereichen nicht miteinander vereinbaren lassen, sind die Ergebnisse dieses 
von THOMAS und FERMI behandelten Atommodells überraschend gut. 


Die kinetische Energie besteht also nach 


i 
n ® gAy; f p? 
En I Zn S |drz (3) 
0 
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aus einer Summe aller einzelnen Volumina und für jedes dieser Volumina 
noch aus einer Summe über die darin befindlichen Elektronen. Die letztere 
wird entsprechend der statistischen Behandlung dieser Elektronen und den 
Ausführungen von Abschnitt 531 durch ein Integral ersetzt. P; ist der 
Maximalimpuls der zu Ar; gehörigen Frrmikugel. Die Integration führt 
zunächst auf 2 AN, 3 Ps 

Ern = 2 Au Au 5 2m 


(4) 


mit AN,als der Zahl der im Volumen At; befindlichen Elektronen. AN,/At; 
ist die Elektronendichte. Ersetzt man weiter die Summation über die At; 
durch eine Integration und eliminiert P;= Pr) mit (531.10), so entsteht 


3 pP: R® 3 513 
Er = [are 5 a — | dia 5 &re z (5) 
Die hierbei noch auftretende dimensionslose Konstante ist 
3 \28 
2 Er 123,957 fü BR 
2, = (2R) (+) (37°) 9,57 für g=2. (6) 


Mit dieser Abschätzung der kinetischen Energie läßt sich die Gesamt- 
energie in der Form 


- dr 2 ff derdioo' 
n= [a sn ze | es [f 2 de ou ' 


r h-rvV 


1 
—_ 


durch die Elektronendichte o allein darstellen. 


Kennt man die Elektronendichte o, so folgt aus (7) die Gesamtenergie. 
Die Dichte o ist zwar unbekannt, läßt sich aber durch ein Verfahren 
berechnen, das dem Rırzschen Variationsverfahren analog ist. Da die 
Elektronen eine solche Verteilung aufsuchen, in der ihre Energie einen 
Minimalwert annimmt, muß die Elektronenenergie gerade den Wert haben, 
der aus (7) bei Variation der Dichte o entsteht. Unter Wahrung der Neben- 


bedin® € 
yedingung faro er (8) 
daß die Gesamtelektronenzahl N konstant bleibt, lautet das Variations- 


a ölE— VW, [dre)=0 (9) 


mit Y, als Lacranceschem Variationsparameter. Im einzelnen führt (9) 
auf 


Fr h? ; 2 of do , 
Sl rer =. un 


Da dieser Ausdruck bei willkürlichen Variationen öo verschwinden muß, 
ist die geschweifte Klammer gleich Null zu setzen. Dies ist die Bestimmungs- 
gleichung für o. 
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Zur Abkürzung wird 


Ze z dv’o’ 
V-— 2. en v, a) 


eingeführt. V ist das auf ein einzelnes Elektron wirkende Potential. Mit (11) 
lautet die Bestimmungsgleichung für o: 

War 28 _ 

gen], (12) 
Die Anwendung des LarLAczschen Operators auf diese Gleichung ergibt 
die Tuomas-FERMI-Gleichung 


A 


Rp 


En = —AV/ =4neo (13) 


und überführt die Integralgleichung (12) in eine Differentialgleichung, deren 
Lösungen allerdings noch zwei Bedingungen erfüllen müssen: Erstens 
muß das Potential bei kleinen Kernabständen in das Kernpotential über- 
gehen: Ze 


Yır) — — 


a für r—0, (14) 
und zweitens muß das Integral über die Dichte nach (8) gleich der Elek- 
tronenzahl N sein, die beim neutralen Atom mit der Kernladungszahl Z 
übereinstimmt. 


Für die weitere Auswertung wird angenommen, daß sich die Ladungs- 
dichte kugelsymmetrisch um den Kern verteilt, wodurch der LArLAck- 
operator in 1 


ae 


r Or? 


r (15) 


übergeht. Die vereinfachte Differentialgleichung (13) wird vor der Aus- 
wertung in eine bequemere Form gebracht. Zunächst wird die Länge 


77 (16) 


ange In 
eingeführt. oe und r werden durch die dimensionslosen Größen 
KERN 1-4 an 


ersetzt. Die Randbedingung (14) der Lösung geht mit (12) in eine ent- 
sprechende Bedingung für @ über: 


Pe) = cro®®— cZe Ben = ea - für 2—0, (18) 
so daß 
PO-1 mit c- Fa (19) 


bei entsprechender Wahl der Konstanten c ist. 


276 5 Aufbau der Atome und Moleküle [532] 
Die Differentialgleichung (13) wird nunmehr 
„_® ö2 c 
trete (20) 
und geht mit dem Wert 
4m \1'3 
b= 3a?" = (7) .@ (21) 
in die. endgültige Form 
y gr"? 
FT 0)=1 (22) 
(23) 


mit N als Elektronenzahl und Z als Kernladung. 


px) 
10 


06 


02 


5 10x 


Abb. 532.1. Lösung der Tuomas-FernI-Glei- 
chung (22) und (23) für N=Z. Abstand vom 
Kern r - x, Elektronendichte o - (p/x)”'” 


Die Lösung von (22) und (23) 
besteht in. einer Funktionen- 
schar mit dem Anfangswert 
p(0) =1 und verschiedenen An- 
fangssteigungen (0), die zu 
Lösungen mit verschiedenen 
Verhältnissen N/Z führen. In 
Abb. 532.1 ist die Lösung für 
N=Z dargestellt. Es handelt 
sich um eine im gesamten Be- 
reich monoton abfallende Funk- 
tion, die numerisch berechnet 
wurde. Alle Größen des Pro- 


blems folgen aus dieser Lösung unmittelbar. Radius r und Dichte o 


hängen mit x und 9 zusammen über 


13 
ee 
(24) 
[") ya zı\ı2 1 p 
(4) -(4,) FE 
Das in (11) eingeführte Potential wird 
ER, 2,9 da »y e Zug 
— V=4nea er be € a (daB % (25) 
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und die kinetische Energie ergibt sich zu 


3 Rx b3 Sen 
Ein=5 7 [te - a (26) 


Die Berechnung der Gesamtenergie des neutralen Atoms führt auf 


E=—0,772zm & (27) 
9 


mit a, als dem BoHkschen Radius. Beim Vergleich mit experimentell 
bestimmten Energien stellt sich heraus, daß die Übereinstimmung für 


unr’o/las‘) 


1 2 3 4 5 ao 


Abb. 532.2. Radiale Elektronendichte 4r r?o im Argonatom 
nach THoMAS-FERMI (—) und nach HARTREE (---) 


mittlere bis schwere Atome recht gut ist. Aber selbst bei den leichtesten 
Atomen, bei denen die Voraussetzungen des Modells überhaupt nicht mehr 
erfüllt sind, ergibt sich trotzdem eine ungefähre Annäherung an die wirk- 
lichen Verhältnisse. Im Bereich der Atome zwischen H(Z=]) und Fe 
(Z = 26) liegt der Fehler zwischen 50% und 24%. Das empirische Material 
läßt sich genähert durch die Formel 


B=—0,540z08 & (28) 
’ a 


wiedergeben. 


Die Dichteverteilung bei schweren Atomen ist durch die glatte Kurve 
in Abb. 532.2 wiedergegeben. Zum Vergleich ist die genauere Dichtevertei- 


19 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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lung nach HARTREE eingetragen, die periodische Schwankungen aufweist 
und auf die Schalenbildung in der Atomhülle hindeutet. Während die 
Dichte in Wirklichkeit nach außen hin exponentiell abfällt, liefert das 
THomAS-FERMI-Modell für große r eine Dichteverteilung proportional 
zu 1/r®, die also viel zu groß ausfällt. Das liegt daran, daß gerade im äußeren 
Bereich die Zahl der Elektronen zu gering ist, als daß die statistischen 
Voraussetzungen zutreffen könnten. Obwohl also in diesem Modell sowohl 
die Austauschenergie als auch die Korrelationsenergie vernachlässigt ist 
und nicht ganz gerechtfertigte statistische Voraussetzungen gemacht 
wurden, ergibt sich zusammenfassend eine doch recht gute Wiedergabe 
der tatsächlichen, im Grunde außerordentlich viel komplizierteren Situation 
der Elektronen in der Atomhüille. 


533 Austauschenergie und gemischte Dichte 


Eine Verbesserung des THOMAS-FERMI-Atoms läßt sich durch Berück- 
sichtigung der Austauschenergie erzielen. Die Anwesenheit einer Wechsel- 
wirkung V,,, wie hier der elektrostatischen Abstoßung, führt nach dem 
HARTREE-Fockschen Verfahren von Abschnitt 525 auf den — mit 
Y=Yam(ls 8) ÖsmPn(t) und far = [a2 ausführlich geschriebenen — 
Energieausdruck 


” * * 
2 5 PH [[auar, Sykn, 51) Vns Mm; (12, 83) lZPE 
TOM NgYY S1»82 


Mm, Mm; 


s [yn m, (tı 51) Ynzın, (2 » 85) — Ynm, (la; 85) Yn,m,(lı> s))] 
1 " * 
=, 3 | [audupk deko) Vie 
Nas Nor * 


>, Os m, Ös, m,[Os, m, Ös, ng Pr, (1) In, (te) — Ös,im, Ös, m, Pn, (te) Pn,(tı)]- 


My, Mg Sı: 82 


A) 


Die Summationen über die Spinvariablen s, und s, liefern im ersten Term 
einen Faktor 1, im zweiten Term einen Faktor ö,, „,, so daß die Summa- 
tionen über die Spinzustände m, und m, bei voller Besetzung jeweils einen 
Faktor 4 bzw. 2 ergeben. Der erste der beiden Terme in (1) entspricht damit 
der bereits in Abschnitt 532 berücksichtigten elektrostatischen Wechsel- 
wirkung, nur daßhier die quantenmechanischeTeilchendichte 22; pt) 


an die Stelle der klassischen Teilchendichte o (rt) tritt. Der zweite Term in 
(1) wird als Austauschenergie bezeichnet und soll nunmehr für den Fall 
großer Teilchenzahlen behandelt werden. Er läßt sich in der Form 


f dudrz 


ra 
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mit der sogenannten gemischten Dichte 


e(1,2) 2 Pr (1)pn(2) nn) 


darstellen. Die Summation erfolgt über alle mit Teilchen besetzten Zu- 
stände, im allgemeinen also über jeden besetzten Ortszustand zweifach. 


Die gesamte elektrostatische Wechselwirkungsenergie kann somit durch 
2 2 

Ew=Ec+E,=% | [and Zwd,2 (4) 
12 


dargestellt werden, mit 


(1,2) ee —zlea,2]?] (5) 


als der Aufenthaltswahrscheinlichkeit zweier Teilchen an den Orten rt, 
und t,. Dabei ist o(l)=oe(l, 1) die gquantenmechanische Teilchendichte. 
Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, irgendein Teilchen am Ort, anzutreffen. 


Bewegen sich die betrachteten Teilchen im konstanten Potential, was 
im folgenden näherungsweise vorausgesetzt werden soll, so werden ihre 
Wellenfunktionen durch 

i 
—-Pn 
On = 0 e h r 


6 
v5 (6) 


dargestellt. Bei großer Teilchenzahl wird die Summation in (3) wie 
früher in (531.6) durch die Integration 


P°=N : (7) 


Z21=2 
n 


=. 
» 3h 


P 
20dp szÖ 
l= — 
I h? 
f) 
ersetzt. Unter diesen Voraussetzungen (6) und (7) wird die gemischte 
Dichte 
pP ; 
D f — Pt -% 2 
01, per (8) 
0 
Sie geht bei großer 'Teilchenzahl und entsprechend großem Maximalimpuls P 
in eine d-Funktion über. 


Da o(1,2) eine Funktion ist, die bei größeren Abständen als h/P ver- 
schwindet, ist die gegenseitige Aufenthaltswahrscheinlichkeit (5) bei 
großen Abständen der beiden Teilchen eine Konstante (siehe Abb. 533). 
Im Falle r, = r, dagegen geht o(1, 2) in die Teilchendichte 9 über und w 
sinkt auf den halben Wert. Dieses gegenseitige Ausweichen der Elektronen 
19* 
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ist eine direkte Folge des PatLiprinzips. Die Elektronen gleichen Spins 
weichen sich nicht nur in ihren Teilchenzuständen, sondern auch in ihren 
Orten gegenseitig aus. Die noch verbleibende halbe Wahrscheinlichkeit rührt 
daher, daß die Hälfte aller Elektronenbegegnungen mit entgegengesetztem 
Spin und daher statistisch unabhängig 
erfolgt. 


Die Berechnung der Austauschener- 
gie soll nun durch Auswertung von (2) 
und (8) erfolgen. Zunächst werden die 
Koordinaten 


h/P In wg 


Abb. 533. Aufenthaltswahrscheinlich- 
keit zweier Teilchen in Abhängig- eingeführt, und E, wird 
keit vom gegenseitigen Abstand bei 


u=r uu=r (9) 


Berücksichtigung des PauLiprinzips. E,= —farnı (10) 
Teilchen mit gleichem Spin weichen 
sich aus mit der zugehörigen Energiedichte 
. e dv’ (2\2 ff ; I o-mr 
=) Ilapape® al) 


Aus Dimensionsgründen ist ersichtlich, daß diese Energiedichte nur durch 


(12) 


dargestellt werden kann, da h/P die einzige hierbei auftauchende Größe 
von der Dimension einer Länge ist; die dimensionslose Konstante € bzw. 
x.4 bleibt zu berechnen. 


Die Anwendung dieses Ergebnisses auf das THoMmas-FErnI-Modell 
besteht darin, daß man die Energiedichte (12), obwohl eigentlich bei kon- 
stantem Potential berechnet, zur Gesamtenergie (532.7) hinzufügt. Die dabei 
gemachte Näherungsvoraussetzung, wonach das Potential als stückweise 
konstant angesehen wurde, ist ja dort auch gemacht, bedeutet also keine 
Verschlechterung der Voraussetzungen. Mit diesem Zusatzterm läßt sich 
das Tmomas-Fermi-Modell grundsätzlich genauso wie vorher behandeln, 
lediglich ist ein o®-Term zur kinetischen Energiedichte hinzugetreten. Die 
zugehörige Differentialgleichung ist etwas komplizierter. Ihre Lösungen 
stellen eine gewisse Verbesserung der Theorie dar. 


Abschließend soll der in (12) noch offengebliebene Faktor U bzw. x4 
berechnet werden. Als erstes wird in (11) die Integration über ı’ durch- 
geführt. Mit dv’ = 2rr’?dr’d& und |p — v’|/h = k liefert sie 

2 4in 4n 


Ir dr’ ihre _ IT Hlpikr' _ g-ikr'\ 0-er' — _ ee, 
[2#r dr'd&e 5E far (e € )e Er Eh (13) 
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Dabei ist e”°” nur als Konvergenzfaktor eingeführt. (13) in (11) eingesetzt, 
ergibt 


„_4n&®/h #j " dpdp  Ane 1 2np?dpdö4np'dp’ 14 

Mr En J PP)? MM (2m? N P+p®?—2ppt 
Über die in (14) auftauchende neue Vairable £, die den Cosinus des Winkels 
zwischen p und p’ Da wird zuerst integriert, und es entsteht: 


P+P P D 
1 7 (15) 


iz Ir- rl 

Wegen der a des ee in p und p’ wird p’ von O bis p statt 
von O0 bis P integriert (siehe Abb. 522), wobei noch ein Faktor 2 hinzu- 
gefügt werden muß. Anschließend wird p’= ßp durch die Variable ß 
ersetzt, wobei 


P 1 
4ne? 1+ 
Na + [papp* [Bapın - ‚ 
0 0 


— 4ne (E) [61 (16) 


entsteht, mit der Konstanten 
1 


=; [a® lin = le 1)In E. 
() 


1 


ar 


(17) 


+ fa-mas| rt 1 fasa-rHı4A=1. 
a ö 


Der Vergleich von (16) und (17) mit (12) liefert schließlich 


4 3 \17/3\18 3 \183 
= ir(,,)5 (2) -(z) i (18) 


Eine entscheidende Rolle spielt die hier berechnete Austauschenergie 
bei der metallischen Bindung. Sie liefert, wie in Abschnitt 542 gezeigt wird, 
den Hauptbeitrag zur Bindung der einzelnen Atome an das Metallgitter. 


Übungsaufgabe 


53.1. Man berechne die Energie eines Fermıgases im Potentialkasten mit spiegelnden 
Wänden (Kantenlängen a,b, c). 


54 Chemische Bindung 


Zusammenfassung: Die chemische Bindung kann nur mit Hilfe der Quanten- 
mechanik erklärt werden. Je nachdem, in welchem Maße die äußersten Elektronen 
bei Annäherung der Atome im gemeinsamen Potential der übrigen Elektronen und 
der Kerne frei beweglich sind oder durch Tunneleffekt ihren Platz wechseln können, 
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ergeben sich die verschiedenen Bindungsarten (heteropolar, homöopolar, metallisch). 
In einem Metall befindet sich eine große Anzahl frei beweglicher Elektronen, die sich 
genähert wie ein Fermigas verhalten. Kinetische und Austauschenergie dieses Elek- 
tronengases hängen in entgegengesetzter Weise von der Elektronendichte ab, so daß 
sich für mittlere Atomabstände ein Minimum der Gesamtenergie ergibt. Berück- 
sichtigt man die periodische Gitterstruktur der Metalle, so entstehen Energiebänder, 
in denen sich die Elektronen aufhalten können. Liegt ein solches Band energetisch 
hoch genug, so können sich seine Elektronen nahezu frei durch den ganzen Kristall 
bewegen. 


Bei der Untersuchung der homöopolaren Bindung wird die Elektronenbewegung 
hei vorgegebenem Abstand der Atomkerne betrachtet. Die Energie des Gesamt- 
systems als Funktion des Kernabstands bildet die Potentialkurve der Molekül- 
bindung. Bei Annäherung der ungestörten Atome sind in erster Näherung aus den 
ungestörten Wellenfunktionen symmetrische und antisymmetrische Kombinationen 
zu bilden. Die Wechselwirkung der beiden Atome führt zu einer Aufspaltung des 
ursprünglichen Energieterms, wobei der symmetrische Ortszustand energetisch tiefer 
liegt und somit zur Bindung führt. Nach dem PAvriprinzip stellen sich dabei die 
Spins der Elektronen antiparallel. Die Berechnung des Wasserstoffmoleküls nach 
HEITLeR und Lonpon ergibt für Kernabstand und Bindungsenergie etwa die experi- 
mentellen Werte. 


541 Übersicht 


Es gehört zu den wichtigsten Leistungen der Quantenmechanik, die 
Probleme der chemischen Bindung sowohl grundsätzlich geklärt als auch 
die Berechnung der chemischen Bindungsenergien und anderer für Moleküle 


E 
Halogen (F) Edelgas (Ne) Alkali (Na) 
[0] -——— nu ln 
A 
L-Schale L-Schale 
(8) I 


Abb. 541.1. Mittleres Potential und obere Elektronenzustände der Atome F, Ne und 
Na. Die eingeklammerten Zahlen bedeuten die Besetzungszahlen der Schalen 


charakteristischer Größen wie Kernabstand und Dipolmoment, im Detail 
ermöglicht zu haben. Damit sind alle chemischen Probleme, prinzipiell 
jedenfalls, einer theoretisch-physikalischen Behandlung zugänglich ge- 
worden. Zum allgemeinen Verständnis der chemischen Bindung soll in diesem 
Abschnitt zunächst ein grob schematischer Überblick gegeben werden. 


In Abb. 541.1 sind die Elektronenzustände im Innern einiger Atome 
dargestellt. Die äußere Grenzkurve deutet jeweils das mittlere Potential an, 
in dem sich die Teilchen bewegen. Im Innern sind die Energieterme der 
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Elektronen eingezeichnet. Entsprechend der Schalenbildung liegen diese 
Energieterme gruppenweise beieinander. Nach oben werden sie bei Edel- 
gasen durch vollbesetzte Schalen abgeschlossen, bei Halogenen fehlt ein 
Elektron in der obersten Schale, während bei Alkalien ein einzelnes Elektron 
oberhalb einer abgeschlossenen Schale eine neue Schale beginnt. Im 
folgenden soll diskutiert werden, was sich aus diesen Termschemata für 
die Anziehungskräfte zwischen mehreren Atomen ergibt. 


Die beim Edelgas entstehende Situation zeigt Abb. 541.2. Die mittleren 
Potentiale der beiden Atome superponieren sich zu dem gestrichelt ein- 
gezeichneten, tieferliegerden Gesamtpotential. Die Elektronen beider 


2. h 


Abb. 541.2. Potential benachbarter Edel- 
gasatome. Das Gesamtpotential (- - -) liegt 
tiefer als die mittleren Potentiale der ein- 
zelnen Atome (—). Die fest gebundenen 
Elektronen können den Potentialberg 
nicht durchdringen, sie bleiben getrennt 


Abb. 541.3. Schema der heteropolaren 
Bindung. Bei Annäherung eines Halogen- 
atoms an ein Alkaliatom wird das durch 
die Potentialsenkung im gemeinsamen 
Potential frei bewegliche Valenzelektron 
des Alkaliatoms im Halogen lokalisiert 


Atome, die beim Edelgas auch in der obersten Schale relativ fest gebunden, 
also tief eingelagert sind, bleiben gegenseitig potentiaimäßig getrennt. Der 
zwischen ihnen liegende Potentialberg ist zu groß, um eine wesentliche 
Termverschiebung durch Elektronenaustausch zu ermöglichen; die An- 
näherung der Atome aneinander liefert keinen Energiegewinn. Es findet 
daher keine chemische Bindung statt, die Edelgase sind durchweg ein- 
atomig. Eine engere Annäherung als in Abb. 541.2 verbieten die gegen- 
seitigen Abstoßungskräfte der Kerne. 


Bei Annäherung von Halogen- und Alkaliatom wird (siehe Abb. 541.3) 
eine Potentialsenkung hervorgerufen, die ausreicht, um das einzelne 
Elektron des Alkaliatoms im gemeinsamen Potential beider Atome frei 
beweglich zu machen. Das Elektron bleibt jedoch nicht auf dieser höheren 
Energiestufe, weil das Halogen eine nicht abgeschlossene obere Schale 
enthält; es wird somit ins Halogen eingebaut. Beide Atome, nämlich 
das Halogen mit einem Überschußelektron und das Alkali ohne Leucht- 
elektron, sind nunmehr Ionen mit abgeschlossenen Schalen und daher 
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besonders stabil. Sie sind aber jetzt nicht mehr elektrisch neutral, sondern 
entgegengesetzt geladen. Eine Bindung der beiden so gebildeten Ionen 
wird durch ihre elektrostatische Anziehung hervorgerufen. Dies ist der 
Prototyp der heteropolaren Bindung, die in der Natur allerdings zumeist 
nicht rein, sondern mit homöopolarer Bindung gemischt auftritt. 


Aber auch bei völlig gleichen Atomen, bei denen die geschilderte hetero- 
polare Bindung als Ursache nicht in Frage kommt, wird chemische Bindung 
beobachtet. Das einfachste Beispiel dafür ist das aus zwei Wasserstoff- 
atomen gebildete Molekül. Das Schema 
einer solchen Situation zeigt Abb. 541.4. 
Beide Atome besitzen neben abgeschlos- 
senen Schalen je ein Elektron in einer 
neuen Schale. 


Bei Annäherung von zwei solchen 
Atomen reicht das mittlere Potential 
noch nicht aus, um eine freie Bewegung 
Abb. 541.4. Schema der homöopo. der Elektronen zu gestatten. Dagegen 
laren Bindung. Jedes Atom besitzt macht sich die Austauschmöglichkeit 
neben abgeschlossenen Schalen je durch den Potentialtunnel im Gegensatz 
ein Fleletraı In, mer anen Sehale, on den Edelgasen hier entscheidend be- 
Bei Annäherung werden die Valenz- ; R : 
elektronen durch die Potentialsen. nerkbar, weil der Tunnel sehr viel nied- 
kung zwar nicht frei beweglich, riger ist. Aus den beiden ursprünglich 
können aber durch Tunneleffekt gleichgroßen Energietermen der Elek- 

ihre Plätze wechseln tronen entstehen durch die Austausch- 

bewegung neue Energieterme des Ge- 

samtsystems. Die Terme spalten in zwei verschieden hohe Niveaus auf, 

die der symmetrischen und antisymmetrischen Kombination der Teilchen- 

funktionen des Orts zugeordnet werden müssen. Der symmetrische Term 

liegt hier deswegen energetisch niedriger, weil die zugehörige Austausch- 
energie negativ, im antisymmetrischen Falle aber positiv ist. 


Mit dieser Aufspaltung allein wäre noch kein Energiegewinn verbunden. 
Ist aber jeder der beiden ursprünglichen Terme nur mit je einem Elektron 
besetzt gewesen, so können nunmehr beide Elektronen in dem tiefergelege- 
nen symmetrischen Term eingelagert werden. Voraussetzung ist dabei, daß 
ihre Spins in dem neuen, gemeinsamen Zustand antisymmetrisch, also 
gegeneinander abgesättigt, sind. Es findet daher bei der gegenseitigen An- 
näherung solcher Atome ein Energiegewinn durch Übergang von den 
einzelnen Elektronenzuständen zu symmetrischen Gesamtzuständen des 
Orts statt, bei denen die Spins abgesättigt werden. Dies ist die homöopolare 
Bindung. Ein drittes hinzukommendes Atom kann in diesen symmetrischen 
Zustand wegen des PAULiprinzips nicht mehr eingelagert werden und wird 
infolgedessen abgestoßen. 
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Liegen dagegen die Elektronenterme so hoch, daß bei Annäherung der 
Atome das Gesamtpotential unter die Niveaus der obersten Elektronen 
zu liegen kommt, so sind die Elektronen durch beide Atome hindurch frei 
beweglich. Der ursprüngliche Elektronenzustand ist zerstört. Daß diese 
nunmehr frei beweglichen Elektronen energetisch günstiger gelagert sind, 
wird in Abschnitt 542 gezeigt. Der Energiegewinn entsteht vornehmlich 
durch Austauschenergie. Bei Annäherung weiterer Atome werden auch 
deren oberste Elektronen frei beweglich. Es findet also keine Absättigung 
statt. Beliebig viele Atome können sich 
in einem Kristall zusammenschließen. 
Kristalle können aber auch auf andere 
Weise als durch diese metallische Bin- 
dung entstehen; nach den jeweils vor- 
herrschenden Bestandteilen bezeichnet 
man sie als Ionenkristalle oder Molekül- 
kristalle. Die makroskopischen Eigen- 
schaften sind dann mitunter von 
denen metallischer Kristalle verschieden Abb.541.5. Schema der metallischen 
(schlechtere oder fehlende elektrische Bindung. Die Valenzelektronen sind 


Enns i F i i Potential frei 
en wegen Fehlens freier Elek- .- a 
ronen). 


Natürlich kann ein so stark wie in diesen Ausführungen vereinfachtes 
Bild die feineren Vorgänge bei der chemischen Bindung nicht voll erfassen. 
Gerade die nachfolgenden Ausführungen der nächsten Abschnitte, die die 
Fragen der chemischen Bindung von der quantitativen Seite angreifen, 
zeigen, wie z. B. in (545.3), die Unvollkommenheit des hier wegen seiner 
Anschaulichkeit verwendeten Einteilchenbildes bei der Erklärung der 
chemischen Bindung. 


542 Metallische Bindung 


Die metallische Bindung der Atome eines Kristalls soll energetisch 
abgeschätzt werden. Im vorhergehenden Abschnitt zeigte die Diskussion, 
daß bei einer Annäherung metallischer Atome die Elektronen des obersten 
Zustands frei beweglich werden. Sie bilden für die Gesamtheit des Kristalls 
ein Elektronengas mit etwa den Eigenschaften, die das in Kapitel 53 unter- 
suchte Frrmigas besitzt. 


Die Energie dieses Gases 
E= Eyn+ Eou+ Eı ) 


besteht aus der kinetischen Energie, der elektrostatischen Wechselwirkungs- 
energie und der Austauschenergie. Die elektrostatische Wechselwirkungs- 
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energie entfällt, weil das Metall als Ganzes elektrisch neutral ist und sich 
deswegen die elektrostatischen Wechselwirkungen der Metallelektronen 
untereinander gegen die Wechselwirkung mit den positiv geladenen Metall- 
ionen und deren Wechselwirkung untereinander kompensieren. Die positive 
Ladung der Metallionen wird dabei als gleichmäßig verschmiert angesehen. 
Die kinetische Energie wird durch die Gültigkeit des PAuLiprinzips be- 
stimmt und ist in (532.5) dargestellt. Die Austauschenergie wird aus 
(533.11, 12 und 18) übernommen, so daß die Gesamtenergie durch 


Re 3 SEEN: 
B= [ara gr —e Zr] 


21 1/3 
x, = (37°) . u=(-) 


(2) 


dargestellt werden kann. Die Elektronendichte wird wegen der Ver- 
nachlässigung örtlicher Schwankungen von Atom zu Atom als konstant 
angesehen, so daß die Integration in (2) sofort durchgeführt werden kann: 


B=N|z- Ze]. (3) 
Dabei ist o = N/Ü mit N als Elektronenzahl und = f dt als betrachtetem 
Metallvolumen. Bei zunehmender Annäherung der Teilchen wächst o, 
und es muß dementsprechend die kinetische Energie erhöht werden, 
während gleichzeitig ein Gewinn an Austauschenergie entsteht. 


Über die Formel 


„N _ 
“u m (4) 


wird die Dichte o in (3) durch den Para- 
meter r, ersetzt. Beschreibt man das dem 
einzelnen Elektron zur Verfügung ste- 
hende Volumen Ü/N durch eine Kugel, 
so ist r, der Radius dieser Kugel. Die 
Energie wird zu einer Funktion von r, 
vom Typ 

E= Ar :— Br! (5) 


Abb. 542. Elektronengas im Metall. und ist in Abb. 542 wiedergegeben. Es 

Energie pro Elektron in Abhängig- ergibt sich, wie diese Abbildung zeigt, 

keit vom mittleren Abstand r, zweier bei Annäherung der Atome wirklich ein 

Bicktranen: ‚Die glaklo. Kurve kill Energiegewinn, der bei sehr kleinen Ab- 
die Summe von kinetischer und .. $ R Ri 

potentieller Energie dar: ständen jedoch wieder verschwindet, 

B = Exam + Eyor weil hier das Anwachsen der kinetischen 
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Energie wegen der größer werdenden FrrmIkugel überwiegt. Das Energie- 
minimum wird durch 
oE_ 
90 


RO 2 -ıw alt, _-2s] _ 
N|; ee re |=0 (6) 


[8] 
S 
S 
= 


berechnet und führt auf den Radius 

u 1 [3 NA pp MR 4 (Im \va 

= (An w=() 5 x, me Ai 
(3) 


Y 


der ein Maß für den mittleren Elektronenabstand und damit auch ein 

ungefähres Maß für die Atomabstände liefert, falls jedes Atom etwa ein 

Elektron beiträgt. Die mittlere Bindungsenergie E/N ist bei diesem Radius 
53 2 2 

E__B € = 15 € —1,3eV. (8) 


wur m ICH ET 


Diese Energieabschätzung zeigt, daß bei nicht zu starker Annäherung der 
Atome der Gewinn an Austauschenergie größer ist als die dabei auf- 
zubringende kinetische Energie, wodurch die metallische Bindung bewirkt 
wird. Diese Überlegungen sind aber nur qualitativ gültig, weil eine Reihe 
weiterer Einflüsse dabei unberücksichtigt geblieben ist. Hierzu gehört die 
ursprüngliche Lage des obersten Elektrons im einzelnen Atom, die ins- 
besondere zu individuellen Unterschieden bei verschiedenen Metallen führt. 
Ferner macht sich die gegenseitige Wechselwirkung der übrigen Elektronen 
abstoßend wie bei Edelgasen bemerkbar. Schließlich ist bei einer genauen 
Untersuchung des FERMIgases zu berücksichtigen, daß auch das mittlere 
Potential, in dem sich die Teilchen bewegen, nicht konstant, sondern 
periodisch ist und im Wechsel der Atome und Zwischenräume ent- 
sprechend schwankt. Diese Besonderheiten der einzelnen Metalle sind es, 
die zu unterschiedlichen Eigenschaften, unter anderem auch zu den ver- 
schiedenen Gitterstrukturen, führen. 


543 Bändertheorie der Metalle 


Bei den bisherigen Überlegungen zur metallischen Bindung wurden die 
Elektronen der äußersten Schale als frei beweglich im konstanten Potential 
angenommen. Eine genauere Rechnung muß berücksichtigen, daß das 
mittlere Potential, dem sich das einzelne Elektron im Metall gegenübersieht, 
nicht konstant, sondern periodisch im Rhythmus der Gitterstruktur des 
Metalls verläuft. Für den kubischen Kristall mit dem Gitterabstand a 
muß das Potential also die Periodizitätseigenschaft 


Ve+an)=V() nnd, + Nnge,+Nn3e, ) 
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mit 2,, 15, n, als ganzen Zahlen besitzen. Für den eindimensionalen Fall 
ist ein solches Potential in Abb. 543.1 wiedergegeben. Es erhebt sich damit 
zunächst die Frage, wie die Eigenfunktionen und Eigenwerte eines Elektrons 
im periodischen Potential aussehen. 


In einem einzelnen Potentialtopf existieren als stationäre Eigenlösungen 
einzelne diskrete Energiewerte. In einem System, das zwei benachbarte 
Potentialtöpfe gleicher Form enthält, spalten infolge der gegenseitigen 
Beeinflussung die ungestörten Niveaus in zwei Linien auf, denen eine 
symmetrische und eine antisymmetrische Wellenfunktion zugeordnet 
werden kann, wie in Abschnitt 544 noch gezeigt wird. Bei N benach- 
barten Potentialtöpfen gleicher Form erhält man entsprechend N-fache 


Grundband 
rum 


Abb. 543.1. Periodisches Gitterpotential mit erlaubten Energiebändern. Im (nicht 
voll besetzten) Leitfähigkeitsband sind die Elektronen frei beweglich 


Aufspaltung, die in der Grenze N— © in ein Kontinuum übergeht. Zu 
jedem Energieterm des einzelnen Potentialtopfes gehört somit im periodi- 
schen Potential ein Band von N bzw. unendlich vielen eng benachbarten 
Energietermen, die gemeinsam ein „Elektronenband“ bilden. 


Typisch für die Struktur der meisten Metalle ist neben ihrer Kristall- 
struktur, der Anordnung ihrer Atome also, die Lage der einzelnen Elek- 
tronenbänder. Für die Elektronen in den untersten Bändern überlappen 
sich die Potentiale von zwei benachbarten Atomen nur wenig. Die Term- 
aufspaltung ist entsprechend ebenfalls zunächst nur sehr klein und dem- 
entsprechend die Breite des einzelnen Bandes. In den angeregten 
Zuständen werden die Bänder, wie Abb. 543.1 zeigt, immer breiter und 
gehen allmählich in ein Kontinuum über. Im Vergleich zu dieser Bänder- 
theorie der Metallelektronen wurde die metallische Bindung in Abschnitt 542 
näherungsweise so behandelt, als entstünde in den unteren Zuständen 
überhaupt keine Aufspaltung und das alleroberste Band wäre so beschaffen, 
daß sich die Periodizität des Potentials praktisch nicht mehr bemerkbar 
macht. Während diese gröbere Näherung nur Pauschalaussagen über die 
Metalle zuläßt, erlaubt die Bändertheorie die Erklärung vieler metallischer 
Eigenschaften und Besonderheiten. 


[543] 54 Chemische Bindung 289 


Die Herausbildung einer Bänderstruktur soll hier lediglich an einem 
eindimensionalen Modell untersucht werden. Zu diesem Zweck wird eine 
eindimensionale Bewegung in einem periodischen Potential 


h2 +%0 


Vo)=z- Be) Pa)=B 3 ölw—na) 2) 


Nn=-@ 


untersucht, dessen Verlauf durch Abb. 543.2 wiedergegeben wird. Es besitzt 
überall den Wert Null außer an den Stellen x= 0, +a, +2a, ... und hat 
an diesen Stellen eine positive Singularität. Die ScHRröptnGergleichung 
dieses Problems lautet bei entsprechender Umformung 
2 2 9 2mE H 

Pla) + (KR — PlR))y(a)=0 k= u (3) 
mit % als der Wellenzahl des je- 
weiligen Zustands. 


Vin 

Weildas Potential die Periode a 
besitzt, läßt eine Transformation 
x—x-+.a die SCHRÖDINGER- 
gleichung invariant, eine Eigen- 
schaft, die auch für die Aufent- -2a -a 0 a da 3a 
haltswahrscheinlichkeiten ihrer Abb. 543.2. Periodisches ö-Potential 
Lösungen erhalten bleiben muß, 
weswegen ihre Lösungen an den Orten g(x+.a) und p(x) sich nur um 
einen im übrigen beliebigen Phasenfaktor unterscheiden dürfen 


ylata)=eiple) 2) 


x 


mit beliebigen Werten «. 


Außerhalb der Singularitäten kann bei Berücksichtigung von (4) für 
die Lösungen der Schröpvingergleichung der Ansatz 
Aeik® + Be-ikz für 0< 


ST 
eiw[ Acta) 4 Berik@- =] für a< 


ni f 
(a) = R (5) 
x <2qa 
gemacht werden. Die Stetigkeitsbedingung für p an der Stelle @ verlangt 
bei gegebenen Werten k und « 


Aec'k@ 4 Beika= e"(A+B) (6) 


als Bedingungsgleichung zwischen den Koeffizienten A und B. Da das 
Potential an der Stelle x—= a unendlich wird, ist die Wellenfunktion g an 
dieser Stelle nicht mehr differenzierbar, sie besitzt vielmehr einen Knick. 
Integriert man nämlich die SchRöDINGERgleichung (3) mit dem Potential (2) 
an einer solchen Stelle über eine infinitesimale Umgebung, so erhält man 


Y(a +0) — pP (a—0)= [dxß(a)p(z)= BoP(a), (7) 
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was für die Lösung (5) zu der zweiten Bedingungsgleichung 
es;jk(A— B)— ik(Ae!t® — Be'k°) — B.e"(A+B)=0 (8) 
für A und B führt. 


Die Gleichungen (6) und (8) bilden ein homogenes System für die Koeffi- 
zienten A und B, das nur dann Lösungen besitzt, wenn die Koeffizienten- 
determinante dieses Gleichungssystems verschwindet, was nach einfacher 
Rechnung zu der Bestimmungsgleichung 


coska-+ R sinka— cosa (9) 


N 


DD G 


führt. Diese Gleichung kann auch mit 
beliebigen «-Werten nicht für alle k be- 
friedigt werden. Da cos « zwischen +1 
variiert, sind nur solche k-Werte mit ihren 
zugehörigen Energien E gemäß (3) Lösun- 
gen, die der Bedingung 
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LIE ZZUNE x coska + „, sinka | <l (10) 
-2a -a 0 a 2a 3a ) 
Abb. 543.3. Erlaubte Energiebän- genügen. Das Gleichheitszeichen liefert die 
der im periodischen ö-Potentil Bandgrenzen. Es gilt im Falle ka= nz 
für den Fall Pf, = 2/a mitn=1,2,3...(k>0). Mitka=naz-+e 
und &e>0 wird die Bedingung (10) nicht 
mehr erfüllt. Folglich liefert die Gleichung ka= nn die oberen Band- 
grenzen. Die unteren Bandgrenzen lassen sich nicht so einfach angeben. 
Da der zweite Term in (10) mit 1/k verschwindet, werden die Bänder mit 
wachsenden %k-Werten immer breiter. In Abb. 543.3 sind die ersten Bänder 
angegeben. 


Ganz analoge Verhältnisse erhält man, wenn man statt der ö-Potentiale 
ein beliebiges periodisches Potential ansetzt. Die ö-Funktionen dienen hier 
lediglich zur Vereinfachung der Rechnung. Wie die Ergebnisse der Abb. 543.3 
zeigen, liefert das Modellproblem qualitativ gerade die für die Metall- 
elektronen so charakteristische Bänderstruktur. 


544 Das Wasserstoffmolekülion 


Das Molekülion H, ‚ bestehend aus zwei Wasserstoffkernen und einem 
Elektron, ist der einfachste Fall einer chemischen Bindung. Dabei wird der 
Kernabstand R als konstant vorausgesetzt. Dann wird die Bewegung des 
Elektrons im so vorgegebenen Potential berechnet. Die Energie des Grund- 
zustands ist eine Funktion des Kernabstands R. Der sich in Wirklichkeit ein- 
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stellende Abstand R, liegt dort, wo die Energie E(R) ihr Minimum aufweist. 
Die Berechtigung zu diesem Verfahren, bei der Behandlung des Elektronen- 
problems den Kernabstand als Parameter statt als Variable zu behandeln, 
liegt darin, daß die Kernbewegung sehr viel langsamer als die Elektronen- 
bewegung stattfindet. Im entsprechenden klassischen Problem bedeutet das: 
bei der Berechnung der Elektronenbahn kann bei allen zeitlichen Änderun- 
gen dR/dt = 0 gesetzt werden. 


ger 
L R Ps 
—— b 
= = a 
Sn Pag ‘ Pas . 
as“ . 7 
> . 2 . 
-——- —u- 


Abb. 544.1. Potential, Wellenfunktionen und Energieniveaus beim eindimensionalen 
Modell des H*-Ions für verschiedene Abstände der Anziehungszentren 


Die Berechnung des Elektronenzustands beim H,-Ion ist mathematisch 
recht umständlich, weil die vorhandenen zwei Zentren des Potentials eine 
Separation der Wellengleichung in elliptischen Koordinaten erforderlich 
machen. Es soll an dieser Stelle auf jene Rechnung verzichtet und das 
Problem qualitativ am eindimensionalen Modell diskutiert werden. Vor- 
gegeben ist ein Gesamtpotential, das sich aus den Einzelpotentialen V, 
und Y, im Abstand R zusammensetzt (Abb. 544.1). Die zugehörigen 
niedrigsten und daher knotenfreien Wellenfunktionen sind unterhalb des 
Potentials eingetragen. Hier bedeuten 9, und 9, die Lösungen der ScHrö- 
DINGERgleichung unter der Voraussetzung, daß nur V, oder V, vor- 
handen wäre. 


Die Lösungen des Gesamtproblems müssen die Symmetrieeigenschaiten 
des Potentials übernehmen. In der Form der Abb. 544.1 ist das aus V, 
und V, zusammengesetzte Potential symmetrisch. Die Lösungen der 
Wellengleichung für das Gesamtpotential müssen daher ebenfalls sym- 
metrisch oder antisymmetrisch sein. Bei hinreichend großem Abstand 
der beiden Potentialmulden lassen sich diese Lösungen aus den Einzel- 
lösungen zusammensetzen. Es gilt (ohne Berücksichtigung der Normierung) 


% =Pat P- (1) 
as 
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Bei großen Abständen R sind alle 4 in (1) auftretenden Wellenfunktionen 
Lösungen, deren zugehörige Energien = E,=E,=E,s gleich groß sind. 
Bei kleiner werdenden Abständen überlappen sich die Einzellösungen @, 
und o, gegenseitig, und es sind nur noch 9, und ,; als Lösungen anzusehen. 
Für die Energien gilt E,< E,,; denn 9, stellt als Lösung ohne Knoten den 
Grundzustand dar und 9,, als Lösung mit einem Knoten den ersten an- 
geregten Zustand. Bildet man den Mittelwert E hinsichtlich der Wellen- 
E(R) funktionen 9, und 9, so be- 

- kommt man aus Symmetriegrün- 

den gleiche Energiewerte E,—=E,. 
Außerdem muß E,<E, sein, 
weil p, keine Lösung der SCHRÖ- 
DINGERgleichung mehr ist und 
dem Rırzschen Variationsprinzip 
entsprechend eine höhere Energie 
als der Grundzustand op, haben 
muß. Schließlich kann man sich 


noch überzeugen, daß E,,> HE, 
Abb. 544.2. Potentialkurven des H,-Ions. sein muß, weil mit kleiner werden- 
Elektronenenergie in Abhängigkeit vom 


Kernabstand R. Der antisymmetrische Zu- dem K, also bei se a 
stand zeigt nur Abstoßung, im symmetri- sammenrücken der Potentialmul- 


schen Zustand ist chemische Bindung möglich den @,,, infolge der Nullstelle im 
mittleren Teil immer steiler wird 

und somit einen größeren Anteil kinetischer Energie besitzt, während 9, 

unverändert bleibt. Zusammenfassend läßt sich sagen, daß stets 


E,<E,=E,<#os (2) 


gilt. Es findet also bei Annäherung der beiden Potentialmulden eine Auf- 
spaltung der ursprünglichen Energieterme statt, wie in Abb. 544.1 dar- 
gestellt ist. Der symmetrische Energieterm liegt dabei stets tiefer als der 
antisymmetrische Term. 


Zurückkehrend zum H,-Ion, bei dem prinzipiell die gleiche Situation 
wie in Abb. 544.1 vorliegt, ergibt sich, falls sich das Elektron im sym- 
metrischen Zustand E, befindet, ein Energiegewinn bei Annäherung, dem 
allerdings ein Energieverlust infolge der Kernabstoßung gegenübersteht. 
Beide Einflüsse zusammen ergeben die in Abb. 544.2 dargestellte Kurve 
der Energie mit dem Kernabstand R als Parameter. Sie genügt der 


Gleichung & 
E(R=Ey+4E: + (8) 

as R 
mit e?/R als der Abstoßungsenergie der Kerne und Ey = —e?/2a, als der 


Bindungsenergie eines Wasserstoflatoms. 
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Da der Kernabstand variabel ist, stellt das betrachtete System hinsicht- 
lich der Kernbewegungen einen anharmonischen Oszillator dar, wie aus 
Abb. 544.2 hervorgeht, so daß Schwingungen um den mittleren, energetisch 
günstigsten Kernabstand R, stattfinden. Die verschiedenen Schwingungs- 
zustände zu berechnen, stellt daher ein zweites quantenmechanisches Problem 
dar, bei dem nunmehr E(R) als Potential und R als Variable behandelt 
wird. E(R) wird daher auch als Potentialfunktion des Moleküls bezeichnet. 
Das Potential ist für die unteren Schwingungszustände oszillatorähnlich. 


545 Das zweiatomige Molekül 


Das Problem der chemischen Bindung zweier 
Wasserstoffatome soll nunmehr allgemein behandelt 
werden. Der Abb. 545 entsprechend werden zwei 
Kerne a und b betrachtet, an die zwei Elektronen 1 
und 2 gebunden sind. Im Gegensatz zu vorher 
macht sich hier noch die zusätzlich zwischen 1 u RE 
und 2 auftretende elektrostatische Abstoßung be- ;\.n: >. Koordinaten- 

ö ezeichnung bei einem 
merkbar. Der gesamte HAmILToNoperator dieses zweiatomigen Molekül 
aus vier Teilchen bestehenden Systems 


(1) 


enthält die kinetischen Energien der Kerne a und b sowie ihre gegenseitige 
Wechselwirkung, die kinetischen Energien der Elektronen 1 und 2, ihre 
elektrostatische Abstoßung und schließlich die Wechselwirkung zwischen 
den Elektronen einerseits und den Kernen andererseits. 


Das Problem wird zunächst mit dem HAamItronoperator H allein für ge- 
gebene Kernabstände R gelöst. Die so berechnete Bindungsenergie (®, H@&) 
bildet mit der Kernabstoßung e?/R zusammen das Wechselwirkungs- 
potential Z(R) für die Kernbewegung. Die kinetischen Energien der Kerne 
werden durch Einführung von Schwerpunkt- und Differenzkoordinaten 
der Kerne (die Elektronenmassen können hierbei vernachlässigt werden) in 


Sn " 2 er 
Hieme= gap + 3, + ER) E(R= 2 Ta (2) 


überführt mit dem Schwerpunktimpuls %, der Gesamtmasse M, dem 
Differenzimpuls p und der reduzierten Masse u der beiden Kerne. Der 
erste Anteil von (2) enthält die unwesentliche Translationsbewegung des 


20 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Gesamtmoleküls, der zweite und dritte zusammen die Rotationen und 
Vibrationen des Moleküls. Der dritte Term wirkt hierbei, wie bereits er- 
wähnt, als Potential und enthält in 7 die von (1) her berechnete Elek- 
tronenbindungsenergie. H ist der Mittelwert des H-Operators aus (1) über 
die Elektronenzustände. 


Bei der näherungsweisen Berechnung. wird vorausgesetzt, daß das 
Problem für die getrennten Atome gelöst sei. 9, und 9, sind die Wellen- 
funktionen eines am Kern a allein bzw. am Kern b allein gebundenen 
Elektrons. Für die Wellenfunktion wird daher der Näherungsansatz 


B12)=49. Hd) + 2BADAaM)+ CRY) + DRM) (3) 


gemacht. Der erste mit dem Koeffizienten A versehene Term entspricht 
einer Bindung des Elektrons 1 an Kern a und des Elektrons 2 an Kern b. 
Der Term B entspricht dem umgekehrten Falle, nämlich der Bindung von 1 
und 2 an die Kerne b und a. Demgegenüber entsprechen die Terme C 
und D einer Situation, bei der sich beide Elektronen bei a oder beide Elek- 
tronen bei b befinden. Im Falle homöopolarer Bindung sind die Koeffizienten 
A und B groß, C und D dagegen klein. Im Falle heteropolarer Bindung 
sind A und B klein, € oder D dagegen groß, je nachdem, ob sich in 
diesem Falle die Elektronen am Kern a oder am Kern b befinden. Die 
durch den Ansatz (3) gegebene Näherung ist nur bei großen Abständen der 
Kerne voneinander gut, bei kleineren Kernabständen dagegen schlecht, 
weil die einzelnen Wellenfunktionen @, und 9, nur realisiert sind, solange 
sich die Kerne nicht gegenseitig stören. 


HEITLER und LoxDox führten eine Berechnung des Wasserstoffmoleküls 
unter der Voraussetzung CO = _D= 0 durch. Das bedeutet einerseits die 
berechtigte Vernachlässigung von Ionenbindung, die sich in der Ver- 
schiedenheit von C und D bemerkbar machen würde, andererseits aber auch 
eine pauschale Berücksichtigung der Korrelation, da die Elektronen wegen 
ihrer elektrostatischen Abstoßung die Tendenz besitzen, einander aus- 
zuweichen, sich also nicht am gleichen Kern aufzuhalten. Man beachte, 
daß der verbleibende Teil der Wellenfunktion (3) nicht mehr einer un- 
abhängigen Teilchenbewegung entspricht, die zugehörige Wahrscheinlich- 
keitsverteilung sich also auch nicht mehr als Produkt zweier unabhängiger 
Einzelverteilungen darstellen läßt. Für @, und 9, werden die Wasserstoff- 
Eigenfunktionen eingesetzt. 


Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen muß zwischen ‚den 


Koeffizienten A und B der Zusammenhang 


B=BA RE s- : 4) 
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bestehen. Im Falleß = +1 ist Din (3) symmetrisch in den Ortskoordinaten. 
Wegen des PArLiprinzips muß die Gesamtwellenfunktion daher anti- 
symmetrisch in den Spinkoordinaten und somit Eigenfunktion zuS=0 
sein. Im Falle ß = —1 gilt das Umgekehrte mit S = 1. Ein Energieminimum 
wird man dann erreichen, wenn beide Teilchen sich im energetisch günstig- 
sten Ortszustand befinden, was nur bei antiparallelen Spins und symmetri- 
schen Ortskoordinaten möglich ist; in diesem Fall kann daher 


Eu<Bn| (5) 


erwartet werden. Der umgekehrte Fall, daß nämlich 
Ey, >Er (6) 


gilt und die energetisch günstigste Wellenfunktion antisymmetrisch in den 
Ortskoordinaten ist, tritt nur unter ganz besonderen Umständen ein. So 
liefert zum Beispiel die Begünstigung der Parallelstellung benachbarter 
Spins in bestimmten Kristallen den Ferromagnetismus. Bei allen nicht 
ferromagnetischen Substanzen, auch hier beim Wasserstoff, gilt da- 
gegen (5). Die Spins sättigen sich gegenseitig ab. Die Besonderheit beim 
Ferromagnetismus wird bei genauer Betrachtung der Eigenfunktionen und 
ihres räumlichen Verlaufs verständlich. Sie tritt nur bei Atomen mit 
ungefüllten 3d-Schalen auf und betrifft daher vornehmlich die Elemente 
mit Z= 26, 27, 28, also Eisen, Kobalt und Nickel. 


546 Das Wasserstoffmolekül nach HeıtLer und Lonpox 


Entsprechend den Voraussetzungen des letzten Abschnitts wird für die 
Elektronenwellenfunktion des Wasserstoffmoleküls nunmehr 


= a[p,.(1)9(2) + Pp.(2)m(1)] ß=+l (1) 


mit der reellen Normierungskonstanten « angesetzt. Mit = +1 werden 
beide Symmetriefälle behandelt. Die Wasserstoffeigenfunktionen g, und @, 
werden als normiert vorausgesetzt. Damit die Gesamtwellenfunktion 
normiert ist, muß 


(B,9)-1=- 2 fand | dr) + PFAD m]? (2) 
gelten, was mit der Abkürzung 
= |[anpil)al ” (3) 


zur Bestimmungsgleichung 

1=20(1+ß8) (4) 
für « führt. 
20* 
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Die in (545.2): mit E(R) bezeichnete Energie wird hier 


E(R)=5+(®, H®) 
= a: (and EDEN] A 
b [9] 
WE TE AR = € e&: & ) 
" | 2m "2m Te la 712 120 12. =E 72 


[9 2) + Pr M]- 


In diesem Ausdruck liefert der mit dem Faktor ß versehene Anteil der 
konjugiert komplexen Eigenfunktion denselben Beitrag wie der erste 
Anteil p*(1) p%(2). Man braucht bei der Auswertung dieses Anteils lediglich 
die Bezeichnung der Integrationsvariablen mit 1 und 2 zu vertauschen. 
Das läßt die mittlere Klammer von (5) unverändert und führt wegen 
8? = lin der letzten Klammer zu einem Faktor f, der den entsprechenden 
Faktor innerhalb der ersten Klammer kompensiert. 


Die Auswertung von (5) liefert daher für die Energie 
E(R)=20®[(2Ey-+ Ec) + B(2Eus° + Ey) (6) 
mit den Abkürzungen 


Eu = | [dran VAM)U(LYMUP (2) 


E, = [[Auaza VDAEITALYAM N) (7) 
€? e? e? e? 
irn TR 112 7j» Tag 


Man braucht bei der weiteren Auswertung von (5) nämlich lediglich darauf 
zu achten, daß p,(1) und 9,(2) die Wellengleichung des Wasserstoffatoms 
erfüllen und im übrigen normiert sind. Ey, = —e?/2a, ist die Bindungs- 
energie des Wasserstoffatoms. Mit « aus (4) ergibt sich somit 
Ee+PßE; 


ER) 2 Eu te 


(8) 
für die Potentialfunktion des Wasserstofimoleküls bei vernachlässigter 
Kernbewegung. 


In der Grenze großer Kernabstände gilt 
Ec=E,=0 für Rom E(&)=2En, (9) 


- 


und man erhält für (8) die Energie zweier Wasserstoflatome. Die in (7) 
auftretende Wechselwirkung U(1,2) enthält nämlich gerade die vier 
Wechselwirkungsterme des Schnittes in Abb. 545, die für R— 00 ver- 
schwinden. Das Austauschintegral Z , ist, wie eine genauere Rechnung zeigt, 
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negativ, so daß E(R) im Falle $=1 kleinere Werte als im Falle = —1 


annimmt. 


Der Verlauf von (8) ist in Abb. 546 wiedergegeben. Der antisymmetrische 
Eigenzustand (?= —1, Spins parallel) zeigt keinerlei Bindung, seine 
Energie nimnit bei Kernannäherung ständig zu. Der symmetrische Zustand 
(= 1, Spins antiparallel) dagegen zeigt ein deutliches Energieminimum 
für einen bestimmten Abstand R,. 


Die hier durchgeführte HEITLER- 
Lonponxsche Methode entspricht einer 
Störungsrechnung, in der die Energie 
in erster Näherung mit Wellenfunk- 
tionen nullter Näherung, nämlich mit 
ungestörten Wasserstoffeigenfunktio- 
nen berechnet wird. In Wirklichkeit 
aber ist die chemische Bindung keine 
kleine Störung, denn die durch chemi- 
sche Bindung hinzutretende Energie 
beträgt bereits etwa 20% der Elek- 
tronenbindungsenergie in den getrenn- 
ten Wasserstoffatomen. Aus diesem 
Grunde ist es nicht verwunderlich, daß 
die nach der HEITLER-Londoxschen 


Methode berechnete Bindungsenergie 
des Wasserstoffmoleküls um 30% zu 
gering ist. Die erste Näherung kann bei 
so großer Störung keine guten Ergeb- 
nisse liefern. Da nach Abschnitt 422 
und 423 ein Fehler in der Wellenfunk- 
tion von erster Ordnung nur einen 
Energiefehler von zweiter Ordnung ver- 
ursacht, muß die hier ermittelte Wel- 
lenfunktion noch sehr ungenau sein. 
Daß der Gleichgewichtsabstand R, 


Abb. 546. Wirkliche (—) und nach 
HEITLER und Loxvox berechnete (- - -) 
Potentialkurven des Wasserstoffmole- 
küls. Energie der Elektronen in Ab- 
hängigkeit vom Kernabstand R. Der 
symmetrische Ortszustand (Spins anti- 
parallel) zeigt Bindung. Dy5, ist die 
Bindungs- oder Dissoziationsenergie 
des H;-Moleküls, % »/2 die Nullpunkts- 
energie. Der antisymmetrische Orts- 
zustand (Spins parallel) zeigt nur 
Abstoßung 


relativ gut (Fehler <10%) mit dem experimentellen Wert übereinstimmt, 
muß als zufällig angesehen werden. Die Durchführung höherer Näherungen 
der Störungsrechnung ist sehr umständlich; dagegen bewährt sich das 
Rırzsche Variationsverfahren hier besser. 


So ergibt sich eine Verbesserung der Energieberechnung bei Berücksichti- 
gung der in (1) vernachlässigten „polaren Zustände“, bei denen sich beide 
Elektronen mit gewisser Wahrscheinlichkeit in der Nähe desselben Kerns 
aufhalten und damit eine zusätzliche gegenseitige polare Bindung bewirken. 
Durch verfeinerte Ansätze (mehrere Variationsparameter) und damit 
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Erhöhung des Rechenaufwandes konnte der Gleichgewichtsabstand R, 
und die zugehörige Energie E(R,) den empirischen Daten immer besser 
angepaßt werden, wie aus der Tabelle hervorgeht. 


Die aus dem Energieminimum E(R,) folgende chemische Bindungs- 
energie E(R,) — 2E„ der Wasserstoffatome entspricht in dieser Form noch 
nicht dem experimentell beobachteten Wert. Die Kerne vollführen nämlich 
auch im Grundzustand des Moleküls Schwingungen um den energetisch 
günstigsten Abstand AR,. In der Umgebung von R, kann die Potential- 
funktion E(R) durch ein Oszillatorpotential angenähert werden: 


BIR)» ER) + | FR 


Gm TER) HS OHR Ru). (11) 


ist die reduzierte Masse von (545.2). Die Oszillatorfrequenz & hängt also 
mit der Krümmung von E(R) zusammen. Der Grundzustand dieser Kern- 
vibration ist wie bei der Quantelung des Oszillators 


ho 
2 oe). (de) vn 


und liefert zur Energie noch einen Beitrag von 0,26 eV. Damit ergibt sich 
endgültig für den Betrag der Dissoziationsenergie des Wasserstoffmoleküls 


ho ß 
Dyy= 2Ey— ER): (13) 
In der folgenden Tabelle werden die nach HEITLER und LoNDoN bzw. die 
mit verfeinerten Ansätzen nach JAMES und CooLivce berechneten Werte 
von Gleichgewichtsradius und Dissoziationsenergie mit den gemessenen 
Werten verglichen: 


| RofL10-t0m] | DirlteV] 


Empirisch 0,75 4,478 
HEITLER und LONDON 0,8 | 2,9 
JAMES und COOLIDGE 0,74 | 4,454 


Übungsaufgaben 


54.1. Als eindimensionales Modell des H; -Moleküls diene das Potential zweier 
ö-Funktionen 


V@)=V,+V, V,--6(.+5) ee, 


2m 


wobei 2: und 1/x die Tiefe und, Breite des durch die ö-Funktion jeweils dar- 
gestellten Potentialtopfes bedeuten. Man löse die Scmrönrsezrgleichung und 
untersuche die Abhängigkeit der Energieniveaus von R. 
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54.2. In dem Potential der Aufgabe 54.1 mögen sich zwei Teilchen bewegen, zwischen 
denen eine Wechselwirkung von sehr kurzer Reichweite besteht. Man berechne 
die Energie der Teilchen in Abhängigkeit von R nach der Methode von HEITLER- 
Loxpox. : 


6  Streu- und Stoßprobleme 


Während in Teil 4 und 5 die gebundenen Zustände behandelt wurden, 
soll sich dieser Teil mit den verschiedenen Problemen befassen, die bei 
freien Zuständen auftreten. Die Haupteigenschaften solcher freien Zustände 
wurden in Kapitel 32 am eindimensionalen Beispiel bereits ausführlich 
diskutiert. Darauf aufbauend wird hier in Kapitel 61 in einigen Beispielen 
die Theorie angewendet. Da sich nur wenige Potentialformen exakt durch- 
rechnen lassen, ist für praktische Probleme das Zurückgreifen auf die in 
Kapitel 42 beschriebenen Näherungsverfahren von besonderer Bedeutung. 


Die ausführliche Darstellung des eindimensionalen Streuproblems 
erleichtert die Behandlung des physikalisch sehr viel wichtigeren drei- 
dimensionalen Streuproblems (Kapitel 63). Dabei sind nicht einzelne 
Koeffizienten für die durchgelassenen und reflektierten Amplituden zu 
berechnen, sondern an ihre Stelle treten die vom Ausfallswinkel abhängigen 
Streuamplituden f(d). Auch hier wird besonderes Gewicht auf die ver- 
schiedenen Näherungsmethoden zur Berechnung dieser Streuamplituden 
und der aus ihnen abgeleiteten Wirkungsquerschnitte gelegt. Ausführlich 
wird in Kapitel 64 die elastische Streuung durch Entwicklung nach Eigen- 
zuständen des Drehimpulses behandelt. In Kapitel 65 werden schließlich 
allgemeinere, nichtelastische Stoßprozesse betrachtet, bei denen sich die 
innere Struktur der Teilchen ändern kann. 
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Zusammenfassung: Aus den stationären, nicht normierbaren Lösungen der 
eindimensionalen Schröntngergleichung lassen sich normierte Wellenpakete aufbauen, 
die die Streuung eines Teilchens am Potential Y (x) richtig wiedergeben. Die Reflexions- 
und Durchlaßkoeffizienten R und D können für jedes Potential durch Lösung der zeit- 
unabhängigen Schröpıngergleichung berechnet werden. Für den rechteckigen Poten- 
tialwall und das ö-Potential läßt sich die Lösung exakt angeben. Teilchenabsorption 
wird durch komplexe Potentiale beschrieben. 
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611 Stoß eines Wellenpakets 


Die quantenmechanischen Vorgänge beim Auftreffen eines von links 
einlaufenden Wellenpakets auf ein in der Nähe des Koordinatenursprungs 
vom konstanten Wert V, verschiedenes Potential V(x) sind in Kapitel 32 
genauer untersucht worden. Verhält sich das Potential asymptotisch wie 


VYx)—Vo für +®, (1) 
so lassen sich normierte Wellenpakete in der Form 
vr, ®) ae (2) 
angeben mit den stationären Lösungen 
ve mit EID= ZH 9, (3) 


deren Ortsanteil der zeitunabhängigen ScHRÖDINGERgleichung genügen muß 
und sich asymptotisch wie 
z Au R (P) Er Pz 
pr(&)= für > 200 (4) 
i 
D(Pyer 
verhält. Es konnte dort ferner gezeigt werden, daß zeitunabhängige Lösun- 
gen mit diesem asymptotischen Verhalten stets existieren und die Größen 
D(P), R(P) bei der Lösung der zeitunabhängigen Gleichung gewonnen 
werden. 
Das durch (2) bis (4) gegebene Wellenpaket verhält sich in ferner Ver- 
gangenheit und Zukunft asymptotisch wie 
Yo (® ’ ) 
yvix,t)— für To. (5) 
D(Po)yRr, + R(Po)y(—%; 8) 
Dabei ist y, das Wellenpaket eines freien von links einlaufenden Teilchens 
mit dem mittleren Impuls P,. Die Amplitudenteile D und R der einlaufenden 
Welle werden durchgelassen bzw. reflektiert. Die Erhaltung der Normierung 
führt dabei auf die Beziehung 
ID(PJP+|R(P)P=1 (6) 
zwischen den durchgelassenen und reflektierten Amplituden. 
Alle weiteren Überlegungen zur eindimensionalen Streuung bestehen 


nunmehr künftig nur noch darin, Lösungen der zeitunabhängigen ScHrö- 
DIngErgleichung 


4 role Eee) 7) 
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aufzusuchen, die nicht normierbar sind, sondern das asymptotische Ver- 
halten (4) aufweisen, und aus diesen Lösungen die für Durchlaß und 
Reflexion maßgebenden Größen D(P) und R(P) zu berechnen. 


612 Streuung am Potentialwall 


In Abschnitt 324 konnte gezeigt werden, daß das Schicksal des Wellen- 
pakets, das ein örtlich begrenztes Potential durchläuft, weitgehend durch 
die Funktionen R(P) und D(P), die Koeffizienten für Reflexion und 
Durchlaß, zum Ausdruck gebracht wird. Die Berechnung dieser Koeffi- 
zienten selbst wurde noch nicht be- 
handelt. Sie soll zunächst in einem 
einfachen Beispiel durchgeführt wer- 
den. Als solches wird der Potential- 
wall von Abb. 612 betrachtet. Das Po- 
tential ist lediglich in einem Bereich 
0<x<agleich V, und verschwindet 
außerhalb (I, III). Natürlich werden Io0oT a ı x 
die nachfolgenden Rechnungen so ge-- Abb. 612. Rechteckiger Potentialwall 
führt, daß sie auch für V,<0 gelten. 


Die gestrichelten Linien in Abb. 612 deuten verschiedene Werte der 
kinetischen Energie des einfallenden Teilchens an. Im Falle der oberen 
Linie ist überall #> V. Ein klassisches Teilchen dieser Energie, das von 
links einläuft, wird im Potentialbereich mit verringerter Geschwindigkeit 
weiterlaufen und bei x = seine ursprüngliche Geschwindigkeit wieder- 
erhalten. Es findet hier also keine Reflexion statt. Im Falle des unteren 
Energiewerts von Abb. 612 gilt im Potentialbereich E < V,. Ein klassisches 
Teilchen kann diesen Potentialberg nicht durchdringen und wird zurück- 
geworfen. Zusammenfassend gilt also 

R=0 D=1 | 
für EV, (1) 
Bl Deil 


für das klassische Verhalten eines Teilchens. 


Bei der Untersuchung der quantenmechanischen Bewegung hat sich 
herausgestellt, daß in jedem der beiden Fälle (1) gleichzeitig Reflexion und 
Durchlaß auftritt. Die Ursache dafür ist in den Welleneigenschaften des 
Teilchens zu suchen, da ja auch eine klassische Wellenerscheinung beliebige 
Potentialbereiche (Bereiche mit verschiedenem Brechungsindex) durch- 
dringen kann. Die Berechnung erfolgt über die SCHRÖDINGERgleichung 


3 + Vol =Er@), 2) 
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die mit den Abkürzungen 


2 2 
h ae 


E= k? E—V,= 


2m 2m 
in 


d 
1, II: +5 + Rp =0 


IT: +2 ]r@=0 ” 


übergeht. In den Bereichen I, II und III der Abb. 612 genügt die Wellen- 
funktion p also einfachen, aber verschiedenen Gleichungen. Ist wie in 
Abb. 612 V,>0, so ist K?< k?. Ist darüber hinaus noch E< V,, wie im 
zweiten Fall von (1), so wird K?<0. Es gelten dieselben Gleichungen, 
jedoch mit K=ix, das heißt, K wird lediglich imaginär. 


Die Lösungen von (4) sind Exponentialfunktionen mit positiv- und 
negativ-imaginären Exponenten. Die Linearkombinationen aus ihnen mit 
dem asymptotisch richtigen Verhalten sind 


I: o(@) = e’t* 4 Re'** 
II: (a) = Ac'#® + Be-'#* (5) 
III: o(a) = Deik®, 


Sie bestehen im Bereich I aus einer einlaufenden Welle mit der Amplitude 1 
und aus einer rücklaufenden Welle mit der Amplitude R. Im Bereich III 
existiert nur die durchgelassene, also nach rechts weiterlaufende Kompo- 
nente mit der Amplitude D. Im mittleren Bereich II werden nach rechts 
und links laufende Anteile mit zunächst noch unbekannten Amplituden 
A und B angesetzt. 


Der Zusammenhang zwischen den in (5) auftretenden Amplituden wird 
durch die Forderung hergestellt, daß die Wellenfunktion als Lösung der 
Wellengleichung (2) auch Stellen mit endlichen Potentialsprüngen glatt 
durchlaufen muß. Dazu müssen sowohl 9 als auch dp/dx bei x—= 0 und 
x = a stetig angeschlossen werden. Die Anschlußbedingungen lauten 


1-R=A+B k1—R)=K(A—B) für =0 
De —_ AcHa N Dor+Ee Dem KAM Br'?9, für nu, 


(6) 


Das sind 4 Gleichungen, aus denen A und B eliminiert werden. Dann 
bleiben zwei Gleichungen für R und D zurück. Nach einfacher Umrechnung 
erhalten die Gleichungen (6) die Form 
u; Ehe: 
IHR+ Z(—R)=24 D(1+z)e* Ma_ 9A 
k 
a 


EN; (7) 
1—-R)=2B D[1-z)e@+me=2B, 


I--R 
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und die Elimination von A und B führt auf 


I+R++u Ra=-D(1- gene 
k E\: (8) 
I+R- ZU B=-D(1-g)etDe. 


Diese beiden Gleichungen lassen sich ohne Mühe nach R und D auflösen 
und ergeben nach einiger Umrechnung die Reflexions- und Durchlaß- 


koeffizienten 
i ( _ (z)) snKa 
K 
R= j7 k\2 
27 v0sK a— ii + (+) )sinK a ©) 
Le 
D= 2 


2gosKa-ill +(z) JsinKa | 


Man überzeugt sich leicht, daß die Ausdrücke der Beziehung |R|?-+|D|? 
— ] genügen, wie zu erwarten war. Berücksichtigt man, daß die in (9) 
auftretenden Größen k und X mit den mechanischen Eigenschaften E und P 
auf Grund von (3) über 

2 1 1 | 
z =; V2m(B-V)=-, YP?—2mPV, (10) 


zusammenhängen, so sieht man, daß (9) die vollständige Lösung des 
Problems darstellt, nämlich die Koeffizienten R(P) und D(P) als Funk- 
tionen vom Impuls P des einlaufenden Teilchens. 


Im Falle E< V, wird in diesen Formeln 
K=zix = + Yaml,—P für E<W, (1 
gesetzt. Sie erhalten nunmehr die Form 
-i(1+() JEinza 


R a 
PL Coixa+i ( _ (2) )einza 
% 7 


GP ie 
% 


ar ö v _ (£)) Sinza 
* * 


Die Streuung an einem Potentialwall wird weiter unten in Abschnitt 623 
noch einmal unter allgemeineren Voraussetzungen besprochen. 
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Schließlich soll noch ein sehr hoher Potentialwall von geringer Breite 
betrachtet werden, der den Voraussetzungen 


n,—o 20 a—0 a=Pß (13) 


entspricht. Dabei ist so zur Grenze V,—%& und a—0 übergegangen 
worden, daß das Produkt aV, eine Konstante bleibt und f bei diesem 
Grenzübergang einen endlichen Wert erhält. Die Formeln (12) erhalten 
hierbei die einfache Forni 


ok 
er Eu 3ik 
be ß Di Fe en A 
2# +ixa nr. 2E +ixa I 


Eine unmittelbare und übersichtliche Ableitung dieses Spezialfalles wird 
im nachfolgenden Abschnitt gegeben. 


613 Streuung am ö-Potential 


Ein sehr hoher aber schmaler Potentialwall kann durch eine ö-Funktion 


Ve) Ve) = Böla) a) 


dargestellt werden. Die in (1) eingeführte Kon- 
111 stante ß hat wie k und K die Dimension einer 
reziproken Länge. Die ScHRÖDINGERgleichung 
(612.2) erhält, der Umformung (612.3) entspre- 
X chend, hier im gesamten Bereich die Form 


Abb. 613. ö-funktions- de R 
artiger Potentialwall 4 +%k | Y()=PBölK)p(R). (2) 


Der Potentialverlauf ist in Abb. 613 dargestellt. 


Für x-=+0 verschwindet die rechte Seite von (2), und die asymptotisch 
richtigen Lösungen des Streuproblems sind 


T: p=elk® 4 Reit“ 
1: =D, n 


Die Wellenfunktion soll die Potentialschwelle stetig durchdringen, woraus 
1+R=D (4) 
folgt. Da das Potential bei x= 0 jedoch © wird, verläuft die Funktion 


hier nicht glatt, sondern erhält einen Kniek. Integriert man die SCHRÖ- 
DINGERgleichung (2) über einen infinitesimalen Bereich rechts und links 


[614] 61 Eindimensionale Streuprobleme 305 


von x = 0, so erhält man die Größe dieses Knicks. Die rechte Seite von (2) 
wird 


+0 
[azBö@)p@) =PBP(O)=BD, (5) 
-o ’ 
die Integration der linken Seite aber ergibt 
+0 
i d? ol do do a 
far [a +#]le-(2),, (32) „= ikD—1+M. (6) 
0 
Durch Gleichsetzen von (5) und (6) folgt 
ni ß 
1-R=(1--5)D 0) 


als zweite Bedingung zwischen R und D. 


Die Auflösung der Gleichungen (4) und (7) liefert für die Keflexions- und 
Durchlaßkoeffizienten in Übereinstimmung mit (612.14) 


2 Bß ._ 2ik 
Reg Deyn- “a 


Bei verschwindendem Potential ist ß = 0, und es wird R=0 und D=1, 
wie zu erwarten war. Außerdem überzeugt man sich leicht, daß diese 
Funktionen (8) die Eigenschaft 

IR?+|D’=1 (9) 


haben, wodurch, wie in Abschnitt 324 gezeigt wurde, die Aufrechterhaltung 
der Normierung gesichert ist. Schließlich ist an den Formeln (8) noch 
bemerkenswert, daß sich die Beträge von R und D beim Übergang von 
ß nach —ß nicht ändern, sondern lediglich die Phasen. Ersetzt man also 
ein abstoßendes ö-Potential durch ein anziehendes Potential vom gleichen 
Betrage, so bleiben die durchgelassenen und reflektierten Intensitäten 
unverändert. Lediglich die Phasen sind in den beiden Fällen voneinander 
verschieden. 


614 Komplexes Potential 


Schon früher in Abschnitt 335 konnte gezeigt werden, daß durch eine 
komplexe Energie, wobei also 


E—E—ih) (N 


einen negativen Imaginärteil enthält, quasistationäre Zustände beschrieben 


werden, bei denen wegen 
€ 0 a i Y 

-— B-inZ)t -— Et -—t 

w we h ( 2 —=e h e 2 


(2) 
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die Gesamtamplitude eines Zustands exponentiell mit der Abklingzeit 2/y 
absinkt. Die Ursachen dafür können verschiedener Art sein. So kann das 
Teilchen z. B. mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit seinen ursprünglichen 
Zustand verlassen, indem es etwa wie in Abschnitt 335 allmählich einen 
Potentialwall durchdringt. Möglicherweise aber kann es auch von dem 
physikalischen System, in dem es sich befindet, vernichtet werden. 


Es liegt der Gedanke nahe, ein Potential, das nicht nur Streuung, sondern 
in einem gewissen Umfang auch Absorption des einlaufenden Teilchens 
bewirkt, durch einen komplexen Ansatz in der Form 


KW Vo—iWo; (3) 


also ebenfalls durch Hinzufügen eines negativen lmaginärteils, zu be- 
schreiben. Im besonderen Falle des ö-Potentials wird man daher eine 
Substitution von der Art 

B>+Pp—ia (4) 
machen, dann enthält ß die bloße Streuwirkung des Potentials, während « 
sein Absorptionsvermögen angibt. 


Die Rechnungen zur Bestimmung der Durchlaß- und Reflexionskoeffi- 
zienten D und R brauchen nicht wiederholt zu werden. Es ist in (613.8) 
lediglich die Substitution (4) durchzuführen, wodurch jene Koeffizienten in 
B-ia D 2ik 


T@k+a)—B TERK+R)—B (BD 


R == 
übergehen. 


Die Intensität der einfallenden Welle war zweifellos 1, die der gestreuten 
Welle setzt sich aus Reflexion und Durchlaß zusammen gemäß 


2 .1Nn12 +? 4? 
Ri+IDIS gr pH Tr error & 
—ı rl Lür 0 | 
2Rto®+ß ” er 


Sie wird kleiner als1, wenn das (positive) Absorptionsvermögen « von Null 
verschieden ist. Das ist ohne weiteres verständlich, weil ja ein Teil der 
Intensität bei x = 0 absorbiert wurde. Negative Werte von « würden eine. 
Vergrößerung der Intensität bei x— 0 bewirken; eine Situation, die nur 
selten vorkommt. 


62  Näherungsverfahren 


Zusammenfassung: Für die Wellenfunktionen p(x) läßt sich eine Integral- 
gleichung aufstellen, deren Lösungen — im Gegensatz zu denen der SCHRÖDINGER- 
gleichung — automatisch das richtige asymptotische Verhalten für einen Streuvorgang 
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besitzen. Diese Integralgleichung erlaubt ebenfalls eine allgemeine Darstellung des 
Reflexions- und des Durchlaßkoeffizienten, in der jedoch die unbekannte Lösungs- 
funktion p noch enthalten ist. Wendet man die Integralgleichung fortgesetzt auf # 
an, so erhält man eine Entwicklung von p(x) nach Potenzen des Streupotentials. 
Die Entwicklung kann man im Sinne einer Störungstheorie nach einem der ersten 
Glieder abbrechen. Diese Borxsche Näherung wird, besonders in der ersten Näherung, 
viel zur Lösung von Streuproblemen verwendet. Berechnet man den Durchlaßkoefhi- 
zienten eines Potentialwalles mit Hilfe der WKB-Methode, so erhält man den 
sogenannten Gamowfaktor, der das exponentielle Abklingen der Wellenfunktion 
zwischen den klassischen Umkehrpunkten beschreibt. Für den Reflexionsfaktor R 
läßt sich ein Ausdruck angeben, der proportional zu 1/R ist und einen Extremwert 
bei Variationen von p annimmt, der jedoch andererseits für R keine obere oder 
untere Grenze darstellt. 


621  Imtegralgleichung der Streuung 


Leider läßt sich das eindimensionale Streuproblem nur unter speziellen 
Voraussetzungen für das Potential einfach und ohne numerische Methoden 
lösen. Als Beispiele wurden das Rechteckpotential und das ö-Potential in 
Abschnitt 612 und 613 untersucht. Aus diesem Grunde sind allgemeine 
Methoden und Näherungsverfahren beim Streuproblem von besonderem 
Wert. Wie früher in (612.2) beschreibt 

2 2 
dat Velo) =Er@ a) 


3m da 


die Streuung an einem Potential V (x), das nur in der Umgebung von x = 0 
Werte haben soll, die von Null verschieden sind. In größerem Abstand 
von 2=0 soll V=0 werden. 


Der Formulierung des Streuproblems entsprechend sind Lösungen 
von (1) aufzusuchen, deren asymptotisches Verhalten einer Situation ent- 
spricht, in der eine Welle mit der Amplitude 1 von links einläuft und eine 
durchgelassene und eine reflektierte Komponente das Streuzentrum nach 
rechts und nach links mit den Amplituden D und R verlassen. Die Differen- 
tialgleichung (1) soll in diesem Abschnitt in eine Integralgleichung überführt 
werden, die so beschaffen ist, daß ihre Lösungen von vornherein das richtige 
asymptotische Verhalten besitzen. Es sollen also die Randbedingungen des 
Problems gewissermaßen mit in die Bestimmungssleichung hineingenommen 
werden. 


Durch Einführung der Größen k und ww (x) über die Gleichungen 


Det gi Fa le) (2) 


2m 2m 


erhält die SchröpisGergleichung die Form 


I +Rlpd)=—w(n)gl). | (3) 
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Das geforderte asymptotische Verhalten der Wellenfunktion ist wie früher 
in (611.4) 
Detkz 
= für Hm. (4) 
lei#* + Re-'t* 


In dieser Form sind die Gleichungen von unnötigen Konstanten befreit 


worden. 


Wäre p in der rechten Seite von Gleichung (3) eine bekannte Funktion, 
so könnte man zur Lösung den allgemeinen Ansatz 


+0 


ya) = ect + [dr — wa )pe) (5) 


machen, in dem der erste Term eine homogene Lösung darstellt und der 
zweite eine spezielle inhomogene Lösung mit dem noch zu bestimmenden 
Integralkern G.. Daß die rechte Seite in (3) von der in Wirklichkeit un- 
bekannten, gesuchten Funktion g abhängt, verhindert zwar nicht die 
Durchführung des gleichen Verfahrens, aber p ist damit durch (5) noch 
nicht berechnet. Vielmehr ist in (5) die Differentialgleichung (3) lediglich 
in eine Integralgleichung überführt worden, weilg auf der rechten Seite 
von (5) noch einmal auftaucht. 


Zunächst wird gefordert, daß eine Lösung (x) der Integralgleichung (5) 
auch der Differentialgleichung (3) genügen soll. Durch Anwendung des 
Differentialoperators von (3) entsteht auf beiden Seiten von (5) 


+00 

d? ‚[®@ 2 r P y 

= +#]p=0 - [dx 4% | Plo@-Jw@ie@). (6) 
-0 

Man sieht, daß @ von (5) nur dann der Differentialgleichung (3) genügt, 


wenn (6) in 


F& + | Ya) = — [az’ö(« — )w(a)pg (a) = —w(r)P (x) (7) 
übergeht. Das ist offenbar gerade dann der Fall, wenn der Integralkern G 
eine Lösung der inhomogenen Difierentialgleiehung 


= +#|ew = —ö(e) (8) 


ist. Durch (8) ist gesichert, daß jede Lösung p(x) der Integralgleichung (5) 
auch der Differentialgleichung (3) genügt. 
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Weiter soll G(x) so beschaffen sein, daß jede Lösung von (5) auch das 
asymptotische Verhalten (4) besitzt. Es kann gezeigt werden, daß die 


Lösung 
drin! 


der inhomogenen Differentialgleichung (8) gerade so beschaffen ist, daß 
auch diese Forderung erfüllt wird. Zunächst überzeugen wir uns, daß G 
der Gleichung (8) genügt. Bei x + 0 ist (8) homogen und @ in (9) in jedem 
Falle eine Lösung. Bei x = 0 jedoch besitzt diese Lösung einen Knick. 
Integriert man Gleichung (8) über einen schmalen Bereich um die Singula- 
rität, wie das vorher in (613.5) und (613.6) schon einmal durchgeführt wurde, 
so erhält man 


1= [arm [ale (im 
-0 -0 


G(x) aus (9) erfüllt aber auch diese Bedingung wegen 


eh (Fr [k— (—ik)]=1 (11) 


und ist somit wirklich eine Lösung der inhomogenen Gleichung (8). 


Nunmehr bleibt das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion (x) 
in (5) zu untersuchen. Explizit läßt sich (5) mit (9) für @ durch 


x 
p=eikz eike | E ek) le) 
(12) 


darstellen. Bei der Aufstellung von (12) ist zu berücksichtigen, daß der 
Exponent ök(x — x’) sein Vorzeichen wechselt. w(x) entspricht gemäß (2) 
der Potentialfunktion Y(x) und soll nur in der Umgebung von x = 0 
vorhanden sein. Die in (12) auftretenden Integrale enthalten w(x) im Inte- 
granden und liefern daher nur in der Umgebung des Koordinatenursprungs 
Beiträge. 


Betrachtet man das asymptotische Verhalten der Funktion 9(x) für 
positive x, so geht (12) über in 


op = De'k® D=1-— is ikrra(a)g(x) für 2—-+c0, (13) 


21 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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denn das zweite Integral in (12) verschwindet wegen w(2’), während sich 
im ersten Integral von (12) die Grenze von positivem x nach unendlich 
verschieben läßt, ohne daß das Integral seinen Wert ändert. Bei stark 
negativen Werten von x dagegen geht (12) in 


p=elkt | Reike R=— | Zeuge für > —o0 (14) 


über. Hier verschwindet das erste der Integrale von (12), während das 
zweite über das gesamte x-Intervall ausgedehnt werden kann. Beim Ver- 
gleich der Formeln (13) und (14) mit (4) aber sieht man, daß jede Lösung 
der Integralgleichung (5) nicht nur wegen (6) bis (8) der Differential- 
gleichung (3) genügt, sondern auch das gewünschte asymptotische Verhalten 
(4) besitzt, das der Situation beim Streuproblem entspricht. Darüber hinaus 
enthalten die Formeln (13) und (14) noch eine Darstellung für die den Streu- 
prozeß beschreibenden Koeffizienten D und R. Allerdings ist in dieser 
Integraldarstellung der Koeffizienten die Lösungsfunktion @ enthalten, 
so daß auch die Verwendung dieser Formeln zur exakten Berechnung 
von D und R die Kenntnis von @ erfordert. 


622 Bornxsche Näherung 


Nach Abschnitt 621 wird das allgemeine Streuproblem anhand von 
(621.5 und 9) durch die Integralgleiehung 


PR) Hol) + [dee @— wa) pr) 
ns : eiklz-=| (l) 
Polx) = e a A 
beschrieben. w(x) in (1) ist die vorgegebene Potentialfunktion. Die Lösung 
(x) der Integralgleichung (1) beschreibt das Streuproblem mit dem rich- 
tigen asymptotischen Verhalten. Bei bekannter Lösung g(x) von (1) werden 
die beiden Streukoeffizienten D und R nach (621.13) und (621.14) durch 


Se ole)ole) = —— ehr (x)go(e) (2) 


-& -00 


D= 


dargestellt. Bei beliebiger Funktion w(x) läßt sich die Lösung p(x) von (1) 
natürlich nicht analytisch angeben, wohl aber läßt sich aus (l) ein von 
Born entwickeltes Näherungsverfahren herleiten. 


Symbolisch läßt sich Gleichung (1) in der Form 


9=m+Gwg (3) 
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schreiben, wobei G zur Abkürzung für Kern und Integrationsvorschrift 
in (1) gesetzt wurde. Ersetzt man & auf der rechten Seite von (3) durch 
9, + Fwg, so entsteht die Darstellung 


r=Mm+ Fun +awp) 
=9+@wm + Gu@wp. 


Damit ist die Gleichung natürlich keinesfalls einfacher geworden oder nach 
aufgelöst. Betrachtet man aber das Potential ev als kleine Störung, so läßt 
sich immerhin feststellen, daß p in (4) hinsichtlich der Störungsordnung, 
also der Potenzen von w, durch zwei Terme dargestellt wird, die von nullter 
und erster Ordnung in w sind und die gesuchte Funktion 9 selbst nicht 
enthalten. Vielmehr ist auf der rechten Seite nur noch in einem Glied 
enthalten, das in zweiter Ordnung von w klein ist. 


Durch Wiederholung des Verfahrens, das von (3) auf (4) geführt hat, 
läßt sich das gp-abhängige Glied der rechten Seite nach immer höheren 
Störungsordnungen verschieben. Konvergiert diese Entwicklung, so läßt 
sie sich bis nach unendlich hoher Ordnung ausdehnen, wobei das letzte, 
y enthaltende Glied der rechten Seite vernachlässigt werden kann und die 
Gleichung 


(4) 


P=[1+Gw+ (Gw)? + (Gw)P+ +19 (5) 


entsteht. Auf diese Weise ist für die gesuchte Funktion eine Darstellung 
gefunden, in der nach Potenzen des Störpotentials entwickelt ist. Da 
die rechte Seite von (5) @ nicht mehr enthält, sondern neben w nur noch 
die aus (1) bekannten Größen, und G, stellt (5) eine vollständige analytische 
Darstellung von p im Sinne einer Störungstheorie dar. Übrigens erhält 
man (5) auch durch die formale Auflösung von (3) über die Darstellung 
1-@w]pP=9 (6) 


und 


| #= 1-Guf'n=[1+Gw+ (GwP?+ (Qu)? -+:-.]go, 


indem man den reziproken Integraloperator in (7) nach Potenzen von Gw 
entwickelt. 


In der symbolischen Darstellung (7) wird die Bornsche Näherung anı 
übersichtlichsten wiedergegeben. Die einzelnen Bestandteile von (7) lassen 
sich anschaulich interpretieren. Danach setzt sich die Wellenfunktion p 
des Streuprozesses aus verschiedenen Streuanteilen additiv zusanımen. 
Der erste Anteil ist 9, und damit gleich der ungestörten Welle, die bei 
Abwesenheit des Störpotentials w vorhanden wäre. Die übrigen Glieder 
beschreiben den Einfluß des Potentials in wachsender Störungsordnung. 
Das zweite Glied enthält eine nach beiden Seiten laufende Welle, die an 
allen Orten des Potentials w durch die dort ursprünglich vorhandene 


21* 
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ungestörte Welle , erzeugt wird, sie hat daher die Form Gwg,. Der dabei 
gemachte Fehler, daß an den einzelnen Orten des Potentials w in Wirklich- 
keit die ungestörte Welle 9, nie vorhanden war, sondern statt ihrer die 
gestörte Welle , wird durch die höheren Glieder der Entwicklung kom- 
pensiert. 


Von den höheren Entwicklungsgliedern der Bornschen Näherung lautet 
das Glied in zweiter Ordnung (Gw)(Gw)@,. Die einlaufende Welle @, er- 
zeugt zunächst an allen Orten, an denen das Potential w + 0 ist, eine nach 
beiden Seiten laufende Streuwelle Gwg,- Überall, wo die Streuwelle das 
Potential w durchläuft, wird sie erneut gestreut und erzeugt wiederum nach 
rechts und links auslaufende Wellen, die durch den am weitesten links stehen- 
den Faktor Gw dieses Ausdrucks beschrieben werden. Die zweite BORN- 
sche Näherung entspricht somit einer Zweifachstreuung der ungestörten Welle 
im Potential w. Der allgemeine Term in n-ter Ordnung (Gw)”9, beschreibt 
entsprechend eine ungestörte Welle, die n-mal an den verschiedenen Orten 
mit w=# 0 vorwärts und rückwärts gestreut wird. 


Nach diesen Vorbetrachtungen läßt sich eine vollständige anschauliche 
Interpretation der Formel (7) geben. Der gesamte Streuprozeß, dargestellt 
durch die Wellenfunktion 9, ist in der Bornschen Näherung zerlegt worden 
in eine Summe von Vielfachstreuungen ungestörter Wellen. Die Summe 
enthält die ungestörte Welle @, selbst, die Einfachstreuung Gw@, sowie 
die Mehrfachstreuungen zweiter, dritter und allgemein n-ter Ordnung. Bei 
den einzelnen Gliedern der Vielfachstreuung sieht die Beschreibung so aus, 
daß die ungestörte Welle @, einläuft und im Potential w nach beiden Seiten 
gestreut wird. Die Streuanteile ihrerseits laufen zu anderen Orten des 
Potentials, wo sie wiederum gestreut werden und weiterlaufen. 


Aus der anschaulichen Interpretation heraus kann man sich ein Bild 
von der Richtigkeit und Anwendbarkeit der Borsschen Näherung machen. 
Vom mathematischen Standpunkt aus ist die Borxsche Näherung dann 
berechtigt, wenn die in (7) dargestellte unendliche Reihe konvergiert. 
Praktisch verwertbar ist diese Reihe nur, wenn sie hinreichend rasch kon- 
vergiert, so daß man sie nach den ersten Entwicklungsgliedern ohne zu 
großen Fehler abbrechen kann. Der Fehler bei der Borsschen Näherung 
entsteht im wesentlichen dadurch, daß man die wahre Wellenfunktion 
durch die ungestörte Wellenfunktion 9, ersetzt. Die Bornsche Näherung 
wird also überall dort anwendbar sein, wo 9” 9, ist, wo sich gestörte 
und ungestörte Welle verhältnismäßig wenig unterscheiden, wo also der 
Einfluß des Potentials auf die einlaufende Welle nur gering ist. Das ist aber 
unter der Voraussetzung |w|<k? der Fall. Die Borvsche Näherung ist 
daher vornehmlich bei hohen Energien ein zur Beschreibung von Streu- 
prozessen geeignetes Verfahren. 
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Die Koeffizienten D und R erhält man in erster Störungsordnung, indem 
man einfach & in (2) durch p, ersetzt. Diese Koeffizienten gehen dabei in 


+0 0 
D=1- [ir wie) R=— [4 @'rse(a) (8) 
= - 0 
über. Ihre Auswertung ist im Falle der Streuung durch ein ö-Potential 
einfach; denn hier ist 
w(x) = —Bö(x), 0) 


und es wird 


= ß ER 
D=1+,7 R=4r. (10) 
Vergleicht man (10) mit den exakten Ergebnissen von (613.8), so sieht man, 
daß sie bis zur ersten Ordnung in /k übereinstimmen. 


623 WKB-Methode und Tunneleflekt 


Betrachtet man die in Abschnitt 612 behandelte Streuung am Potential- 
wall unter der Voraussetzung E< V,, so ergab sich mit K=ix für den 
Durchlaßkoeffizienten der Ausdruck 

ok eika 
% 
ee Zuye - 
2 Goixa-ti 1- (-) )einza a) 
% x 


1 1.325 
»=--V2m(V,— B) k=-V2mE. 


Dieser Fall ist in Abb. 623.1 dargestellt. Beim Durchgang durch einen 
sehr großen Potentialwall, bei dem also a wie auch V, große Werte aufweisen, 
wird die durchgelassene Komponente 
recht klein; denn sie geht wegen 
x»a>]1 in den Ausdruck 


Vex) 


Dz 4kjin e-ika,- ra (2) 


über. Von der einfallenden Intensität 
wird also, da gleichzeitig k<x gilt, 
ae Pepe nur der Bruchteil 
2 
0 a |DP=(4) e?*“ (3) 
Abb. 623.1. Großer Potentialwall. «a 2 


und P, weisen große Werte auf. Die i 
durchgelassene Komponente eines Wel- durchgelassen. Das liegt daran, daß 
lenpakets wird klein die Wellenfunktion innerhalb des 


314 6 Streu- und Stoßprobleme [623] 


Potentialwalls nicht mehr konkav ist, sondern nunmehr konvexen Charakter 
trägt. Sie muß den asymptotischen Voraussetzungen des Problems ent- 
sprechend von links nach rechts stark exponentiell abfallen. 


Unter den genannten Voraussetzungen soll hier noch eine andere Nähe- 
rung betrachtet werden, diean die in Abschnitt 317 besprochene WKB- 
Methode anknüpft und eine Aussage für diesen sogenannten Tunneleffekt 
bei beliebig geformten Potentialen unter der Voraussetzung macht, daß 

v der „Tunnel“ sehr lang ist und tief 
x) liegt. Von der WKB-Methode wird 
hierzu nur die nullte Näherung her- 
angezogen, in der die Wellenfunk- 
tion durch eine ebene Welle beschrie- 
ben wird, deren Impuls dem Impuls 
des klassischen Teilchens gleichge- 
setzt wird und wie dieser vom Ort 
abhängt. Eine solche Wellenfunk- 
tion wird durch 


| x Fr 
1 B 
x + [Pair 
x pa) ze a . 
Abb. 623.2. 'Tunneleffekt für ein von & (4) 
links einlaufendes Teilchen bei beliebigem + + 1 dzY2m(E-V (2)) 
=e 


Potential. Außerhalb der klassischen Um- 
kehrpunkte x, x, oszilliert die Wellen- _ 4 ö 
funktion. Innerhalb des Tunnels erfolgt 12 Bereichen E> V beschrieben. 


ein exponentieller Abfall Der Betrag dieser Wellenfunktion 
ist dort eins. In Bereichen E<V 
wird dagegen die Wurzel im Exponenten von (4) imaginär, und hier geht 
(4) in die Form 7 
a en en 
über. 

In Abb. 623.2 wird ein Potentialtunnel mit beliebig geformtem Potential- 
verlauf (x) betrachtet. Außerhalb der klassischen Umkehrpunkte r, 
und x, oszilliert die Wellenfunktion. Ihr Betrag ist jedoch konstant. Inner- 
halb des Tunnels hingegen erfolgt ein exponentieller Abfall entsprechend 
(5). Auf dem Wege von x, nach x, klingt die Intensität daher um den 
Faktor 2% 

o 3 f dzy2m(V (a) -E) 
—— 4 = (6) 


2 


2_ 9(2;) 
2 = | 9%) 


ab. 


Da die Intensität links von x, wie auch rechts von x, konstant bleibt, 
entspricht (6) bereits dem asymptotischen Verhalten und beschreibt daher 
den Anteil der durchgelassenen Intensität im bisherigen Sinn. Der Aus- 
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druck (6) enthält den bereits aus Abschnitt 335 bekannten GAamowlaktor. 
Eine Reflexion der von links einlaufenden Welle findet in diesem Bild 
allerdings nicht statt. Über die Reflexionsintensität jedoch läßt sich eine 
Aussage machen, wenn im Potentialtunnel (reelles Potential!) keine 
Absorption stattfindet. Es muß dann 


|2?=1-—|D}? (7) 


gelten. Berechnet man die durchgelassene Intensität für den rechteckigen 
Potentialwall mit der Näherung (6), so erhält man nur den Exponential- 
faktor von (3). 


624 Berechnung des Reflexionskoeffizienten durch Variation 
Nach den Ausführungen von Abschnitt 621 wird der Reflexionskoeffizient 
ne —LikR=[dxgy,(e) wie) PR) = A (ı) 


bestimmt, wobei 9, und G durch 
ik ik|x- =] 
pet? w—‘) =- (2) 


gegeben sind. 9 bedeutet die exakte Lösung, die nach (621.5) durch die 
Integralgleichung 


= + [da’@(& — 2’) w(x’) p(x’) (3) 


bestimmt wird. Ersetzt man 9, in (1) durch Gleichung (3), so erhält man 
eine zweite Darstellung 


-2ikR= [dx |p — [de @(&— 2’) w'p | wp= B—C (4) 


für den Reflexionskoeffizienten R, die von 9, unabhängig und durch 9 
allein gegeben ist. 


Es läßt sich nun zeigen, daß durch eine Kombination der beiden Dar- 
stellungen (1) und (4) des Reflexionskoeffizienten sich ein solcher Ausdruck 
für R finden läßt, der hinsichtlich der Lösungsfunktion p des Streuprozesses 
einen Extremwert darstellt. Einen solchen Extremwert aufzusuchen hat 
den Vorteil, daß man.bei Unkenntnis der Wellenfunktion p versuchen kann, 
R durch ein Variationsverfahren zu bestimmen. Man macht dabei für p einen 
Ansatz, der qualitativ dem zu erwartenden physikalischen Verhalten der 
Wellenfunktion entspricht, der darüber hinaus aber noch einige freie 
Parameter enthält, über deren Wert durch anschließende Variation verfügt 
werden kann. Mit den in (1) und (4) eingeführten Größen A, B und € 
muß folgende Gleichung für R gelten: 

1 I. Be 
MER A A" 


(5) 
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Diese Darstellung, die ausführlich 


1 u fazwp—[ fax da’ (a) ww pp 


—2iER azpwg] (6) 


lautet, hat den Vorteil, daß sie unabhängig von der Normierung der Wellen- 
funktion ist. Da @ im Zähler und Nenner von (6) quadratisch auftaucht, 
ändert sich diese Gleichung nicht, wenn man mit einer willkürlichen 
Konstanten multipliziert, sie ist also unabhängig von der Normierung. 


Nunmehr soll gezeigt werden, daß (6) einen Extremwert hinsichtlich 
der Wellenfunktion @ darstellt. Bei Variation von (6) bzw. (5) erhält man 


zunächst 
1 
—2ikR 


5 = — Fr an Zn 284. (7) 
Dabei kann im letzten Term der Faktor (B — C)/A nach (1) und (4) durch 1 
ersetzt werden, falls @ eine Lösung der Integralgleichung (3) ist. Wenn 
von der exakten Lösung um ö@ abweicht, kann der Fehler dieser Gleich- 
setzung vernachlässigt werden, da er von höherer Ordnung ist; denn der 
letzte Term von (7) ist bereits mit der kleinen Größe ö A multipliziert. 


Unter dieser Voraussetzung gilt 


E 1 
oder ausführlich dargestellt 
1 1 Fe G en 
8 gg = gr [Arw26p [pP — [dx Ga) wp— 9): (9) 


Aus dieser Darstellung der Variation läßt sich die extremale Eigenschaft 
von (6) unmittelbar erkennen. Ist die Wellenfunktion p eine Lösung der 
Integralgleichung, so gilt (6). Ersetzt man jedoch @ durch @ -- öo, wobei 
nach wie vor die exakte Lösung darstellt, so ändert sich die linke Seite 
von (6) um einen Wert, der durch (9) dargestellt wird, aber wegen der 
Gültigkeit der Integralgleichung (3) verschwindet. Es gilt daher 


1 
Die Abweichungen machen sich nur in zweiter Ordnung bemerkbar, so 
daß (6) offenbar einen Extremwert annimmt, wenn p in (6) eine Lösung 
der Integralgleichung (3) ist. Allerdings kann der Extremwert sowohl ein 
Minimum als auch ein Maximum sein. Daher kann das durch Variation 


ermittelte R größer oder kleiner als der wirkliche Reflexionskoeffizient sein. 
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Übungsaufgabe 


62.1. Man bestimme Reflexionskoeffizient R und Durchlaßkoeffizient D für die Streuung 
an zwei aufeinanderfolgenden ö-Potentialen w(z) = —Bö(x) — B’ö(x--a) unter 
Benutzung der Reflexions- bzw. Durchlaßkoeffizienten der einzelnen ö-Potentiale 
a) durch exakte Lösung der Integralgleichung, 


b) durch sukzessive Lösung bis zur zweiten Bornschen Näherung. Welche 
Bedeutung haben die einzelnen Näherungen? 


63 Das dreidimensionale Streuproblem 


Zusammenfassung: Auch für das dreidimensionale Streuproblem an einem 
Potential Y (r) lassen sich Wellenpakete mit dem richtigen asymptotischen Verhalten 
bilden. Dieses Verhalten ist durch die einlaufende, ungestörte ebene Welle ei!t und 
durch eine vom Streuzentrum auslaufende Kugelwelle charakterisiert. Die Amplitude 
der Kugelwelle wird durch eine Streuamplitude f(#) bestimmt. Der gesamte Streu- 
vorgang an einem Zentralpotential verläuft rotationssymmetrisch um die Einfalls- 
richtung. Die Streuamplitude f(8) beschreibt den Streuvorgang vollständig; aus ihr 
berechnet sich der differentielle Wirkungsquerschnitt für Streuung in das Raum- 
winkelelement d2 zu |/(9)l? dQ. 


Wie im eindimensionalen Falle kann eine Integralgleichung für den Streuvorgang 
aufgestellt werden, die eine allgemeine Darstellung für die Streuamplitude /(d) und 
die Entwicklung eines Näherungsverfahrens erlaubt. Der totale Wirkungsquerschnitt 
O;., ist die Summe von elastischem Wirkungsquerschnitt und Absorptionsquerschnitt. 
Er ist zu $m/(0) proportional. Dieser Imaginärteil muß also stets existieren und 
positiv definit sein. Bei Rechnungen in erster Bornscher Näherung ist diese Beziehung 
noch nicht anwendbar. Zu Potentialen mit endlicher Reichweite ist der partielle 
Wirkungsquerschnitt bei kleinen Energien energie- und winkelunabhängig. 


631 Streuung an einem Störzentrum 


Am Koordinatenursprung soll sich ein kugelsymmetrisches Potential V (r) 
befinden, durch das eine einlaufende ebene Welle gestreut wird. Die physi- 
kalische Situation dieses Pro- 
blems überblickt man am ein- 
fachsten, indem man auf ein 
anschauliches Beispiel der Ma- 
krophysik zurückgreift. Man 
betrachtet zu diesem Zweck 
eine Wasseroberfläche, auf der 
sich zeitlich und daher auch 


räumlich periodische Wellen Abb. 631.1. Streuung ebener Wasserwellen an 
ausbreiten, die sich in weiter <inem Hindernis führt zu auslaufenden Kreis- 
Entfernung von ihrem Er- wellen 


2 
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zeugungsort befinden, also praktisch als ebene Wellen angesehen werden 
können. Sie sind in Abb. 631.1 als von links einlaufend dargestellt. Anı 
Koordinatenursprung bei r = 0 denkt man sich etwa einen Stab aus dem 
Wasser herausragend, an dem eine Reflexion der einlaufenden Welle statt- 
findet. Die Folge davon ist, daß von dem Stab ausgehend sich kreisförmig 
Wellen ausbreiten, die die gleiche zeitliche und räumliche Periode be- 
sitzen wie die einlaufenden ebenen Wellen. Etwas Entsprechendes wird 
man auch bei dem näher zu behandelnden Streuproblem der Quanten- 
mechanik erwarten. 


Eine zeitunabhängige Wellenfunktion 9, die dieses Streuproblem be- 
schreibt, muß der zeitunabhängigen dreidimensionalen SCHRÖDINGER- 


gleichung h2 
37 4+V0)|P=Er (1) 

genügen. Dabei sind E und p 
BAR > 3 
E=,- p=ht (2) 


die Energie und der Impuls des Teilchens, das durch die einlaufende ebene 
Welle beschrieben wird. Das Potential V(r) in (1) soll so beschaffen sein, 
daß es in großen Abständen vom Ursprung Null wird. Bekanntlich läßt 
sich eine Lösung dieser Gleichung nicht normieren. Die im Zusammenhang 
mit der Normierung auftretenden Fragen werden anschließend behandelt. 


a fm)& ihr Auf Grund der Analogie zur Wasser- 

I welle wird man von der Wellenfunk- 

# tion erwarten, daß ihr asymptotisches 

"9 Verhalten, das heißt ihr Verhalten in 

eg zn, - großem Abstand vom Koordinaten- 
ern ursprung, durch 


Abb. 631.2. Schematische Darstellung 
der Streuung einer ebenen Welle. 
Durch die Störung wird eine auslau- 
fende Kugelwelle mit richtungsabhän- 
giger Amplitude /(e) hervorgerufen 


eikr 
T 


Hp= eitt— f(e) 


beschrieben wird. Eine solche Wellenfunktion ist schematisch durch 
Abb. 631.2 dargestellt. Sie besteht wiederum aus einer von links einlaufenden 
ebenen Welle und einer durch die Störung hervorgerufenen auslaufenden 
Kugelwelle. Da ebene Welle und Kugelwelle gleiche Wellenzahl-k haben, 
bleibt der Impulsbetrag und somit auch die Energie bei der Streuung 
unverändert, das heißt, es handelt sich hier um elastische Streuung. 


/ hat die Dimension einer Länge, wird als Streuamplitude oder Streulänge 
bezeichnet und hängt von der Richtung e ab. |f ?gibt die Intensität der aus- 
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laufenden Kugelwelle in Richtung e an. Da das Problem, wie Abb. 631.2 
zeigt, rotationssymmetrisch hinsichtlich der dort strichpunktiert ein- 
gezeichneten Linie ist, diein Richtung des Ausbreitungsvektors f der ebenen 
Welle liegt, kann die Streuamplitude f(e) nur vom Winkel d gegen die 
Achse abhängen. Bei verschwindendem Potential, 7 =0, findet keine 
Streuung statt. Es darf also auch keine auslaufende Kugelwelle auf- 
treten, das heißt, es muß f=0 sein. 


Eine für dieses Streuproblem charakteristische Größe ist der elastische 
Wirkungsquerschnitt, gegeben durch 


J 


0do 


Ä o= o=]1, (4) 
mit v, als der Anfangsgeschwindigkeit der (einlaufenden) Teilchen, die hier 
bei der elastischen Streuung gleich der Endgeschwindigkeit v= p/m = hk/m 
ist. Würde es sich bei dem Streuproblem um einen Teilchenstrom handeln, 
so würde der Zähler von (4) die Zahl der pro Sekunde gestreuten Teilchen 
und der Nenner von (4) die einlaufende Teilchenstromdichte mit o als der 
Teilchendichte angeben. Hier bedeutet J den Strom der durch Streuung 
aus der einlaufenden ebenen Welle herausgegriffenen und in die Kugelwelle 
übertragenen Wahrscheinlichkeit. Gleichung (4) ist unabhängig von der 
Normierung der Wellenfunktion, da bei Zunahme von p auch die mit der 
Kugelwelle ausströmende Wahrscheinlichkeit zunimmt. Normiert man die 
einlaufende Welle entsprechend (3), so ist hiere=1. Nach (313.3) ist die 
in einem beliebigen Volumen pro Sekunde in die auslaufende Kugelwelle 
übertragene Wahrscheinlichkeit gleich dem Oberflächenintegral über die 
durch die Kugelwelle hervorgerufene Stromdichte. Integriert man über 
eine Kugel um das Streuzentrum, so erhält man 


SEI re a 
— Re |[raar ı > = f 
nel [aer ara li gr) 

Aus (4) und (5) ergibt sich 


AD =[a2| Fa}. (6) 


Dies ist der Wirkungsquerschnitt für elastische Streuung. 


P) 
or 


Die in (3) eingeführte Streuamplitude f hat die Dimension einer Länge 
und der Wirkungsquerschnitt o entsprechend die Dimension einer Fläche. 
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o und f sind die wichtigsten für einen Streuvorgang charakteristischen 
und der Beobachtung unmittelbar zugänglichen Größen. Wegen der 
statistischen Interpretation der Quantentheorie sind f und 0 Wahrschein- 
lichkeitsgrößen. Der Wirkungsquerschnitt o stellt ein Maß für die Treff- 
wahrscheinlichkeit bei gegebenem Potential dar. o bedeutet nämlich die 
geometrische Größe der Zielscheibe, durch die sich die effektive Wirkung 
des Potentials V (r) ersetzen läßt. Die in (6) noch angegebene Größe 0 (2)dl2 
bedeutet den auf einen bestimmten Raumwinkel d2 um die Richtung nach 
dem Stoß bezogenen differentiellen Wirkungsquerschnitt. Zusammenfassend 
läßt sich also sagen, daß man ein Streuproblem durch Aufsuchen seiner 
charakteristischen Größen f und o ((2) löst, indem man eine solche Lösung der 
Schröpisgergleichung (1) aufsucht, die sich-asymptotisch wie (3) verhält. 
Diese Lösung liefert eine bestimmte Funktion für die Streuamplitude /(9), 
aus der sich der Wirkungsquerschnitt nach (6) berechnen läßt. 


Die in (1) und (3) auftretenden Wellenfunktionen sind, wie bereits 
erwähnt, nicht normierbar und stellen daher keine Wellenfunktionen dar, 
durch die ein Teilchen quantenmechanisch beschrieben werden kann. Eine 
normierbare Lösung läßt sich genau wie im eindimensionalen Falle auch hier 
nur durch Superposition ebener Wellen verschiedener Energie zu einer 
nichtstationären Lösung erhalten. Bei verschwindendem Potential V = 0 
wird ein solches dreidimensionales Wellenpaket ganz entsprechend wie 
in (611.2) durch 

T 

Yt) - [ns in) er a dp=dp,dp,dp; (7) 
dargestellt, also aus ebenen Wellen mit verschiedenen Impulsen p auf- 
gebaut. y(p) ist dabei die spektrale Verteilungsfunktion, die man sich so 
vorstellen kann, daß sie nur in der Umgebung von p = p, wesentlich von 
Null verschieden ist. Man erhält dann ein räumlich konzentriertes Wellen- 
paket von der Ausdehnung %/Ap, wobei Ap die mittlere Impulsbreite der 
Spektralfunktion y(p) ist. Der Schwerpunkt 8 dieses Wellenpakets bewegt 
sich gemäß den Überlegungen von Abschnitt 321 nach der Gleichung 

0E 
== (5), (8) 
mit der Schwerpunktsgeschwindigkeit v,. 


Beim Vorhandensein eines Störpotentials V (r) ist das Wellenpaket (7) 
keine Lösung der ScHRöpInGErgleichung (1) mehr. Kennt man aber die 
nichtnormierbaren Lösungen (3) dieser SchRÖöDINGERgleichung, so erhält 
man ein Wellenpaket, das den Streuprozeß beschreibt, indem man nur die 
ebene Welle in (7) durch 9, von (3) ersetzt. Diese Lösung lautet dann 


BE 


d 
vd = [Bauen 9) 
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Das Wellenpaket (9) besteht nach (3) aus zwei Anteilen, einem geradeaus- 
laufenden Paket, das sich von (7) nicht unterscheidet und dessen Schwerpunkt 
sich gemäß (8) bewegt, und einem Anteil, der aus Kugelwellen aufgebaut 
ist und sich daher, wie Abb. 631.3 darstellt, ringförmig um das Störzentrum 
ausbreitet. In ferner Vergangenheit befindet sich der einlaufende Teil ent- 
sprechend (8) weit links. Der ringför- V 
mige Teil befindet sich bei negativen a 
r-Werten, also in einem Bereich, in ; üD; ” 
dem r überhaupt nicht definiert ist. 

Er ist also wie in Abb. 631.3a nicht 
vorhanden, und in ferner Vergangenheit by 
unterscheidet sich (9) nicht von (7). 


Nachdem jedoch das einlaufende 
Paket durch das Störzentrum hindurch- 
gelaufen ist (Abb. 631.3b), entsteht in 
ferner Zukunit, also bei großen posi- 
tiven Z-Werten, die in Abb. 631.3c dar- 
gestellte Situation. Zu den nach rechts 
weiterlaufenden ebenen Wellen ist ein 
zweites Wellenpaket hinzugekommen, 
das das Störzentrum wie eine Kugel- 
schicht umgibt und auseinanderläuft. 
Dieses Paket ist für 2=-+-T bei posi- 
tiven r-Werten konzentriert. Durch (7) 
bis (9) ist daher die wirklich auf- 
tretende physikalische Situation be- i 08 5 

: : o.ä der Streuung eines dreidimensionalen, 
schrieben. Denkt man sich die Spek- aus ebenen Wellen aufgebauten Wel- 
tralfunktion y(p) sehr engum p, kon- jenpakets am kugelsymmetrischen 
zentriert, so wird das Wellenpaket sehr Potential V zu verschiedenen Zeiten: 
weit ausgebreitet sein, und es entsteht a)t=—T,b)t=0,c)t=+T 
die Situation der Gleichungen (3) bis 
(6). Streuamplitude f(9) und Wirkungsquerschnitt o erhalten hier die 
gleiche Bedeutung wie vorher bei den nicht normierten Lösungen und sind 
daher durch diese Betrachtung physikalisch gerechtfertigt. 


Abb. 631.3. Schematische Darstellung 


632 Der totale Wirkungsquerschnitt 


In diesem Abschnitt soll der Wirkungsquerschnitt durch eine andere 
Überlegung bestimmt werden. Die bisherige Berechnung liefert den totalen 
Wirkungsquerschnitt oo = 0.1, wenn der zugrunde liegende Streuprozeß 
nur in elastischer Streuung besteht. Gibt es jedoch die Möglichkeit, daß das 
Teilchen im Störpotential absorbiert wird, so gilt 


or Iat Ger 69) 
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mit o, als dem Absorptionsquerschnitt. Die Berechnung von o;,: erfolgt hier 
nicht wie vorher durch eine Untersuchung der auslaufenden Kugelwelle, 
sondern vielmehr dadurch, daß man die eingelaufene Welle betrachtet, 
und nach dem Stoß untersucht, welchen Intensitätsverlust sie erlitten hat. 


In Abb. 632 ist die Situation schematisch dargestellt. Von links läuft eine 
ebene Welle ein. In der Mitte befindet sich ein Störzentrum, von dem Kugel- 
wellen auslaufen, und sehr weit rechts befindet sich eine große Fläche I". 


F 


Abb. 632. Zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts 


Verschwindet das Störpotential, so verschwindet auch der Wirkungsquer- 
schnitt, und es gilt 

o=0: J=j,F jo 0% U ER (2) 

m m 

Dabei ist J der durch die Fläche F laufende Teilchenstrom und 5, die zu- 
gehörige Teilchenstromdichte, hervorgerufen durch die einlaufende Welle, 
die in der Normierung (631.3) die Teilchendichte o = 1 besitzt. Berechnet 
man den Teilchenstrom J nunmehr bei Vorhandensein einer Störung, so 
wird . kleiner, weil ein Teil der einfallenden Teilchen am Streuzentrum 
verlorengeht. Das Resultat läßt sich interpretieren durch 


o=+0: J=j,(F—- at 40a). (3) 


Hierbei ist von der Bedeutung des Wirkungsquerschnitts o als geometrisches 
Hindernis unmittelbar Gebrauch gemacht. Es ist jedoch zu berücksichtigen, 
daß ein Teil der gestreuten Teilchen auch noch die Fläche F durchquert. 
deren Beitrag zu J in (3) gesondert durch Ao., berücksichtigt wird. 


Die Berechnung des Teilchenstroms (3) erfolgt nach (313.3): 
1ıh 0 
a LI Er 
Für g kann der asymptotische Wert (631.3) eingesetzt werden, da sich die 
Fläche F in großem Abstand x hinter dem Streuzentrum befinden soll. Da 
die Fläche senkrecht zur Einfallsrichtung steht, gilt 


3 0 0 & 
di=dFe, er dm? (5) 


eikr 


u) (4 
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und aus (4) wird 


Ve farle + er + |) 


m 


Re far Hr Zt N +5, (6) 


_hk 
m 


[F + A %ı] Fr Jg- 


Von den vier Termen, die sich insgesamt bei der Auswertung von (6) er- 
geben, enthält der erste nur den Einfluß der ebenen Welle und liefert 
wieder den Wert (2) für J. Der zweite Term stellt den durch die Fläche F 
hindurchtretenden Anteil der Kugelwelle dar. Er ist entsprechend (3) 
wegen (631.5) mit Ao,; zu interpretieren und enthält natürlich nicht den 
gesamten elastischen Streuquerschnitt, weil die Fläche F das Störzentrum 
ja nicht vollständig umschließt. 


Der Beitrag der gemischten Terme in (6) wird mit J, bezeichnet, er 
bestimmt gemäß (3) den totalen Wirkungsquerschnitt: 


u tern ee a]. m 


i0% r 


Die im Integranden von (7) auftretenden Glieder enthalten Faktoren 
exp[+?k(r—x)] und liefern daher nur dort wesentliche Beiträge, wor = x 
ist. Bei der Auswertung von (7) kann daher 


rt t d—=0 (8) 


gesetzt werden, und zwar wird in den Exponenten die Näherung (8) bis 
zur zweiten Ordnung, in den Nennern dagegen nur bis zur ersten Ordnung 
benötigt. 0/%0x kann durch k ersetzt werden; denn die im zweiten Term 
von (7) noch auftretenden Zusatzglieder spielen für große Abstände x 
keine Rolle. Damit ist der zweite Term zum ersten komplex konjugiert 
und es gilt 2 
ö m =— Ne [ar En ei). (9) 


Mit dem Flächenelement dF =2nsds=nd(s?) liefert die Auswertung 
von (9) 


= —2Re [2= ro ala) ei) 


SR 32 nelyıo [due] (10) 
0 


=— le 1/0) a) n BL: 
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Dabei ist e*°* nur zur Auswertung als konvergierender Faktor eingeführt. 
Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich also endgültig als 


00 = Im FO) an) 


zum Unterschied vom elastischen Streuquerschnitt (631.6). Liefern (11) 
und (631.6) die gleichen Werte, so verschwindet o, in (1), und der Streu- 
prozeß ist rein elastisch. Bemerkenswert in (11) ist noch, daß der Imaginär- 
teil von f(0) offenbar grundsätzlich positiv definit sein muß, da Oot eine 
positive Größe ist. 


633  Dreidimensionale Integralgleichung 


Für verschiedene Anwendungen ist es zweckmäßig, die Lösung @ des Streu- 
problems, die der Gleichung 


 A+V) p=Ey (l) 


2 


genügen und das durch (631.3) gegebene asymptotische Verhalten 


p—el!+f(e) 


eikr 


(2) 


zu 


aufweisen muß, durch eine Integralgleichung zu bestimmen, deren Lösungen 
automatisch das asymptotische Verhalten (2) aufweisen. Die Ableitung 
dieser Integralgleichung erfolgt völlig analog zu den Ausführungen von 
Abschnitt 621 für den eindimensionalen Fall. 


Zunächst wird durch 
h?k? 
Im 


Zoe (8) 


die Schröpingergleichung (1) in die übersichtlichere Form 
A+K]p=— wiup (4) 


überführt. Die Lösung von (4) und (2) soll nun der Integralgleichung 


y=gt [ar ee V)u’)ew) (5) 


genügen, wobei p, und @ durch 


— eilt @ A, (6) 
9=e (—-N)= 4a|ıı—v| 
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gegeben sind. Wendet man nämlich den Differentialoperator von (4) auf (5) 
an, so stellt man fest, daß die Differentialgleichung (4) von einer Lösung 
der Gleichung (5) erfüllt wird, falls für den Integralkern G die Bedingung 


[HR] =— ölt) (7) 


erfüllt ist. Der Integralkern (6) hat die Eigenschaft (7). Für v=+=0 sieht 
man das sofort ein, benutzt man die Darstellung (Ö°/rOr*)r des LAPLAcH- 
operators in Kugelkoordinaten. Im Falle r=0 bildet man von (7) das 
Volumenintegral über eine Kugel mit dem Radius R und überführt es auf 
der linken Seite durch Anwendung des GauSssschen Satzes in ein Ober- 
flächenintegral. In der Grenze R — 0 ergibt sich eine Identität (siehe auch 
W 435). Somit befriedigt eine Lösung von (5) die ScuRÖDINgERgleichung (4). 


Es bleibt noch zu bestätigen, daß eine Lösung p von (5) auch das ge- 
wünschte asymptotische Verhalten (2) besitzt. Die Differenz 
eik Ir-v| 
99 [av nee) pe) (8) 
muß sich daher wie eine auslaufende Kugelwelle verhalten. Für |r — r’| gilt 
aber die asymptotische Entwicklung 


r>r': t—rY|=r—er mit e=-—, (9) 
die im Exponenten von (8) bis zur ersten und im Nenner nur bis zur nullten 


Näherung benötigt wird. Mit dieser Näherung (9) wird aus (8) 


eikr "dr’ 


99-7, er ul)ol). (40) 


r ) 4n 
Jede Lösung p von (5) besitzt also das asymptotische Verhalten von (2). 


Wie ein Vergleich von (2) und (10) zeigt, erhält man auf diese Weise 
gleichzeitig eine Darstellung der Streuamplitude f durch 


fe) -[ Be vw (11) 


e ist die in Abb. 631.2 eingeführte Richtung des elastisch gestreuten 
Teilchens. 


634 DBornsche Näherung 


Genau wie beim eindimensionalen Streuproblem läßt sich aus der 
Integralgleichung (633.5) ein Näherungsverfahren entwickeln, das die 
Wellenfunktiong durch eine Entwieklung nach Potenzen des Störpotentials zo 
angibt. Symbolisch kann (633.5) in der Form 


9=NtF@wp (1) 


22 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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geschrieben werden. Durch sukzessives Einsetzen der linken Seite auf der 
rechten erhält man wie in (622.4 und 5) eine Reihe, die auch durch die 
formale Entwicklung von 

1-@u]lpe=g, (2) 
nach Gw entsteht: 


P=[1-Guf'g=[1+Gw+(@w)’+-.]9- (3) 


Hier tritt g nur noch auf der linken Seite auf, während auf der rechten 
Seite von (3) nur noch bekannte Funktionen und Integrationsvorschriften 
stehen. 


Das Näherungsverfahren ist geeignet, die Streuamplitude f ebenfalls 
als Potenzreihe in w darzustellen. Die Streuamplitude (633.11) 


fo=[Z eu) pi) (® 


wird in erster Näherung 
j dL sag ü(t— ke ai 
Sate)= [FE et) HR. (5) 


Bis auf einen Faktor 1/4 ist die Streuamplitude in erster Näherung also 
identisch mit der Fourizktransformierten ® der Störfunktion w(r) zum 
Argument (f —%k‘). Ist das Störpotential kugelsymme- 


_K trisch w= w(r), so lassen sich die Winkelintegrationen 
in (5) unmittelbar durchführen. Zunächst wird 


es} +1 
7 Jod = [rar wen [I der 
Abb. 634. ö 1 (6) 
Zur Berechnung N 
von K=|t—ke| mit K=|!—kel=2ksinZ 


2 


Die hier eingeführte Größe K ergibt sich anhand von Abb. 634 zu 2% sin 0/2. 
Die Winkelintegration in (6) führt auf 


x 


fn(®) = g|rdrußr) sinKr. (7) 
0 


Dieses Ergebnis soll im nächsten Abschnitt auf einige einfache Potentiale 
angewendet werden. 


635 Anwendungen der Borxschen Näherung 


Nach den bisherigen Ausführungen berechnet sich der elastische Streu- 
querschnitt (631.6) durch 


=faQeW—faR2|fo) |? (1) 


[685] 63 Das dreidimensionale Streuproblem 327 
und der totale Wirkungsquerschnitt nach (632.11) durch 
Hr — ImFf(0); (2) 


während die für beide Wirkungsquerschnitte erforderliche Streulänge 
nach (633.11) durch 
d ik ‘ 
fe) -[E Pwp gzeker (3) 


gegeben ist. In erster Bornscher Näherung wird die Streulänge für kugel- 
syımmetrisches Potential w(r) nach (634.6 und 7) 


je 0} 
1 4_k ; 1 e 
Jod) =, [Ketten rdrw(r)sinKr, (4) 
ö 
wobei zur Abkürzung die Größen 
un V(r) K=|f—ke|=2ksin ? (5) 


verwendet sind. Diese Formeln sollen nun auf einige Beispiele angewandt 
werden. 


Es sollen die Streuamplituden und Wirkungsquerschnitte verschiedener 
Potentiale aufgesucht werden. Dabei werden nur Abstoßungspotentiale, 
w(r) <0, behandelt. Die Ergebnisse für die entsprechenden Anziehungs- 
potentiale erhält man einfach durch Vorzeichenwechsel in den Ergebnissen. 
Zunächst wird ein abstoßendes d-Potential am Koordinatenursprung unter- 
sucht. Es ist also 


wi) =—Pölt) [P]= m (6) 


gegeben. Die Potentialkonstante ß hat die Dimension einer Länge. Die erste 
Borxsche Näherung liefert für die zugehörige Streulänge 


a9=-L, 7) 


wie man aus (4) erkennt. Sie ist winkelunabhängig. Die zugehörige Streu- 
wirkung ist also kugelsymmetrisch, und der Streuquerschnitt ist nach (1) 


2 


ww. | (8) 

Würde man versuchen, den Wirkungsquerschnitt durch (2) zu bestimmen, 
so erhielte man den Wert ot = 0, denn fin (7) besitzt keinen Imaginärteil, 
da ß als reell angenommen wurde. Die Ursache für den hier auftretenden 
Widerspruch ist darin zu suchen, daß f nur bis zur ersten Ordnung in ß 
berechnet wurde, also klein in ß ist. Der Wirkungsquerschnitt (1) jedoch ist 


22* 
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dann mindestens eine quadratische Größe in ß. Will man daher (2) zur 
Berechnung des Wirkungsquerschnitts benutzen, so muß man dazu f 
mindestens bis zur zweiten Ordnung in ß kennen, das Borxsche Verfahren 
also bis zur zweiten Näherung geführt haben. Nebenbei sei erwähnt, daß 
das dreidimensionale ö-Potential kein physikalisch vernünftiges Potential 
darstellt und nur in der ersten Näherung des Borsschen Verfahrens schein- 
bar vernünftige Werte liefert. Die höheren Näherungen ergeben eine diver- 
gente Reihe. Betrachtet man nämlich das ö-Potential als den Grenzfall eines 
Potentialtopfes für V,— ® und a—- 0, so hängen die Streueigenschaften 
bei vielen Grenzübergängen nicht nur vom „Volumen“ a? V, ab, nehmen 
also bei verschiedenen Ausgangspotentialen ö, keinen eindeutigen Grenz- 
wert an. 


Als nächstes soll die Streuamplitude fin erster BoRnscher Näherung für 
eine durch 
w(r) = | " für sa (9) 


gegebene Potentialkugel berechnet werden. Auf Grund von (4) ergibt sich 


a a 

PER a RR: u of , RE 0 sınKa 
= — zZ |rdrsin Kr = gg jdr es Kı= SKK 
v 0 (10) 


[sinKa— KacosKa|]. 


P’30 
= 
Bei niedrigen Energien und kleinem Radius a ist Ka<<1, und f läßt sich 
als eine Entwicklung nach Potenzen von Ka darstellen. Die Entwicklung 
liefert 

za? 2 


ka<l: fyd)=—-z-|1 


3 5 


(kajsin® +... (11) 
für die Streulänge. 


Da das in (ka) quadratische Glied in (11) nur geringen Einfluß hat für 
(ka) <1, ist die Streuamplitude praktisch kugelsymmetrisch und unab- 
hängig von k, also von der Energie der gestreuten Welle. Für k läßt sich 
mit der pe BrocLisschen Beziehung der Impuls einführen, so daß die 
Voraussetzung 

ka] yazh (12) 


gleichbedeutend damit ist, daß in klassischer Deutung der Drehimpuls 
L=- pa klein gegen h ist. Die zugehörige Situation ist in Abb. 643.1 dar- 
gestellt. In Übereinstimmung mit den dortigen Betrachtungen bedeutet (12), 
daß die Streuamplitude kugelsymmetrisch bleibt, solange der größte beim 
Streuprozeß überhaupt wechselwirkende Drehimpuls Z ax kleiner als A ist. 
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Unter dieser Voraussetzung ist auch der differentielle Wirkungsquerschnitt 
winkelunabhängig und es wird nach (1) 


2 2 
ons) für ka<l. (13) 


Man beachte, daß (11) und (13) unter der Voraussetzung (12) auch von der 
Energie unabhängig sind. Das Ergebnis (13) deckt sich übrigens mit (8), 
wenn man 


ei ß (14) 


setzt und zur Grenze «— 0 übergeht; (14) bedeutet für diesen Grenz- 
übergang, daß f dr V(r) konstant zu halten ist. 


Als nächstes Beispiel wird das sogenannte YukAwapotential 
ut ar 1 _ 
ie Zu (15) 
untersucht, das bei der Wechselwirkung zweier Nukleonen im Atomkern 
eine gewisse Rolle spielt und bei dem 1/x ein Maß für die Reichweite dieser 
„Kernkraft“ ist. Nach (4) und (5) wird die Streuamplitude zu 


oo 
= 2m 9 h u EN 2mg? 1 
Sad =— gr £ Im [rar Tg NE 
0 


(16) 


2mg? x -+iK 
ER NN STR: 


berechnet. sin Kr ist hier durch ImeiX” ersetzt, um die Durchführung der 
Integration zu vereinfachen. Die gesuchte Streuamplitude wird also 


Sie ist wie früher in anderen Fällen wieder reell und trägt in dieser Näherung 
nichts zum totalen Wirkungsquerschnitt (2) bei. Auch in diesem Fall werden 
die Streuamplituden winkelunabhängig bei niederen Energien, wenn die 
Voraussetzung k?<<x°, also (12), erfüllt ist, wobei aber das a hier durch (15) 
gegeben ist. 


Die Streuwirkung des Couzomppotentials geht aus diesen Formeln 
hervor, wenn man g durch e ersetzt und zur Grenze «— 0 übergeht. Die 
Streuamplitude wird dann 

2me? 1 e& 1 
od) = Tr 9 7 Im ®° (18) 


se EN 
sin? — sin? — 
2 2 


v ist die Geschwindigkeit des einlaufenden Teilchens in großem Abstand. 
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Der zugehörige differentielle Wirkungsquersehnitt wird 


e& \2 
oW)dR2= 8) d)d2= (so) z (19) 


Dieser Ausdruck ist empfindlich winkelabhängig, weil Voraussetzungen 
für Winkelunabhängigkeit wie (12) nicht in Betracht kommen, denn die 
elektrostatische Abstoßung ist eine Kraftwirkung mit großer Reichweite, 
für die sich überhaupt keine Größe a als Grenzreichweite definieren läßt. 
Dieser Wirkungsquerschnitt (19) stimmt mit dem für klassische Streuung 
abgeleiteten Querschnitt (116.17) überein. Er wird unendlich für d = 0 
(siehe auch Abb. 116.3). Das liegt daran, daß auch Teilchen, die in großem 
Abstand am Streuzentrum vorbeilaufen, noch geringe Winkeländerungen 
erfahren. Der Gesamtquerschnitt läßt sich aus diesem Grunde nicht angeben. 
Es ist ferner wichtig, darauf hinzuweisen, daß in diesem besonderen Falle 
sowohl die klassische Rechnung wie auch die erste Bornsche Näherung 
den exakten Wirkungsquerschnitt liefert, was bei den anderen Beispielen 
den Voraussetzungen entsprechend natürlich nicht der Fall sein kann. 
Die Übereinstimmung von (19) mit dem exakten Wert ist hier als zufällig 
anzusehen. 


Übungsaufgabe 


63.1. Man zeige, daß mit den Streuamplituden /1,(8), /,(9) in erster bzw. zweiter 
Borxscher Näherung allgemein o,.1= Orte, für beliebiges reelles, symmetrisches 
Potential gilt. 
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Zusammenfassung: Die Entwicklung der Wellenfunktion (rt) nach Eigen- 
funktionen des Drehimpulses führt auf die bekannte Differentialgleichung für die 
Radialfunktionen «,(r). Für Potentiale mit begrenzter Reichweite unterscheiden sich 
die Lösungen u, im Potential w von den Lösungen u? ohne Potential in ihrem asympto- 
tischen Verlauf nur durch die Streuphasen ö,, die durch das vorgegebene Potential 
bestimmt sind. Die Koeffizienten c, in der Entwicklung für p(r) werden so bestimmt, 
daß p(r) das gewünschte asymptotische Verhalten besitzt. Die Streuamplitude f(9), 
und mit ihr der differentielle und gesamte Wirkungsquerschnitt, lassen sich dann 
durch die Streuphasen 6, ausdrücken. Der Gesamtwirkungsquerschnitt a erscheint 
als Summe über Beiträge o, von den einzelnen Drehimpulsen. Zum Streuprozeß an 
einem Potential endlicher Reichweite « tragen nur Drehimpulse bis zu einem durch 
die Einfallsenergie bestimmten Maximaldrehimpuls Aka wesentlich bei, für die 
übrigen ist 6,» 0. Dadurch wird die Konvergenz der auftretenden Reihen für f 
und o gesichert und die wirkliche Berechnung erleichtert. Die Borysche Näherung 
läßt sich auch zur Berechnung der Streuphasen anwenden, ferner erlaubt das 
Schwingsrsche Variationsverfahren deren genäherte Bestimmung. 
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641 Eigenzustände des Drehimpulses 


Das Streuproblem ist, wie in Kapitel 63 gezeigt werden konnte, dann 
gelöst, wenn es gelingt, eine Wellenfunktion@ zu bestimmen, die der 
SCHRÖDINGERgleichung 


[A+K]p=—w(r)p A) 
genügt und sich asymptotisch wie 
y—eittı-f(d) — C= 008% (2) 


verhält. Die dabei auftauchende Größe f wird als Streuamplitude bezeich- 
net und liefert bei Abwesenheit von Absorption den elastischen Wirkungs- 
querschnitt o in der Form 


= [anf oP- FE Imfin) dQ=2ndt. (3) 


Hierbei ist zum Unterschied von (631.6) lediglich &=cos®# statt des 
Winkels 9 eingeführt. Aus Symmetriegründen kann f nur vom Winkel 9 
zwischen Einfalls- und Ausfallsrichtung abhängen, nicht aber vom Azimut- 
winkel um die Einfallsrichtung als Achse. 


Es konnte bislang gezeigt werden, daß sich für (1) und (2) eine Integral- 
gleichung angeben läßt, die nach BorRN eine genäherte Auswertung er- 
möglicht, indem p nach Potenzen des Störpotentials w entwickelt wird. 
Nunmehr soll die Frage untersucht werden, unter welchen Voraus- 
setzungen sich das Streuproblem exakt lösen läßt. Da das Störpotential 
nur vom Radius r abhängt, erscheint es zweckmäßig, die Wellengleichung 
wiein Abschnitt 431 auf Kugelkoordinaten zu transformieren. Eine Lösung p, 
die den Bedingungen (1) und (2) genügt, muß sich dann nach Eigenzuständen 
des Drehimpulses entwickeln lassen: 


Pape. (4 


Hier sind P, die Legenpreschen Polynome, die bis auf unwesentliche 
Normierungsfaktoren mit den Kugelfunktionen Y,, übereinstimmen und 
nach Abschnitt 433 den Gleichungen 
2dr 

far» P(+)= (+1) (5) 
genügen. Andere Kugelfunktionen Y,„ mit m = 0 werden zum Aufbau der 
Wellenfunktion (4) nicht benötigt, da sie vom Winkel um die Einfallsrichtung 
abhängen, von dem die gesuchte Wellenfunktion mit dem asymptotischen 
Verhalten (2) unabhängig sein soll. Die in (4) eingeführte Funktion a, muß 
nach Abschnitt 441 der radialen ScHRöDInGERgleichung 


d: I(d-+1 
44H = won (6) 


genügen. 
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Bei Abwesenheit eines Störpotentials, also unter der Voraussetzung 
w= 0, erhält man als Lösungen bei gegebenem k die Funktionen 


= Schr Iren, (kr) 
w—ß: (7) 
V=VZkrIın,en. 


In (7) treten halbzahlige BEsseLfunktionen auf, von deren Eigenschaften 
hier lediglich ihr asymptotisches Verhalten interessiert. Für r — gilt 


u— sin(kr— 50) 
rox: (8) 
vo — cos (kr _ zZ) 
und für r > 0 
ur zi+ı 
r—0: (9) 
ur! 
Diese Eigenschaften lassen sich bereits der Gleichung (6) mit w = O ansehen. 
Denn für r—- oo verschwindet das Zentrifugalpotential, und man erhält 
rein periodische Lösungen mit willkürlicher Amplitude und Phase, über 
deren Wert also wie in (8) verfügt werden soll. Bei r — 0 lassen sich für 
l=++0 dem Zentrifugalpotential gegenüber alle übrigen Terme von (6) ver- 
nachlässigen, und ein Potenzansatz r* für u? und v? liefert die Bedingungs- 
gleichung «(x — 1) =1!(l+ 1) mit den Lösungen« =1!+1lundae = -I. 


Die Eigenschaft (9) gilt übrigens auch für alle Potentiale w, die am 
Ursprung nicht stark singulär sind, weswegen der Index 0 in (9) fort- 
gelassen ist. Im übrigen erhält man bei Anwesenheit eines Potentials w 
von endlicher Reichweite a Lösungen, die in großem Abstand ebenfalls 
rein periodisch werden, weil dort w= 0 wird. Sie müssen aus (8) als 


1 sin (kr— 14 6,) 
1r— 00: für w=#0 (10) 

9 —- C08 ae a di) 
hervorgehen. Die Phasenverschiebungen 6, sind zunächst noch unbekannt. 
Die Situation ist in Abb. 641.1 wiedergegeben. Bei kleinen Abständen wirkt 
das Zentrifugalpotential stark abstoßend und läßt daher keine wesentlichen 
Amplituden für die Funktion u, zu. Außerhalb der Grenzreichweite a 
geht u, schließlich in einen rein periodischen Verlauf über. 


Für die Beschreibung von Streuprozessen kommen unter den besprochenen 
Voraussetzungen nur die Lösungen u,in Betracht, da sie allein am Ursprung 
bei r— 0 endlich und normierbar bleiben. 


[641] 
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Die physikalische Bedeutung dieser Lösung läßt sich wie folgt verstehen: 


Zerlegt man die Funktion 
ink 1 s ; 
— Le ET jet e-'kr] 


al) 


in ihre beiden komplexen Kompo- 
nenten und denkt sich den periodi- 
schen Zeitfaktor hinzu, so sieht man, 
daß sie sich aus einer auslaufenden 
und einer einlaufenden Welle zusam- 
mensetzt. Das Streuproblem wird 
also in Gleichung (4) auf ein Problem 
zurückgeführt, bei dem Kugelwellen 
zu bestimmtem Drehimpuls ! asym- 
ptotisch einlaufen und wieder auslau- 
fen. Befindet sich am Ursprung kein 
Störpotential, so erhalten diese Wel- 
len die Form u®. Befindet sich da- 
gegen am Ursprung ein Störpoten- 
tial w, so erfahren sie durch das 
Potential eine  Phasenverschie- 
bungö,. Beiverschwindendem Poten- 
tial muß ö, = 0 sein. Die ö, werden 
als Streuphasen bezeichnet. 


Un das Streuproblem exakt zu 
lösen, wird es also offenbar notwen- 
dig, zunächst die Streuphasen ö, von 
(10) durch Berechnung von u, oder 
zumindest des asymptotischen Ver- 
haltens von u, aus der Gleichung (6) 
zu bestimmen. Die asymptotische 
Berechnung von u, ist deswegen hin- 
reichend, weil von der Wellenfunk- 
tion (4) nur das asymptotische Ver- 
halten bekannt zu sein braucht, um 
die Streuamplitude f und den Wir- 
kungsquerschnittozubestimmen.An- 
schließend, und das wird die Aufgabe 


1t+41)_ 
a win) 


1) EBEN 


Abb. 641.1. Verlauf der Radialfunktion 
u, (r) im effektiven Potential 
KU-+1)/r?—w für den Fall eines An- 
ziehungspotentials (7/<0, w>0). Für 
kleine r wirkt das Zentrifugalpotential 
I(l ++ 1)/r? stark abstoßend 


Vr) 


Abb. 641.2. Abstoßende Potentialkugel 
und zugehörige Radialfunktion u,(r) 


der nächsten beiden Abschnitte sein, sind die Koeffizienten c; in (4) so zu be- 
stimmen, daß das asymptotische Verhalten (2) erhält. Dabei lassen sich die 
Größen f und o durch die dann bekannten Phasenwinkel ö, neu darstellen. 


Als Beispiel soll die Berechnung des Phasenwinkels ö, für eine abstoßende 
Potentialkugel durchgeführt werden, deren Potential durch (635.9) gegeben 
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und in Abb. 641.2 dargestellt ist. Für 2= 0 wird die Wellengleichung (6) 
einfach, und es läßt sich für die Wellenfunktion im äußeren und inneren 
Bereich der Ansatz 
u, = sin(kr + 6) 
EI fürr>a K=y#—k? (12) 
u; = 4 SinKr 


machen. Wenn an der Grenze sehr starke Abstoßungskräfte wirken, also 
#—- co geht, verschwindet die Wellenfunktion im inneren Bereich und 
beginnt erst bei r = a, wie in Abb. 641.2 gestrichelt wiedergegeben ist. In 
diesem Fall wird daher 


Ko: w—0 o=—ka. (13) 
Bei beliebigen Werten von x ist die Situation etwas komplizierter, und man 


erhält die Größen ö, und A von (12) mit der Forderung nach Stetigkeit 
von u und seiner ersten Ableitung beir= a: 


uU, ACinKa=sin(ka-+ ö,) 
für r=a. (14) 
ö ö j 
(3), = (Fe), AK CojKa = kcos(ka -+ ö,) 


Durch Elimination von A wird hieraus 
tg(ka td) + TIgKa, (15) 


die Bestimmungsgleichung für ö,. Auch hier läßt sich der Grenzfall (13) 
unmittelbar erkennen, für — oo wird auch XK— oo und Tg(Ka) — 1, so 
daß die rechte Seite von (15) verschwindet und ö, wiederum den Wert (13) 
annimmt. 


642 Streuamplitude und Wirkungsquerschnitte 


Nach den Ausführungen von Abschnitt 641 läßt sich die Wellenfunktion 
des Streuproblems in der Form 


P- 2 a7 Pi) (1) 


darstellen, wobei die Funktionen u, Lösungen der SCHRÖDINGERgleichung 
(641.6) sind und sich nach (641.10) asymptotisch wie 


w— sin (kr — 146) (2) 


verhalten. Dabei können die Streuphasen ö, durch Lösung der radialen 
SCHRÖDINGERgleichung für jeden Drehimpulsbeitrag einzeln bestimmt 
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werden. Offengeblieben ist hierbei noch die Frage, wie über die Koeffizienten 
cin (1) verfügt werden muß, damit @ das asymptotische Verhalten 


pet ro 


(3) 


— 
bekommt. Weiter ist noch zu klären, in welchem Zusammenhang die Streu- 


amplitude f mit den nunmehr als bekannt vorausgesetzten Streuphasen ö, 
steht. 


Um den Zusammenhang zwischen (1) und (3) herzustellen, muß man 
zunächst die ebene Welle e’!* nach Kugelfunktionen entwickeln: 


nette Far). (4) 
Da die ebene Welle selbst der Gleichung 
[A+kjett=0 (5) 


genügt, müssen die in (4) auftretenden Funktionen u? der Gleichung 


d? Id+1 

I+= Fe q Ip ul)=0 (6) 
genügen. Es soll bewiesen werden, daß die vu) mit den in (641.7 und 8) ein- 
geführten Funktionen übereinstimmen, wenn die Koeffizienten c; von (4) 
durch 


‘= ——-i (7) 


gegeben sind. Da die u? von (4) derselben Gleichung (6) wie früher genügen, 
ist es nur noch erforderlich, daß sie auch das asymptotische Verhalten von 
(641.8) aufweisen. Multipliziertt man (4) mit P, und integriert über £, so 
bleibt wegen der Orthogonalitätsbedingung (641.5) auf der rechten Seite 
nur noch der Koeffizient mit 2 =’ von der Summe übrig. Ersetzt man /’ 
wiederum durch /, so wird unter der Voraussetzung (7) 


+1 
DE [ dleikrtp (d). (8) 
1 


Durch wiederholte partielle Integration läßt sich (8) in eine Reihe mit 
fallenden Potenzen von r entwickeln, deren erstes Glied das asymptotische 
Verhalten von u? enthält. Mit i = ei*!2 wird aus (8) 

+1 
Fa 
u = 3 dfeitr?] P,(d) 
-2 (9) 


7t 
-i—1 


- [er rad-etnen]- [ern all. 
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Durch weitere Fortführung der partiellen Integrationen erhält man Glieder 
l/r, 1/r® ..., die im Integranden immer höhere Ableitungen von P; ent- 
halten. Da P, aber ein Polynom I!-ten Grades in £ ist, bricht die Reihe nach 
I Gliedern ab. 


Das asymptotische Verhalten von u] folgt aus dem ersten Term von (9) 
unter Berücksichtigung von (641.5) zu 


le] ner) für ro. (10) 


u° stimmt also mit der früheren Definition in (641.7 und 8) überein. Die 
ebene Welle (4) wird also endgültig durch 


et — m > dur (r) P,(&) 


(11) 
= SH Hin (kr — ZU) Pu fir 


dargestellt. Ersetzt man in (1) die Koeffizienten c, durch cj«,, so erhält man 
zusammen mit (7) entsprechend 


PO=- 3 u Hay (m) P,(&) 


(12) 


+23 ta, sin (er — Z 14 8) Pıd) für ro. 

In diesen Formeln (11) und (12) sind die «, einstweilen noch willkürlich. 
Über ihren Wert muß so verfügt werden, daß das asymptotische Verhalten 
der Wellenfunktion der Gleichung (3) entspricht. 


Die Differenz zwischen p und der einlaufenden ebenen Welle 


7) )—et=3 — BI 


(ww —u)P,(d) (13) 


soll sich nach (3) wie eine auslaufende Kugelwelle verhalten. Vergleicht 
man das asymptotische Verhalten von (3) mit demjenigen der rechten Seite, 
das aus (11) und (12) folgt, so muß 


PN N Ye Zu "[asin (kr — 314 8,)- sin (kr — 1) | PC) 
lerne - 
ı 


gelten. 
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Dieser Ausdruck enthält auslaufende wie auch einlaufende Komponenten. 
Nur wenn man die noch freien Koeffizienten durch 


= ei (15) 


ersetzt, verschwinden die einlaufenden Komponenten von (14), und die 
Wellenfunktion (12) hat das gewünschte asymptotische Verhalten (3). 
Man entnimmt (14) und (15) unmittelbar die Streuamplitude 


2!+1 


SO=- Ir E"-DRO=-L —-erindPd,| 6) 


21-+1 
k 


ausgedrückt durch die Phasenwinkel ö,. Das Ergebnis ist eine unendliche 
Reihe über die Drehimpulszustände 1. 


Der zugehörige differentielle Wirkungsquerschnitt ist 


AR =FOAR-|S HL je sind, P(HPaR. (17) 


Der Gesamtquerschnitt folgt aus (17) durch Integration über alle Raum- 
winkel 
5 5 r = 
0 [oWa0= ZT sindjsind, ca [2racpır.. as) 
Das liefert bei Berücksichtigung der Orthogonalitätsrelation (641.5) für 
den Streuquerschnitt 


4 ER 
o=N0= er a +1)sin?ö,. (19) 
1 


Bemerkenswert an dieser Darstellung ist, daß der Streuquerschnitt sich 
hier als eine Summe über Wechselwirkungsbeiträge zu verschiedenen 
Drehimpulsen I darstellt. Der Beitrag o; vom Drehimpuls I kann offenbar 
eine obere Schranke nicht überschreiten, die durch 


sel y=- Zeit) (20) 
und damit durch das Quadrat der Wellenlänge } des einlaufenden Teilchens 
gegeben ist. 

Der totale Wirkungsquerschnitt muß sich anhand der Gleichung 


= gmfi) (21) 


bestimmen lassen. Setzt man den Imaginärteil von (16) mit £=1 in (21) 
ein, so erhält man wiederum (19). Der totale und elastische Querschnitt 
stimmen also überein. Die hier durchgeführte Untersuchung beschränkt 
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sich damit offenbar auf Streuung an Potentialen, in denen keine Absorption 
des einfallenden Teilchens möglich ist. 


Als Beispiel soll der Wirkungsquerschnitt der harten Potentialkugel 
unter der Voraussetzung bestimmt werden, daß zum Wirkungsquerschnitt 
nur der Drehimpuls ! = 0 beiträgt. Wann diese Voraussetzung erfüllt ist, 
bleibt noch zu untersuchen. Nach (641.13) ist ö, = —ka und nach (16) also 


1 ; f 
S=-ze"sinka. (22) 


Der zugehörige Wirkungsquerschnitt ist 


47 


= Imfl )- sin (23) 
und unterscheidet sich offenbar sehr wesentlich von dem Wert, den die 
Borxsche Näherung liefert, insbesondere bei starker Abstoßung. Während 
dort wegen K— oo auch o — oo wurde, bleibt hier der Wirkungsquerschnitt 
unter der gleichen Voraussetzung endlich und erfüllt die Bedingung (20). 
In Übereinstimmung mit den Überlegungen von Abschnitt 622 ist die 
Bornsche Näherung nur bei solchen Potentialen und Energien anwendbar, 
bei denen das Verhältnis (E — V)/E nicht zu sehr von 1 verschieden ist, 
weil nur dann dieser Näherung entsprechend die Wellenfunktion @ und 
die einlaufende ebene Welle im Potentialbereich als ungefähr gleich an- 
gesehen werden können. 


643 Potentiale mit begrenzter Reichweite 


Bei den Ausführungen von Abschnitt 641 und 642 stellte sich heraus, 
daß sich die beim Streuprozeß meßbaren Größen, die Streuamplitude f und 
der Wirkungsquerschnitt ” darstellen lassen als 


’O= zT Pr 21-1) elsinö,P; (©) 
(1) 
0 2l+ 1)sin?6, 
1 


Die Summation in (1) entspricht einer Summation über die Drehimpuls- 
zustände u,, die der Differentialgleichang 


= en +2?) a 2) 


dr? 
genü gen und sich asymptotisch wie 
w—sin(kr— 14 3.) für r—o (3) 


verhalten. Die in (1) auftretenden Streuphasen , lassen sich einzeln durch 
Lösung des durch (2) und (3) gegebenen Problems berechnen. Die meßbaren 
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Größen sind auf diese Weise als unendliche Reihen dargestellt, in deren 
Gliedern Größen ö, auftauchen, die sich aus Lösungen gewöhnlicher (nicht 
partieller) Differentialgleichungen bestimmen lassen. 


Zur exakten Bestimmung der observablen Größen von (1) gehört daher 
die Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichungen (2), die bei vor- 
gegebenem Potential w(r) mit numerischen Methoden beliebig genau erzielt 
werden kann. Die Schwierigkeit besteht lediglich darin, daß sich mit 
wachsenden Anforderungen an die Genauigkeit der Arbeitsaufwand enorm 
vergrößert. Mit modernen Rechenmaschinen läßt sich das Problem stets 
bewältigen. Darüber hinaus existieren für eine Reihe von speziellen Po- 
tentialen w(r) analytische Lösungen uy(r). 


Die zweite Schwierigkeit bei der Gewinnung exakter Lösungen besteht 
darin, daß unendlich viele Probleme vom Typ (2), (3) zu lösen sind, um f 
und o anzugeben, da die Reihen in (1) unendlich viele Glieder umfassen. 
Bei den Potentialen mit begrenzter Reichweite a läßt sich zeigen, daß 
die in den Summen (1) enthaltenen Zustände mit hohem Drehimpuls nichts 
zu den observablen Größen f und o beitragen, da 


6,=0 für I1>k(E)a (4) 


gilt. Bei gegebener Energie E und zugehöriger Wellenzahl k(E) wird man 
daher nur noch wesentliche Beiträge von den Summanden in (1) erhalten, 
bei denen der Drehimpuls 1 < ka ist. Unter dieser Voraussetzung also 
reduzieren sich die unendlichen Reihen von (1) auf endliche Summen. 
Je größer die Energie des einlaufenden Teilchens und je größer die Reich- 
weite a ist, um so mehr Drehimpulszustände hat man in (1) zu berück- 
sichtigen. Bei der praktischen Berechnung von (1) wird man im allgemeinen 
so verfahren, daß man die untersten Zustände != 0,1,2,... exakt durch 
numerische Methoden bestimmt. Die höheren Drehimpulszustände, bei 
denen ö,; bereits klein ist, berechnet man durch Näherungsverfahren und 
bloße Abschätzungen, während noch höhere Drehimpulszustände der 
Relation (4) genügen und in (1) vernachlässigt werden können. Die genäherte 
Berechnung der Streuphasen ö, wird noch in den Abschnitten 644 und 645 
diskutiert werden. 


Für die Richtigkeit der Aussage (4), nach der ein Teilchen hoher Energie 
mit einem Potential begrenzter Reichweite a nur in nicht zu hohen Dreh- 
impulszuständen in Wechselwirkung steht, sollen zwei Beweise angegeben 
werden, deren erster aus einer anschaulichen Abschätzung vom klassischen 
Teilchenstandpunkt herrührt, während der zweite sich auf die Unter- 
suchungen von Abschnitt 641 über die Wellenfunktion u; stützt und daher 
rein quantenmechanisch formuliert ist. Beide führen auf die Aussage (4). 
Es sei erwähnt, daß bereits die in Abschnitt 635 untersuchten Potentiale 
unter der Bedingung ka <1 zu genähert kugelsymmetrischen Streuungen 
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führten und damit nach (1) zu einer Streuung, an der nur != 0 beteiligt 
war. Auch dort machte sich bereits die Relation (4) bemerkbar. 


In Abb. 643.1 wird das klassische Streuproblem schematisch betrachtet. 
Von links läuft ein punktförmiges Teilchen ein, während das Streuzentrum 
so beschaffen sein soll, daß außerhalb seiner Reichweite a keine Wechsel- 
wirkung mehr stattfindet. Berührt das Teilchen die Potentialkugel der 
Abb. 643.1 im Vorüberlaufen am Rande, so ist sein Drehimpuls 


L=pa=mva. (5) 


Bei gegebener Energie, und damit gegebener 
Geschwindigkeit v, wird also 


keine Wechselwirkung für L>pa (6) 


Abb. 643.1. Streuung eines % hi . R 
klassischen Teilchens mit ver. stattfinden. Diese klassische Bedingung wird 


schiedenen Drehimpulsen an auf die quantenmechanische Situation über- 
einer Potentialkugel tragen, bei der „keine Wechselwirkung“ 
6;—= 0 bedeutet und bei der weiter die Quan- 

tenzahl Z und die Wellenzahl k mit den klassischen Größen (6) über 


Le p=hk (7) 


zusammenhängen. Mit (7) aber geht Gleichung (6) in die Beziehung (4) 
über, was zu beweisen war. 


Abb. 643.2. Vergleich der durch ein Potential V (r) = —h?w(r)/2 m gestörten radialen 

Wellenfunktion u, (glatt) mit der ungestörten Radialwellenfunktion uP. Der Fall aj 

entspricht kleiner Reichweite a bzw. großem Drehimpuls /, also a < ”, ‘der Fall b) 

entspricht großer Reichweite « bzw. kleinem Drehimpuls I, also a > r’. »’ ist dabei 

der durch A? = 11 -- 1)/r’? definierte Wendepunkt der ungestörten Wellenfunktion 4. 

Für große / überwiegt der Einfluß des Zentrifugalpotentials A?/(l+ 1)/2mr?, so daß 
u, = u wird 
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Nunmehr soll die Gleichung (4) aus den (quantenmechanischen) Eigen- 
schaften der Wellenfunktion u, abgeleitet werden. Das ist möglich, wenn 
sich nachweisen läßt, daß für die in (4) auftretenden Drehimpulszustände 
u; == us ist, daß also das Streupotential w(r) sich bei diesen Zuständen nicht 
bemerkbar macht. Den Grund hierfür entnimmt man Abb. 643.2. Dort 
ist ein Potential w(r) mit endlicher Reichweite @ schematisch dargestellt 
neben dem mit 1/r? divergenten Zentrifugalpotential. Man entnimmt der 
Abbildung unmittelbar, daß bei großen Drehimpulsen ! der Einfluß des 
Zentrifugalpotentials gerade innerhalb r <a den des Streupotentials bei 
weitem überwiegt. 


Wäre nur das Zentrifugalpotential allein vorhanden, so besäße die Wellen- 
funktion ihren Wendepunkt r’ bei verschwindender kinetischer Energie, 
also nach (2) bei 


1+ 
PH. &) 

Pr 
Unterhalb von r’ besitzt die Wellenfunktion einen glatten Verlauf und 
niedrige Amplituden. Der Einfluß von w(r) ist daher nur gering, und 
die Funktionen a, und u? unterscheiden sich. nur wenig, falls die Bedingung 


a<r’ erfüllt ist: 
weru für a<r. (9) 


(9) kann zusammen mit (8) in der Form 
ka<kr' = Yll+1)s1 (10) 


dargestellt werden. Man sieht, daß in (9) und (10) die Aussagen von (4) 
unmittelbar enthalten sind. 


644  Genäherte Berechnung der Streuphasen ö, 


In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, daß sich nicht nur die Streu- 
amplituden f als ganzes, sondern auch die Streuphasen ö, einzeln nach der 
Bornschen Näherung bestimmen lassen. Zu diesem Zweck ist es notwendig, 
die beiden Bedingungsgleichungen (643.2 und 3), die zur Bestimmung 
von ö,dienen, in einer Integralgleichung zusammenzufassen, die eine ähnliche 
Form wie (622.1) oder (633.5) aufweist und eine anschließende Potenz- 
entwicklung ermöglicht. 


Zuvor jedoch soll ein Hilfssatz bewiesen werden, der in gleicher Weise 
für die in Abschnitt 641 eingeführten Funktionen a7, v; wie auch für die 
Funktionen u, v9 gilt. Zu diesem Zweck wird die Funktion 

da dv, 


a a (1) 


23 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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betrachtet. Sie ist unabhängig von r, denn ihre Ableitung verschwindet: 


dF du dv ld+n 
nn er % 7 Fr +2 80 une] =0. (2) 


Diese Unabhängigkeit der Größe F(r) erlaubt ihre Bestimmung durch die 
asymptotischen Werte von u, und v;, nach (641.10) also durch 


alsin(#r—51+5,)| 
= k[cos?(. ni sin’ (.+a)]- 


F(r)=F(&) 


co$(...)—sSin(...) 


d[cos (...)] 
Zr u; 


Die beiden Lösungen x, und v; mit dem asymptotischen Verhalten (641.10) 
genügen somit der Gleichung 

du dv 

Gen-ugnk, 0 
die bei der Aufstellung der Integralgleichung noch benötigt wird. 


Für die zu suchende Integralgleiehung wird in Anlehnung an die Gleichun- 
gen (622.1) und (633.5) der Ansatz 


u=u + far Gr, r)w(r)u,(r) (5) 


gemacht. Die Lösung u, genügt der Differentialgleichung (643.2), wovon 
man sich durch Einsetzen leicht überzeugt, wenn wie vorausgesetzt u? die 
Lösung der homogenen Gleichung zu (643.2) ist und der Integralkern @ 
der inhomogenen Gleichung 


de ıd+n 


dr? 1? 


+ |6ß, r)=— ölr—r') (6) 
genügt. 


Ein solcher Integralkern ist 


rsr. (7) 


Er erfüllt die homogene Differentialgleichung für r +#r’, weil u} und vf 
sie befriedigen. Die Eigenschaften von @ an der Stelle = r’ werden wie 
früher durch Integration von (6) über die Singularität untersucht. Diese 
Integration von (6) führt auf die Bedingung 

r’+0 r’+0 


faröe-n=-— [ar as (8) 


dr? 


r’-0 r’-0 
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für @. Führt man die Integration durch und setzt @ aus (7) ein, so wird 


dG dG 1a ,„ ,. 
1 = | dr kei | dr Le 7 | dr v w dr |' 9) 
Die Bedingung (9) aber ist erfüllt, weil (4) nicht nur für u, und »,, sondern 
auch für u} und v7 gilt. Daher ist der in (7) angesetzte Integralkern eine 
Lösung der inhomogenen Differentialgleichung (6), und jede Lösung u, 
von (5) genügt der SCHRÖDINGERgleichung (643.2). 


Als nächstes ist das asymptotische Verhalten der Lösung u, von (5) zu 
untersuchen. Für r — oo kann @ durch den unteren Wert in (7) allein ersetzt 
werden und die Integrationsgrenze bis nach r’ = oo ausgedehnt werden. 
Berücksichtigt man weiter das asymptotische Verhalten (641.8) von u? 
und v%, so geht (5) über in 


[6] 
u (r) — sin [kr — 31) + co8 (r r— zz fa rujwu,. (10) 
6 
Mit der Einführung von 


ktgö,= [ drufwu (il) 


sin (tr 3144) 
u(r) — = - (12) 


cosö, 


erhält (10) die Form 


Die in (5) auftretende Funktion u, ist also von (643.3) nur durch den nicht 
sehr wesentlichen Normierungsfaktor cos 6, unterschieden. Hat man %, 
durch exakte oder genäherte Lösung der Integralgleichung (5) bestimmt, 
so erhält man die zugehörige Streuphase aus (11). 


Wie früher in den Abschnitten 622 und 634 läßt sich auch hier auf die 
Integralgleichung das Bornsche Näherungsverfahren anwenden. In sym- 
bolischer Schreibweise lautet (5) 


w=w+4@Gwu, (13) 


und die Auflösung dieser Gleichung führt zu der Reihenentwicklung 


= [1-Guf'wW=[l+4+G@w+Gw@w+ Ju. (14) 


Die Streuphase ö, wird in erster Näherung durch 
tsd,= 7; [arutwul (15) 
bestimmt. 


Als Beispiel wird die Streuphase ö, für die schon mehrfach benutzte 
abstoßende Potentialkugel (635.9) berechnet. Die Rechnung (15) ergibt mit 


u=sinkr (16) 


23* 
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nach der Durchführung der Integration 
a a 
tgö,— +/ dr wsin’kr = — = [ar sin’kr = — [ar (kr)? 
ö 6 (17) 
3 
=— k i 
Ist ka<&1, so ist wegen (643.4) nur ö, + 0. Die Streuamplitude (643.1) 
vereinfacht sich dann zu 
tgö, 1-+itgö, 


SER.SE 0 up 
f= ee sind, = e Iren, (18) 
und führt mit (17) auf den Wert 
.. ra? 
23 1—ik 3 
a = ae am 
ra 


Bei unendlich hohem Abstoßungspotential, wenn also die Kugel ideal 
„hart“ ist, wird x — oo nach (17) auch 6,— x/2, und f geht nach (18) in 


D 
en (20) 
über. Der zugehörige Wirkungsquerschnitt ist 
41 
= (21) 


in Vergleich dieser Ergebnisse mit den bisherigen zeigt, daß die Borxsche 

Näherung hier bessere Ergebnisse liefert als vorher in (635.11), da auch für 
x — © der Wirkungsquerschnitt endlich bleibt. Gegenüber der genaueren 
Berechnung in (642.23) fehlen hier in (21) lediglich die Resonanzerscheinun- 
gen, die dort in dem Faktor sin? ka enthalten sind. 


645 Das Scnhwineersche Variationsverfahren 


In Abschnitt 624 konnte gezeigt werden, daß sich der Reflexionskoeffi- 
zient R des eindimensionalen Streuproblems durch ein Variationsverfahren 
berechnen läßt, das auf der Integralgleichung (622.1) für die Streuung auf- 
gebaut wurde. In entsprechender Weise kann auch hier die Integralgleichung 


w=ul+ [dr rw )ul) 69) 


sowie die Darstellung 
ktgd;= feruwu =A4A (2) 


der Streuphase ö, zur Konstruktion eines Variationsverfahrens verwendet 
werden. Die Herleitung unterscheidet sich so wenig von den Ausführungen 
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in Abschnitt 624, daß hier nicht viel dazu zu sagen ist. Unter Verwendung 
der Integralgleichung (1) wird zunächst u® aus (2) eliminiert, so daß 
ktgö,— [dr|u— [dr’Ger, r)w(r”) u0')|wa, =B—(C (3) 
entsteht, mit den beiden Integralausdrücken B und ©. Der reziproke Wert 
von (2) läßt sich durch 
[aruwu— [[ drdr’uuwGwu; 
Lferw w a] 


(4) 


beschreiben. (4) ist in Zähler und Nenner quadratisch bezüglich u, und 
daher normierungsunabhängig. 


Weiter nimmt (4) einen Extremwert hinsichtlich der Wellenfunktion u; 
an. Ist u, die exakte Lösung des Streuproblems und damit eine Lösung 
von (1), so verschwindet die Variation, denn es gilt wie früher zunächst 
allgemein 


etgö B-C 88-56  B=6 
ö| e a 6 Z; 204 = 
5 
= —{6B— 50 — 264) 
und daher 
ö| = H"afaw2oulu-faree, Nu —u\=0. (6) 


Die eckige Klammer im Integranden von (6) verschwindet, wenn u, 
Gleichung (1) erfüllt. Dann verschwindet aber auch die Variation (6) 
von (4). Es lassen sich also zur Bestimmung von ö, Näherungsfunktionen u; 
in (4) einsetzen, die eine Variation im Sinn eines Rırzschen Verfahrens 
gestatten. Ein Nachteil dieses Verfahrens gegenüber dem Rıtzschen Ver- 
fahren zur Bestimmung der Energieeigenwerte gebundener Zustände 
besteht auch hier wieder darin, daß sich für das Ergebnis keine obere 
oder untere Schranke angeben läßt. Das Variationsverfahren liefert jedoch 
im allgemeinen genauere Werte als die Bornsche Näherung. 


65* Nichtelastische Stoßprozesse 


Zusammenfassung: Der allgemeine Stoßprozeß ist ein bezüglich der Relativ- 
geschwindigkeit inelastischer Prozeß zwischen 2 Teilchen mit einer inneren Struktur, 
die symbolisch durch eine Quantenzahl « = (&,,&,) beschrieben werden kann. Für 
einen bestimmten herausgegriffenen Übergang «—o’ verlaufen alle Überlegungen 
ähnlich wie beim elastischen Streuprozeß, der Wellenzahlvektor ändert sich jedoch 
nach k—>%’, wobei k’ durch den Energiesatz als Funktion k’(k,«,’) gegeben ist. 


346 6 Streu- und Stoßprobleme [651] 


An die Stelle der früheren Streuamplitude f tritt f,„, aus der sich der Wirkungs- 
querschnitt o(w’|«) berechnen läßt. Der totale Wirkungsquerschnitt entsteht durch 
Summation über alle möglichen Endzustände «’. 


Mit Hilfe der Bornschen Näherung lassen sich die Streuamplituden, Wirkungs- 
querschnitte und die für quasistationäre Zustände wichtigen Übergangswahrschein- 
lichkeiten durch die Übergangselemente < t’«’|V |ta > des Wechselwirkungspotentials 
ausdrücken. Die höheren Näherungen entsprechen den Formeln der Störungsrechnung. 
Sie enthalten Summationen über sogenannte virtuelle Zwischenzustände. Unter 
diesen Zwischenzuständen befinden sich quasistationäre Compoundzustände, beschrie- 
ben durch eine komplexe Energie E,— I. Für bestimmte Einfallsenergien über- 
wiegt der Beitrag dieser Zwischenzustände alle anderen Beiträge der ersten und 
zweiten Ordnung; dieser Resonanzfall tritt für Z= Eg ein und wird durch die BREIT- 
WIGNnER-Formeln beschrieben. 


651 Allgemeiner Stoßprozeß 


Während sich die Überlegungen der vorausgegangenen Kapitel auf die 
Behandlung der rein elastischen Streuung beschränkten, sollen nunmehr 
allgemeine Stoßprozesse behandelt 

@) werden, bei denen Absorptionen und 
N, Reemissionen verschiedenster Art statt- 

vor dem Stoß © finden können. In Abb. 651 ist ein 
solcher Stoßprozeß dargestellt. Zwei 
Teilchen 1 und 2 werden aneinander 
gestreut. Teilchen 1 läuft in der Rich- 
Das in der Richtung e mit der Relativ- kung E ut Ber Belativgeschwindig- 
geschwindigkeit v einlaufende Teil. Reit d ein. Es ist zugelassen, daß die 
chen 1 stößt Teilchen 2 und läuft in beiden Teilchen innere (gebundene) 
anderer Richtung e’ mit anderer Ge- Freiheitsgrade besitzen und sich hin- 
schwindigkeit v’ weiter. «, und %, sichtlich dieser Freiheitsgrade in dis- 


charakterisieren die diskreten Zu- ® B 
stände der inneren, gebundenen Frei. kreten Zuständen befinden, die durch 


heitsgrade der Teilchen vor dem Stoß, &, und &, charakterisiert sind. In dieser 

«| und a, die nach dem Stoß allgemeinen Formulierung ist auch die 

Beschreibung von Teilchen enthalten, 

die einen Eigendrehimpuls, also einen Spin, besitzen, der mehrerer Einstel- 
lungen fähig ist. 


Nach dem Stoß sollen sich die Teilchen hinsichtlich der Zustände ihrer 
inneren Freiheitsgrade in den diskreten Zuständen «/ und «, befinden. 
Das Teilchen 1 läuft in der Richtung e’ mit der Geschwindigkeit v’ weiter. 
Die Angaben e, d, e’, d’ beziehen sich auf die Relativkoordinate 


r= 3, — 9 ) 


1,0 
nach dem Stoß 
Abb. 651. Allgemeiner Stoßprozeß. 


zwischen den Schwerpunkten 3, und $,. Falls die Relativgeschwindig- 
keit in die Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit kommt, ist die kine- 
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tische Energie hinsichtlich der Relativkoordinate, also im Schwerpunkt- 


system, 
E(p) =c Y(m ec)? -+ p?. (2) 


Die innere Struktur der Teilchen, deren Zustände durch «, und «, gegeben 
sind, wird zusammenfassend mit der Quantenzahl & = (a, ,&) bezeichnet. 
Die Energie des Systems ist dann vor dem Stoß 

E=E,-+-EW) E,=E„+E.: (3) 
Die dem Impuls zugeordnete Wellenzahl t wird zunächst formal durch 


peht  EW=clm Rt +. o 


eingeführt. m in (4) stellt die aus den Massen der beiden Teilchen 1 und 2 
gebildete reduzierte Masse dar (siehe auch 443.17). Sind die auftretenden 
Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, so gilt die Ent- 
wicklung in (4). Die Relativgeschwindigkeit wird nach 

öE 1 dE ht ” 
Hp HH m 8) 


v 
berechnet. 


Der in Abb. 651 dargestellte Stoßprozeß besteht nunmehr in dem Über- 
gang des Systems vom Zustand (f,«) nach dem Zustand (f, @’). fund « 
sind durch die Problemstellung gegeben. Setzt man für f/ 


Y —k’ e’ 5 (6) 
so bestimmt sich % durch die Forderung, daß bei dem Stoßprozeß der 
Energiesatz gültig bleibt, also 

E,+EO=E,.+E(f) (N 


gilt. Die verschiedensten möglichen Umwandlungen liefern zusammen- 
genommen einen totalen Wirkungsquersehnitt, der durch 


Hr = Zola|a) 0. = 0(a|a) (8) 
charakterisiert wird und sich aus Beiträgen zusammensetzt, bei denen ein 
Übergang von der inneren Struktur « zur Struktur « stattfindet. Der 
elastische Streuquerschnitt ist in dieser Beschreibung enthalten als ein 
Stoßprozeß, bei dem der Anfangszustand « der inneren Struktur erhalten 
bleibt. 


652 Quantenmechanische Beschreibung 


Man kann bei dem durch Abb. 651 beschriebenen Stoßprozeß etwa an 
die Wechselwirkung zweier Atomkerne miteinander denken, deren jeder 
aus einer Anzahl von Nukleonen zusammengesetzt ist. In diesem wie aber 
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auch in jedem anderen Falle existiert ein HamItToxoperator, der sämtliche 
Freiheitsgrade des Systems enthält. Die Freiheitsgrade werden hier aber 
geändert und transformiert, so daß sich unter ihnen die beiden Schwer- 
punktskoordinaten 3, und 3, befinden. In diesem Falle besteht H aus 


H=H()+H(@)-+V(12), a) 


also aus einem Anteil, der nur von den Koordinaten und Impulsen des 
Teilchens 1 abhängt, und aus einem entsprechenden Anteil H(2) für das 
zweite Teilchen. Die restlichen Bestandteile der HAmıLrTonfunktion, in 
denen beide Typen von Freiheitsgraden auftreten, die hier symbolisch 
durch 1 und 2 bezeichnet sind, und in denen auch der Betrag r der Relativ- 
koordinate (651.1) vorkommt, werden hier allgemein als Störpotential 
angesehen. Dieses soll so beschaffen sein, daß für r— oo keine Wechsel- 
wirkung vorhanden ist, also V—0 gilt. 


Im ungestörten Falle V=0 befindet sich der zu H(1) gehörige Teil 
des Systems im Zustand «, und der zu H(2) gehörige Anteil in &,, beide 
gemeinsam durch eine Wellenfunktion 4,=7,,%., charakterisiert. Da sich 
die beiden Bestandteile voraussetzungsgemäß frei gegeneinander bewegen, 
tritt die Relativkoordinate r in der Beschreibung als ebene Welle auf, so 
daß in diesem Falle 

v0: Ya, er = yet (2) 


einen Zustand charakterisiert, bei dem sich die beiden Bestandteile 1 
und 2 des Systems nicht gegenseitig beeinflussen. 


Durch & soll ein Zustand des Systems beschrieben werden, in dem die - 
Wechselwirkung V mitberücksichtigt ist. Dieser Zustand soll asymptotisch, 
das heißt für r — oo, aus einer ebenen Welle vom Typ (2) bestehen, bei der 
die inneren Freiheitsgrade sich im Zustand « befinden, und aus auslaufenden 
Kugelwellen zu verschiedenen Zuständen «’ der inneren Struktur mit 
Wellenzahlen %’, die durch (651.7) festgelegt sind. Es gehören daher zu den 
verschiedenen Zuständen «’ auch andere Zahlenwerte 4. f,, ist die jedem 
möglichen Stoßprozeß «x — «’ zugehörige Streuamplitude. Durch 


eik'r 


ae Aid DS A A Eu (3) 


wird dieses geforderte asymptotische Verhalten der Wellenfunktion @ des 
Streuprozesses beschrieben. Genaugenommen hängt die Streuamplitude f 
nicht von e’ allgemein ab, sondern aus Symmetriegründen nur von ihrem 
skalaren Produkt mit e, also von £. Diese Angaben beziehen sich, weil r 
die Relativkoordinate ist, alle auf das Schwerpunktsystem, in dem der Stoß 
stattfindet. 
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Aus den Koeffizienten f,.„, den Streuamplituden, berechnet sich wie früher 
in (631.6) der Wirkungsquerschnitt, der dem Übergang « — «’ zugeordnet 
wird, als 


0(@|2)= [dot |a)= fette or (4) 


Gegenüber der damaligen Rechnung ist hier zu berücksichtigen, daß die 
Endgeschwindigkeit v’ von der Anfangsgeschwindigkeit v möglicherweise 
verschieden ist. In der damaligen Ableitung war v’=v und trat in der 
Darstellung nicht weiter auf. Der durch (651.8) definierte elastische Streu- 
querschnitt geht hieraus mit «=. hervor als 


°4= 0(a|e) — [dQ’|f(e'e) 7 J=Tar: (5) 


Auch in diesem verallgemeinertem Falle gilt für die Streuamplituden ent- 
sprechend (632.11) die Formel 


3 [are of Inf, (6) 


die aber zu keiner Aussage über die totalen Wirkungsquerschnitte führt, 
weil in einem solchen Ausdruck die in (4) enthaltenen Faktoren v’/v sich 
störend bemerkbar machen. 


Die Beobachtung des Wirkungsquerschnitts hat man sich etwa so vor- 
zustellen, daß ein Strahl von Teilchen 1 mit bekannter Intensität einläuft, 
während eine Anordnung von Teilchen 2 als Hindernis im Strahl steht. 
In großem Abstand vom Hindernis wird die Zahl der weiterlaufenden 
Teilchen 1 als Funktion der Richtung e’ beobachtet. Natürlich werden bei 
dem Stoß die Teilchen 2 aus ihrer Ruhelage entfernt und fliegen, da der 
Impulssatz gelten muß, vom Schwerpunktsystem aus betrachtet in ent- 
gegengesetzter Richtung — e’ davon. Eine Apparatur, die zwar Teilchen 
zu messen gestattet, aber nicht zwischen den Teilchensorten 1 und 2 unter- 
scheidet, wird also zu einer Beobachtung von Wirkungsquerschnitten 
führen, die im Falle elastischer Streuung der Formel 


01 [ar {lseo+ seo u 
entspricht. 


Diese Beschreibung (7) für die Beobachtung des stoßenden als auch des 
gestoßenen Teilchens kommt jedoch nur in Betracht, falls Gleichung (3) 
das richtige asymptotische Verhalten der Wellenfunktion beschreibt. Sind 
jedoch die beiden Teilchen 1 und 2 einander gleich und befinden sich im 
gleichen Anfangs- und Endzustand 9, == 4=a,, so hat man zu 
berücksichtigen, daß es sich hier um ununterscheidbare Teilchen handelt, 
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für deren Aufenthaltswahrscheinlichkeit w = |p|? wegen der Bedingung 
w(1,2) = w(2,1) die entsprechende Symmetriebedingung 


ur)=w(—t) P—y=Epl) (8) 


erfüllt sein muß, die nur symmetrische und antisymmetrische Eigen- 
funktionen erlaubt. Die Berücksichtigung von (8) führt, wie hier nicht 
näher ausgeführt werden soll, auf einen etwas anderen Ansatz für das 
asymptotische Verhalten (3), und für den elastischen- Wirkungsquerschnitt 


erhält man ro)|? 
= [Are Hr ee] “ 


an Stelle von (7). (9) ist zum Beispiel wichtig bei Proton-Proton-Streuung 
oder Elektron-Elektron-Streuung. Das Vorzeichen + oder — in (8) hängt 
von den weiteren Eigenschaften der Teilchen und ihrem Zustand « ab. 


653 Verallgemeinerte Borxsche Näherung 


Die Streuamplitude läßt sich nach Abschnitt 634 in erster Näherung 
durch 


: 1 gr 2 
fee a=,[dretiunet werd 


darstellen. In dieser Gleichung ist gleich in sinngemäßer Verallgemeinerung 
das Potential V(r) durch das entsprechende Übergangselement (x,, Vx.) 
ersetzt, das, nachdem über 1 und 2 integriert ist, nur noch von der 
Relativkoordinate r abhängt. Die Borysche Näherung ist aus der nicht- 
relativistischen Schröpisgergleichung entwickelt und gilt daher zunächst 
auch nur für Relativgeschwindigkeiten p und v’, die klein gegen die Licht- 
geschwindigkeit sind. Allerdings kann bewiesen werden, daß die Darstellung 
auch für relativistische Relativgeschwindigkeiten gilt, wenn man lediglich 
h?/m in (1) durch 2 AR’ 

rn 77 2 (2) 
ersetzt, wobei sich, wie die Striche ausweisen, E’ und k’ auf den End- 
zustand «’ beziehen. In nichtrelativistischer Näherung geht nach (651.5) 
der Differentialquotient in (2) wieder in k’h*/m über. 


Die allgemeine Darstellung der Streuamplitude in erster N äherung läßt 
sich damit durch 
‚ KW dk Be z 
Sa’ (€ e) rd Zap | re 2 Ka; Yyx.)e‘ x 
k’ dk’ 


= 3, ar <tejmle> 


3) 


wiedergeben. <P’a’|V|fa> ist das Übergangselement vom Störanteil 
des HamItroxoperators (652.1) für den Prozeß f«x — f’a’. Der zugehörige 
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Wirkungsquerschnitt für Streuung setzt sich nach (651.8) aus den ver- 
schiedenen Anteilen zu allen no Endzuständen «’ zusammen und 
berechnet sich mit (652.4) und (3) z 


o-3 ao 


(3 rs I<te|vita>?. (4) 


In dieser Form läßt sich der Wirkungsquerschnitt bei bekanntem HAMILTON- 
operator ohne weiteres auswerten. 


Nach (631.4) kann ein Wirkungsquerschnitt in der Form 


o= <= o=1 (5) 
dargestellt werden. Hierbei bedeutet o die auf 1 normierte Dichte. Sie sollte 
die Dimension m”? haben. Das hierbei mit Ö=1 eingeführte Normierungs- 
volumen ist bei späteren Integrationen zu berücksichtigen. ov gibt den 
einfallenden Teilchenstrom an und y die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit, 
daß der in o betrachtete quantenmechanische Übergang stattfindet. Bei 
einem Stoßprozeß ist die Übergangswahrseheinlichkeit y proportional zur 
Intensität des einfallenden Teilchenstroms und o daher unabhängig von o. 
Anders liegen die Dinge, wenn ein physikalisches System sich in einem 
gebundenen Zustand befindet und nach der mittleren Zeit 7 in einen freien 
Endzustand übergeht. Ein Beispiel dafür ist ein radioaktiver Atomkern, 
der ein «-Teilchen emittieren kann. In einem solchen Falle ist nicht o, 
sondern y von (5) die physikalisch bedeutungsvolle und normierungs- 
unabhängige Größe, die es zu berechnen gilt. Es ist y=1/r. Aus diesem 
Grunde soll aus (4) noch eine Darstellung von y abgeleitet werden, die 
außerordentlich wichtig für die Berechnung der Lebensdauer solcher 
quasistationären Zustände ist. 


Zunächst kann man in (4) v’ durch dE’/hdk’ ersetzen. Weiter läßt sich der 
Darstellung (4) eine m zufügen, nämlich 


dk’ ‚ ‚ ’ ’ 
(en S [ara d(E’ — 3) = [dr ö(W’—E), (6) 
weil die Energien E und E’ vom Anfangs- und Endzustand voraussetzungs- 
gemäß gleich groß sind. Die in (4) nunmehr erforderlichen Integrationen 
lassen sich in der Form 


‚hrrdk’ a _( MM _(WO_y 
fa (Am) er) emR =/ ae a) 


durchführen und als eine Summation über die Endzustände schreiben. 
Dazu wird im ersten Gleichheitszeichen von (7) die Winkel- und Impuls- 
integration als eine Raumintegration im f-Raum aufgefaßt, der wegen 
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p= hf eine Integration über den Impulsraum entspricht. Fügt man das — 
hier ja auf Ö=1 festgelegte — Normierungsvolumen hinzu, so entspricht 
der vorletzte Ausdruck von (7) einer Summation über die Zustände im 
Phasenraum, von der früher in (142.4) gezeigt werden konnte, daß jeder 
Quantenzustand das Volumen Ah? einnimmt. 


Unter Berücksichtigung von (4) bis (7) wird die Übergangswahrscheinlich- 
keit y für einen Prozeß 


v= 5 |<ta|Vjta>Pom—m. &) 


Die Summation in (8) erfolgt also über alle diejenigen Endzustände, denen 
die jeweilige Übergangswahrscheinlichkeit y zugeordnet ist. Summiert man 
über alle möglichen Endzustände schlechthin, so bedeutet y in (8) die totale 
Übergangswahrscheinlichkeit. Bei der Summation über die Zustände F 
im Kontinuum denkt man sich den Stoßprozeß in einem unendlichen 
Volumen U durchgeführt. Bei praktischen Rechnungen wird man dann 
die Summation in (8) stets wieder durch (7) ersetzen. Überführt man die 
Summation über i’ gemäß (7) wieder in die alte Form der Integration, 
so läßt sich mit (6) die Energieintegration sofort durchführen, y unter- 
scheidet sich von (4) nur, wie in (5) gefordert, um den Faktor v: 
1,12 ke r 

v3 | Bar wI<talnta>t. (9) 
In dieser Form wird die Übergangswahrscheinlichkeit in Abschnitt 654 
bei der Untersuchung von Resonanzerscheinungen noch benötigt. 


Nachdem die erste Borxsche Näherung für den allgemeinen Stoßprozeß 
in (3) und (4) vollständig beschrieben wurde, erhebt sich die Frage nach 
den Näherungen höherer Ordnung. Da V in (3) und (4) als quantenmechani- 
sches Übergangselement auftritt, könnte man im Sinn der SCHRÖDINGER- 
schen Störungsrechnung von Abschnitt 423 versuchen, die höheren Nähe- 
rungen dadurch zu erhalten, daß man dieses Übergangselement durch 


<fao|V/ ta>—<falVlta>+<rPalöVita> (10) 
ersetzt. Bei Berücksichtigung lediglich der zweiten Störungsordnung müßte 


I! V NV, - N V > 
<faeöV/ta>=— 3% <a rt on «”|VIfa> 
I, a == 


a) 


sein. Die Summation über 1’, «’ erfolgt über die bei dem Streuprozeß in 
dieser Näherung mitwirkenden virtuellen Zwischenzustände und hat nach (7) 
zu erfolgen. 


Wenn diese Überlegungen richtig sind, so müßte man bei rein elastischer 
Streuung, also im Falle « = «’”’=«, den früheren Ausdruck der zweiten 
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Borxschen Näherung erhalten. Daß dies auch wirklich der Fall ist, läßt 
sich leicht nachweisen. Ersetzt man die Übergangselemente nach (1) und 
bezeichnet (x,, Vx,) kurz als V (t), so erhält man 

2m 


<ForlöVlta > - [fa dei!’ V NEW —ı) — Weit. (12) 


h? 
Die hier mit @ bezeichnete Größe muß nach (11) dann 
h2 eiv’(w-v) dt? erw) eiklv-r| 
tz — 
Ew =) m DE  ) En? TR  Anlv-ı] 2 


lauten. Die Summation in (13) wird nach (7) durchgeführt und liefert, wie 
hier nicht weiter ausgeführt wird, genau den Integralkern @ von Abschnitt 633. 
Daher und wegen 2m V/h? = — w herrscht Übereinstimmung zwischen dem 
Ansatz (11) und der früheren Darstellung der Bornschen Näherung in 
höherer Ordnung. 


654 Resonanz 


In der Bornschen Näherung zweiter Ordnung trat zum Übergangs- 
element der Störenergie das Glied (653.11) hinzu. Als virtuelle Zwischen- 
zustände wurden dabei alle Zustände berücksichtigt, die sich durch f”, «” 
charakterisieren lassen, also ungestörte Zustände im Sinn von (652.2) 
darstellen, bei denen das Gesamtsystem aus den beiden Teilsystemen 1 
und 2 besteht. Hinsichtlich ihrer Relativkoordinate t herrscht freie Beweg- 
lichkeit. Daneben aber ist noch der Fall zu berücksichtigen, daß sich die 
beiden Teilchen 1 und 2 beim Stoß zu einem gebundenen Gesamtsystem, 
einem sogenannten Compound-Zustand vereinigen, also daß auch hinsicht- 
lich der Koordinate r ein Bindungszustand besteht. Diese Compound- 
Zustände müssen als gebundene Zustände ein diskretes Spektrum auf- 
weisen. Sie werden symbolisch mit ß bezeichnet.!) Die Energie dieser 
Zustände sei E,. Berücksichtigt man daher diese Compound-Zustände, so 
tritt in der zweiten Störungsordnung der Bornschen Näherung zu (653.11) 
noch der Beitrag 
La Fa 

B 


B;—iT-E (1 


hinzu. 

!) Genaugenommen, enthält der ungestörte Hanmıtroxoperator von (652.1) über- 
haupt keine Wechselwirkung zwischen den Koordinaten ] und 2, und daher auch keine 
gebundenen Zustände des Gesamtsystems, so daß die hier durchgeführte Schluß- 
weise unzulässig wäre. Man kann aber den Wechselwirkungsanteil V (1,2) aus (652.1) 
hinsichtlich seiner Matrixelemente einteilen in Übergänge zwischen freien und gebun- 
denen Zuständen und zwischen gebundenen Zuständen des Gesamtsystems. Schlägt 
man die letzteren zum ungestörten Hamitronoperator hinzu, so treten neben den 
dabei unveränderten freien Zuständen f,« noch gebunden Zustände ß des Systems 
auf, was hier nicht näher ausgeführt werden soll, und alle weiteren Schlußfolgerungen 
dieses Abschnitts bleiben gerechtfertigt. 
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Bei diesen Compound-Zuständen handelt es sich um quasistationäre 
Zustände im Sinn von Abschnitt 335. Da diese Zustände oder jedenfalls 
die meisten unter ihnen angeregt und mit einer endlichen Lebensdauer 
behaftet sind und in Zustände vom f,«-Typ übergehen können, müssen 
die Eigenwerte ihrer Energien komplex sein. Die Energien enthalten nach 
335 einen negativ imaginären Anteil I”. Dieser Wert hängt mit den anderen 
physikalischen Größen über die Gleichungen. 


1 . 


zusammen. AE bedeutet die mittlere Energieunschärfe dieses Zustandes, 
» ist die Wahrscheinlichkeit und 7 die Lebensdauer. Für y ist (653.8 
bzw. 9) einzusetzen, sofern man lediglich die Übergänge nach freien Zu- 
ständen Y, «’ berücksichtigt, nicht aber zu anderen -Zuständen, deren 
Wahrscheinlichkeit im allgemeinen auch klein ist. Für y wird hier ent- 


sprechend 
r=2 Fel<to|V]B> Po@'—B,) (3) 


eingesetzt. Beim NEN zur Integration mit (653.7) erhält man 


Franke (dE\, _, 
D= 31,= 3 [ (Ge)I<telviß>? © 


für I. 

Es wird nunmehr der Fall betrachtet, daß Resonanz vorliegt, dieEnergie E, 
eines ß-Zustands also ganz dicht bei der Anfangsenergie E liegt und daß die 
Zerfallswahrscheinlichkeit y dieses Zustands sehr klein ist. In diesem Fall 
wird der Einfluß dieses Zustands alle übrigen Einflüsse überwiegen, und 
zwar sowohl den Einfluß der ersten Borxschen Näherung als auch in 
zweiter Näherung den der übrigen ß- und f”’«’’-Zustände. Die Streuampli- 
tude kann mit (653.3 und 10) in diesem Falle durch den einen Term 

_ » de <relV|B><BlVlte> 5 
utele)=,, 7m BAR (9) 


aus der Summe (1) allein beschrieben werden. Der zugehörige Wirkungs- 
querschnitt (653.4) wird in diesem Falle 
‚aBjaw (W dk \<tow|VjB>|2]<PBlVlta >]? 
o- 30 ar dE/dk (37 Ar) %,—E-iT? (6) 
und läßt sich in der Form 


ee dW Akt dk |<Po@lPB>I<PIVIta>E m 
= m) Im Te Rn AR (E,— BE +7? 


a’ 


darstellen. 
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Die Übergangswahrscheinlichkeit (3) von einem gebundenen Zustand ß 
zu einem freien Zustand f’a’ ist winkelunabhängig, da vom gebundenen 
Zustand aus betrachtet keine Richtung e’ des emittierten Teilchens durch 
die Wahrscheinlichkeit bevorzugt wird. Aus diesem Grunde läßt sich der 
neben &* in (7) stehende Faktor 4 als eine Winkelintegration über ver- 
schiedene- k-Winkel auffassen. Vergleicht man (7) und (4), so erhält der 
Wirkungsquerschnitt die einfache und übersichtliche Darstellung 


Ta Ia 8 
(E,-E%+T? ’ (8) 


die in dieser Form von BREIT und WIGNER gefunden wurde. /', ist die 
durch Zerfall nach f’a’ hervorgerufene Energieunschärfe des Compound- 
Zustands ß, /', entspricht dem Zerfall in die Anfangsstruktur «, /’ ist die 
durch Summation über alle Zerfallsmöglichkeiten «’ entstehende gesamte 
Energieunschärfe (4). 


Es ist darauf hinzuweisen, daß der Gültigkeitsbereich der Formel (8) weit 
über die Voraussetzungen hinausgeht, unter denen (8) abgeleitet wurde. 
In Wirklichkeit gilt (8) unter der Voraussetzung, daß nur ein einziger 
Compound-Zustand ß existiert, exakt und nicht nur als Ergebnis der 
Bornschen Näherung. Darüber hinaus gilt die Darstellung (8) nicht nur im 
Rahmen der Quantentheorie, sondern auch für jede beliebige Art von 
Wellenausbreitung, die durch ein Hindernis gestört wird. Dabei sind 
dann lediglich die Energien E und die Energieunschärfen /' durch die 
entsprechenden Frequenzen » und Dämpfungen y zu ersetzen. Bemerkens- 
wert ist, daß Gleichung (8) für die Wirkungsquerschnitte in der Darstellung 


9) 


die PLancksche Konstante A nicht enthält. 


7 Darstellung der Quantentheorie im Hınzerrraum 


Auf der Basis der in Teil 1 entwickelten älteren Quantentheorie wurden 
zur Darlegung der modernen Theorie in Teil 2 und 3 zwei verschiedene 
Wege beschritten, nämlich der HrISEnBERGsche Weg über die Einführung 
der Matrizen und der ScHRÖDINGERsche Weg über die Verwendung 
linearer partieller Differentialgleichungen. Im einen Falle werden die physi- 
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kalischen Größen durch die Elemente unendlicher Matrizen dargestellt, im 
anderen Falle durch Differentialoperatoren. Im Grunde handelt es sich dabei 
um ein und dieselbe Problematik in verschiedenen Darstellungsformen. 


Angesichts dieser Situation entsteht das Bedürfnis, das Gemeinsame 
dieser beiden Methoden klarer zu übersehen im Rahmen eines übergeord- 
neten Formalismus, der beide Methoden einschließt. Das wird ermöglicht 
durch die Darstellung der Quantentheorie im HILBERTraum, die den Ab- 
schluß dieses Buches bilden soll. Es handelt sich dabei um eine geometrische 
Deutung der Matrixelemente, Eigenwerte und Zustände, allerdings nicht 
im gewöhnlichen dreidimensionalen Raum, sondern in einem mathematischen 
Raumgebilde unendlich vieler Dimensionen, dem sogenannten HILBERT- 
raum. 


In dem einführenden Kapitel 71 wird die geometrische Bedeutung der 
Matrizen dargelegt und der zur Beschreibung der Quantentheorie nötige 
HILBERTraum mit seinen allgemeinen mathematischen Eigenschaften 
untersucht. Die sonst durch Matrizen oder Differentialoperatoren repräsen- 
tierten beobachtbaren, physikalischen Größen, kurz Observable genannt, 
erscheinen hier als Transformationen von Vektoren des HILBERTraAums. 
In Kapitel 72 wird auf dieser erweiterten mathematischen Basis unter- 
sucht, durch welche Größen ein physikalischer Zustand beschrieben werden 
kann. Den Zeitablauf, die dynamische Entwicklung eines physikalischen 
Systems also, behandelt Kapitel 73, während sich die Kapitel 74 und 75 
mit einfachen Anwendungen befassen, bei denen die Darstellung im HıIr- 
BERTraum besonders klare und durchsichtige Verhältnisse schafft. 


71 Darstellung physikalischer Größen 


Zusammenfassung: Eine symmetrische quadratische Matrix wird als Fläche 
zwe,ter Ordnung (z. B. Ellipsoid) dargestellt. Sie besitzt Eigenvektoren und Eigenwerte 
dort, wo ihr Abstand vom Koordinatenursprung Extremwerte annimmt. Die Eigen- 
vektoren sind normierbar und stehen aufeinander senkrecht. Die Eigenwertberech- 
nung wird durch eine Hauptachsentransformation ermöglicht. Der abstrakte n-dimen- 
sionale Vektorraum besitzt die gleichen, allerdings verallgemeinerten Eigenschaften, 
wenn man ihm eine Metrik zuordnet. Die Vektoren eines solchen Raumes können 
nach Orthogonalsystemen von Einheitsvektoren ®, entwickelt werden. Lineare 
Operatoren werden durch Matrizen dargestellt. Hermitische Operatoren H'=H 
besitzen nur reelle Erwartungswerte. Unitäre Operatoren ST = 8”! transformieren 
Orthogonalsysteme von Vektoren wieder in Orthogonalsysteme. Physikalische Zu- 
stände werden durch normierte Vektoren ®, und physikalische Größen A durch lineare 
Operatoren im Hırserrraum repräsentiert. Erwartungswerte A = (®,, AD,) sind 
die mittleren statistischen Meßwerte im Zustand ®,. Hier werden die Eigenvektoren 
&, und Eigenwerte E, des Hammroxoperators H betrachtet. Die Energiematrix ist 
diagonal. Die Wahrscheinlichkeit, in einem beliebigen physikalischen Zustand Y den 
Energieeigenwert E, zu messen, ist W, = |(®,, P)}?. 
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711 Quantelung physikalischer Systeme 


Das nachfolgend behandelte Verfahren der Quantisierung im HILBERT- 
raum beschränkt sich auf physikalische Probleme, die mit dem kanonischen 
Formalismus behandelt werden können. Das spezielle System wird hierbei 
durch eine Hamıtronfunktion 


H=H(p,...,Pp 9 +9) ı) 


beschrieben, die von den kanonischen Impulsen und Koordinaten p; und q; 
sowie eventuell von der Zeit £ abhängt. f ist die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems und kann unendlich sein. Der zeitliche Ablauf des Systems ist 
durch die kanonischen Gleichungen 


s oH . oH 
=, = 77, “) 
gegeben, denen zufolge die zeitliche Änderung der Hamıtronfunktion (1) 
der Gleichung dH _0H E 
Mae “ 


genügt. Hängt 4 nicht explizit von der Zeit ab, so ist H eine Erhaltungs- 
größe, nämlich die Energie E des Systems. 


Allein der Natur praktisch vorkommenden mechanischen Probleme lassen 
sich in diesen Formalismus mit entsprechenden verschiedenen Funktionen H 
einordnen. Wie in W95 bewiesen wurde, genügen auch die Wellentheorien 
dem gleichen Formalismus, wobei allerdings die Zahl der Freiheitsgrade 
f=o ist. 


Die Heisengerasche Vorschrift zur Quantelung eines solchen Systems 
lautet nun: Man ersetze alle kanonischen Koordinaten p,, q, durch hermiti- 
sche Matrizen 


p!=p, ı=g (4) 
die den kanonischen Vertauschungsrelationen 
[ 
[9 4)= dr (8) 


genügen und im übrigen untereinander vertauschbar sind. Nach Ab- 
schnitt 233 haben die kanonischen Vertauschungen (5) zur Folge, daß von 
beliebigen mathematischen Funktionen H und damit auch von der Hamır- 
roxfunktion (1) die Relationen 


öH i oH 
2, nl Al [73 


erfüllt werden. Die Bewegungsgleichungen (2) gehen mit (6) in die Matrix- 
gleichungen 


= u [H, ge) (6) 


n=4 [En] Keane @ 


24 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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über. Eine beliebige, aus kanonischen Koordinaten aufgebaute Größe 
A(p;, 9) genügt, wie in Aufgabe 23.7 es wurde, der Bewegungsgleichung 


Alpi, A) TR -[H, 4], (8) 


der in (7) die Impulse und Koordinaten einzeln genügen. Ist H nicht explizit 
von der Zeit abhängig, sondern eine Erhaltungsgröße, und betrachtet man 
ferner in der Matrixgleichung (8) speziell die Übergangselemente der 
Matrix A zwischen Eigenzuständen der Energie, so läßt sich die Differen- 
tialgleichung (8) unmittelbar integrieren, und man erhält 


i {d 
Ay, )= An, 
für die Zeitabhängigkeit der Matrixelemente. 


In der Schröpiezrschen Quantelung werden die Koordinaten q, als 
Variable x, beibehalten, die Impulse p; jedoch durch Differentialoperatoren 
—ihöJö x, ersetzt. Damit wird H in (1) in den Hamrwrosschen Ditferential- 
operator überführt. Mit diesem Operator wird die Differentialgleichung 


ho h © 
—T57ry=Hv IE > % DR 


i 08; 


(10) 


aufgestellt und gelöst. Ihre stationären Lösungen yz im Fall konservativer 
Systeme sind orthogonal und normierbar: 


PE (vr, Ye) = [diybye = Önr- (11) 


Eine beliebige, aus den kanonischen Impulsen und Koordinaten zusammen- 
gesetzte Größe A(p,, 9x) wird ebenfalls entsprechend (10) in den zugehörigen 
Differentialoperator A überführt. Ihre Matrixelemente lassen sich nach der 
Vorschrift 

Az, 2 = (Yr, Ayr’) (12) 


konstruieren. Sie genügen nach (343.5) der Differentialgleichung (8) und 
sind mit den HEISENBERGschen Matrixelementen identisch. 


Bei der Diskussion der physikalischen Bedeutung der Matrixelemente 
ist zwischen Diagonalelementen, das sind Elemente mit E= E’, und 
Nichtdiagonalelementen mit E + E’ zu unterscheiden. Die Diagonal- 
elemente werden auch als Erwartungswerte A= Ayg bezeichnet. Sie sind 
die statistischen Mittelwerte der physikalischen Größe A, die man bei 
häufiger Beobachtung im Zustand E mißt. Das Schwankungsquadrat 


dar 2 Ars 20 (13) 


liefert eine Aussage darüber, welche Abweichungen des Einzelwerts vom 
Erwartungswert A im Mittel gemessen werden. Verschwinden alle Nicht- 
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diagonalelemente der Matrix A, so ist nach (13) AA = 0, und die Wahr- 
scheinlichkeit, im Einzelfall den Meßwert A zu erhalten, wird Eins. In 
diesem Fall ist der Erwartungswert A gleichzeitig Eigenwert im Zustand y;. 


712 Geometrische Bedeutung der Matrizen und ihrer Eigenwerte 


Für die in Abschnitt 711 auftretenden Matrizen soll eine geometrisch 
anschauliche Interpretation gefunden werden. Zu diesem Zweck wird 
zunächst eine sehr einfache, aus nur vier Komponenten bestehende, sym- 
metrische Matrix . 

Aı En 


Ay)= (Au) = i,k=1,2 1 
(An)= (Au) : Än > d) 
betrachtet. Diese Matrix läßt sich als Transformationsmatrix auffassen, 
die jeden durch x, und x, charakterisierten Punkt einer Ebene in einen 
anderen durch x, und x, charakterisierten Punkt entsprechend der Vor- 
schrift 

= 2 Au 3 0 Au (2) 


überführt. 


Es läßt sich sogar eine geometrische Konstruktion angeben, mit der man 
jeden Punkt r= z,0,+%,e, durch den Abbildungspunkt t= ze, + %®, 
ersetzt. Zu diesem Zweck wird der quadratische Ausdruck 


F=zyx8, = 2, A; 4% (3) 
D i, 


betrachtet. Durch die Gleichung 
Fax)=]1 (4) 


wird eine Kurve zweiter Ordnung in der x, %,-Ebene beschrieben, und zwar 
speziell eine Ellipse, falls die Determinante ||A;;| und die Matrixelemente 
A,,, Ag, positiv sind. Eine solche Ellipse ist in Abb. 712 dargestellt. Die 
einzelnen Punkte r= 2,0, + %,t,, die die Gleichung (4) erfüllen, bilden die 
Ellipse. Nunmehr wird der Gradient von F gebildet. Er liefert unter der 
Symmetrievoraussetzung (1) gemäß 


OF ö PEN 

az, aller Ant Zu An) 2 zeAı = 2 0) 
> hi [3 , K 

i,k 


bis auf einen Faktor 2 die Abbildungspunkte rt, wie ein Vergleich mit (2) 
zeigt. Zu jedem Punkt r erhält man daher den Ortsvektor des zugehörigen 
Abbildungspunktes t durch Gradientenbildung an den Ellipsen F = konst. 
Der Vektor des Abbildungspunktes weist also in die Normalenrichtung der 
Ellipse F=1 in dem Punkte, in dem die Ellipse von r durchstoßen wird. 


24* 
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Es wird nun die Frage gestellt, ob es Vektoren r gibt, deren Abbildungs- 
vektoren t die gleiche Richtung wie r haben, sich von r also nur um einen 
Zahlenfaktor a, den sogenannten Eigenwert, unterscheiden. Man entnimmt 
Abb. 712 unmittelbar, daß es zwei solche Vektoren gibt, nämlich die Vektoren 
in Richtung der Hauptachsen der Ellipse. Die Frage nach diesen Eigen- 
vektoren bedeutet daher im Grunde nichts anderes als das Aufsuchen einer 


Abb. 712. Zur geometrischen 
Bedeutung zweireihiger Matri- 
zen. Die durch A vermittelte 
Transformatin r>t=(Ar) 
wird durch die Ellipse 

F=(rAr)=1 veranschaulicht. 
Die innere Kurve stellt den 
= Erwartungswert 

A=(rAr)/t®=1/t?in Abhängig- 
keit von der Richtung r/r dar 
und ergibt sich aus der Ellipse 
r(g) durch Spiegelung von r? 
am Einheitskreis (gestrichelt) 


Hauptachsentransformation. Die Eigenvektoren müssen das Gleichungs- 
system — 
” y=ar; Pe u (6) 
befriedigen. Die Bedingung dafür, daß ein solches homogenes Gleichungs- 
system überhaupt eine Lösung besitzt, besteht bekanntlich darin, daß die 
Determinante 


IA — dral|=0 (7) 


verschwinden muß. Ausführlich geschrieben bedeutet (7) 


(Ay a) An —a)— AA =. (8) 
Die Determinantenbedingung (8) stellt eine quadratische Gleichung 
a@—a(A,,+ Age) + Arı Aygp— AygAsı =0 (9 
für den Eigenwert a dar mit den beiden Lösungen 
oh + year + A12An, (10) 


die mit a’ und a’ bezeichnet werden. Falls die Matrix A diagonal war, also 
unter der Bedingung A,,= Ay, = 0, sind die Eigenwerte besonders einfach. 
Aus (10) folgt dann nämlich «= A,, und a” = A,,, weil die Koordinaten- 
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achsen von x, und x, bereits mit den Hauptachsen der Ellipse identisch 
waren. Nunmehr werden die berechneten Eigenwerte nacheihander in (6) 
eingesetzt und die zugehörigen Eigenvektoren berechnet. Dabei liefert (6) 
nur eine Aussage über das Verhältnis x,/%,, nicht aber über die Absolut- 
werte der Komponenten. Das bedeutet: alle Vektoren, die sich von einem 
Eigenvektor nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden, sind ebenfalls 
Eigenvektoren. 


Es genügt daher für das Eigenwertproblem vollauf, sich auf die Be- 
trachtung von Einheitsvektoren e =r/r zu beschränken, die der Bedingung 
e’= 1 genügen, die — wie man sagt — normiert sind. Es ist ferner zu 
bemerken, daß die beiden in Richtung der Hauptachsen liegenden Eigen- 
vektoren aufeinander senkrecht stehen, also die Bedingung e’e’ —=.0 
erfüllen. Man sagt: Die Eigenvektoren sind zueinander orthogonal. Insgesamt 
gilt 

e—l e?r—]1 eet—) (11) 


für die Eigenvektoren e’, e’”. Im besonderen Falle a’ = a” entartet die 
Ellipse der Abb. 712 zu einem Kreis. In diesem Falle sind alle Vektoren 
Eigenvektoren. Die Bedingung der Orthogonalität e’e’”’ = 0 für zwei Eigen- 
vektoren läßt sich nicht mehr aufrechterhalten. Nach (10) findet die Ent- 
artung gerade dann statt, wenn die Wurzel verschwindet. 


Wählt man die Eigenvektoren e’ und e’” als Richtungen der Achsen x’ 
und x” eines Koordinatensystems, so erhält die Kurve (4) die einfache Form: 


ara arar—l. (12) 
Die Scheitelpunkte dieser Ellipse liegen bei 
9 RE bzw. 3-0, = 1 (13) 


Ve Var“ 
In den Scheitelpunkten ist also der Abstand der Kurve vom Koordinaten- 
ursprung ein Maß für die Eigenwerte a bzw. a’ der Matrix A;,. Bei 
Einführung der Polarkoordinaten r, o durch 
x’ =1C089 x’ =rsinp (14) 
erhält man die Polardarstellung 
1 un 2 een A| 
Fo” a’cos’p-+ a”sin’p=A(p) (15) 
der Kurve (12) in der Form r=r(p). Die rechte Seite von (15) wird als 
Erwartungswert A bezeichnet und hängt entsprechend von der Richtung 9 
ab. A(p) wird in Abb. 712 durch die innere Kurve dargestellt. Sie geht 
aus der Ellipse r(p) gemäß (15) durch Spiegelung von r? am Einheitskreis 
hervor. Die Eigenvektoren beider Kurven stimmen natürlich überein, 
da r(g) an den gleichen Stellen p Extremwerte besitzt wie 1/r?(p). 
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Die Darstellung des in (15) definierten Erwartungswertes A für andere 
als Hauptachsensysteme erhält man aus dem letzten Gleichheitszeichen 
von (15), indem man zunächst mit r? erweitert. Dabei entsteht mit (14) 


un x’? a’ +2'?2a” 
AY)= am (16) 


und für beliebige Koordinatensysteme 


2 2; A; 
u 1. FOREN r 


In der üblichen Vektorschreibweise erhält (17) die Darstellung 


Ay=-2 = (ed). (18) 


Hier ist A auf der rechten Seite ein Tensor, der von links und von rechts 
skalar mit dem jeweils betrachteten Einheitsvektor e=tr/r multipliziert 
wird. 

Das hier betrachtete zweidimensionale Beispiel einer durch die Ellipse 
der Abb. 712 vermittelten Raumtransformation läßt sich ohne weiteres 
verallgemeinern. Als nächstes wird eine neunkomponentige, symmetrische 
Matrix 


4,1 Aıa Aıs 
A=| Ay As Ass (19) 
Ası Aya Ass 


betrachtet. Sie transformiert alle Raumpunkte tr in die Abbildungspunkte 
r=4Ar. (20) 


A bedeutet hier einen auf den Vektor r angewandten Operator, der diesen 
Vektor so transformiert, daß die Komponentengleichung (2) erfüllt wird, 
nur, daß nunmehr über i, k =1, 2, 3 zu summieren ist. Die charakteristische 
Fläche (4) ist jetzt ein Ellipsoid im Raum, gegebenenfalls auch ein Hyper- 
boloid oder eine andere Fläche zweiter Ordnung. Auch für den Erwartungs- 
wert A(e) gilt nach wie vor die Gleichung (18). Im System der Eigen- 
vektoren e’ aber gilt, in Erweiterung von (15) 


Ale)= N aü(ehe)? (21) 
® 
mit (e®e) als dem Kosinus des Winkels zwischen e“® und der gerade be- 
trachteten Richtung e. 


Die Eigenvektoren der Matrix (19) müssen wiederum die Gleichungen 
r=ar bzw. Ar=ar (22) 
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befriedigen mit a als Zahl. Auch zur Lösung dieses Gleichungssystems muß 
die Determinantenbedingung (7) erfüllt werden, die jetzt eine kubische 
Gleichung für a darstellt mit drei Lösungen a = a’, a”, a’’’. Dies sind die 
drei Eigenwerte der Matrix A. Die zugehörigen Eigenvektoren folgen eben- 
falls aus (22) bzw. den zugehörigen Komponentengleichungen (6). Während 
bei der Punkttransformation in der Ebene die Transformationsmatrix 
nur maximal zwei voneinander verschiedene Eigenwerte besaß, sind 
bei Punkttransformationen des Raums maximal drei voneinander ver- 
schiedene Eigenwerte der Transformationsmatrix möglich. Überträgt man 
diese Überlegungen auf einen rein mathematisch konstruierten N-dimen- 
sionalen Raum, dann läßt sich eine Punkttransformation des N-dimen- 
sionalen Raums durch eine N-zeilige und N-spaltige Matrix darstellen mit 
maximalN voneinander verschiedenen Eigenwerten und N aufeinander 
senkrecht stehenden, zugehörigen Eigenvektoren. 


Da die hier durchgeführten Überlegungen offenbar unabhängig von der 
Zahl der Dimensionen sind, wird es möglich, die physikalischen Größen A 
der Quantenmechanik geometrisch zu deuten als Raumtransformationen 
in einem N-dimensionalen Raum. Die Gesamtheit der Matrixelemente 
von A beschreibt gemäß (2) eine Punkttransformation in diesem Raum. 
Eigenvektoren ®; und Eigenwerte a; der Raumtransformation müssen der 


Bedingungsgleichung Ad;=a;B; (23) 


genügen. Bei gegebenen Matrixelementen von A erhält man also die 
zugehörigen Eigenwerte a, dieser Matrix durch Hauptachsentransformation 
des zu A gehörigen N-dimensionalen Ellipsoids. Dabei ist N einerseits die 
Dimension des Raums und andererseits die Maximalzahl verschiedener 
möglicher Eigenwerte a,,@,,...,dy. Physikalische Größen A mit un- 
endlich vielen Eigenwerten können daher nur im unendlich-dimensionalen 
Raum, dem sogenannten HiıLBErrraum, dargestellt werden. Bei der 
Betrachtung von Vektoren des N-dimensionalen Raums kann man sich, 
wie die Überlegungen zu (11) zeigen, auf die Betrachtung normierter Vek- 
toren beschränken. In sinngemäßer Verallgemeinerung von (11) bilden 
dann die zu verschiedenen Eigenwerten a, gehörigen Eigenvektoren der 
Gleichung (23) ein System normierter und zueinander orthogonaler Vek- 
toren, deren innere Produkte die Relation 


(DB, D)=dir (24) 
befriedigen. Der Erwartungswert hat wie in (21) auch hier wieder die Form 


A(®)=(®, Ad)=- Sa,|(®,, 9)]?. (25) 


Der letzte Ausdruck ist wieder im System der Eigenwerte a; von A gebildet. 
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Nach diesen natürlich sehr allgemein gehaltenen Ausführungen läßt sich 
also das physikalische Problem der Eigenwertberechnung als geometrisches 
Problem auffassen. Eine symmetrische — in späterer Verallgemeinerung eine 
hermitische — Matrix stellt eine Punkttransformation im N-dimensionalen 
HILBERTraum dar, die durch eine (N — 1)-dimensionale Fläche vom Typ (4) 
veranschaulicht werden kann. Das physikalische Problem der Eigenwert- 
berechnung entspricht hier einer Transformation (Drehung) dieser Fläche 
auf ihre Hauptachsen, die Eigenvektoren ©; des Problems. 


Aus diesen Ausführungen ergibt sich der in den nächsten Kapiteln zu 
beschreitende Weg. Zunächst müssen die mathematischen Eigenschaften 
von N-dimensionalen Vektorräumen untersucht werden. Dann muß die 
Quantentheorie in solehen Räumen geometrisch dargestellt werden. Dabei 
erhalten die hier besprochenen geometrischen Größen des N-dimensionalen 
Raums die Bedeutung physikalischer Aussagen. Schließlich muß der Zeit- 
ablauf des physikalischen Systems als eine Bewegung der Hyperflächen 
gegenüber den Grundvektoren dieses vieldimensionalen Raums dargestellt 
werden. 


713 Der N-dimensionale Vektorraum 


Nach den bisherigen Ausführungen ergibt sich zunächst die Aufgabe, 
den vieldimensionalen Vektorraum zu untersuchen. Seine Eigenschaften 
ergeben sich eigentlich aus sinngemäßen Verallgemeinerungen von Eigen- 
schaften des dreidimensionalen Raums bereits hinreichend, zumal im 
Rahmen der Darstellung dieses Buches die physikalischen Gesichtspunkte 
den mathematischen gegenüber bewußt in den Vordergrund gestellt sind. 
Trotzdem sollen hier die Eigenschaften eines solchen Raums vom rein 
mathematischen Standpunkt aus betrachtet und zusammengestellt werden, 
um die Überlegungen der weiteren Kapitel sicherer auf die hier aufzustellen- 
den exakten Grundlagen aufbauen zu können. Dabei sollte man sich trotz- 
dem bei jedem einzelnen Gedanken dieses Abschnitts die entsprechende 
Bedeutung im dreidimensionalen Raum unserer Anschauung vor Augen 
halten, auch wenn im Text nicht jedesmal darauf hingewiesen wird. 


An sich versteht man in der Mathematik unter einem HILBERTraum ein 
mathematisches Gebilde mit der Dimension N = oo. Hier dagegen wird 
eine andere, einfachere Betrachtung vorgezogen. Es wird im weiteren 
nämlich angenommen, daß die Maximalzahl der Eigenwerte eines physi- 
kalischen Systems zwar sehr groß, aber endlich, nämlich gleich N sei. 
Diese Annahme vereinfacht die geometrischen Betrachtungen im HILBERT- 
raum, führt aber andererseits dazu, daß bei den späteren Anwendungen die 
Ergebnisse zunächst nur genähert richtig und außerdem von der Dimensions- 
zahl N abhängig sind. Geht man anschließend im Ergebnis zur Grenze N— oo 
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über, so entstehen die exakten Resultate, falls ein solcher Grenzübergang 
möglich ist. Das aber ist im Rahmen der nichtrelativistischen Quanten- 
theorie stets der Fall. Nach der gleichen Methode lassen sich auch gewisse 
Schwierigkeiten, die derrelativistischen Quantentheorie beider Beschreibung 
der Wechselwirkung zwischen verschiedenen Elementarteilchen anhaften, 
beseitigen. 


In der Mathematik versteht man unter einer Menge eine Gesamtheit 
von Objekten a,b,c... irgendwelcher Art. Diese Objekte werden als 
Elemente bezeichnet und können Zahlen, Transformationen, Integrations- 
vorschriften, Raumdrehungen, Permutationen von Zahlen sein oder irgend- 
eine andere Bedeutung haben. Lassen sich zwei beliebige Elemente a und b 
der Menge miteinander durch irgendeine Vorschrift so verbinden, daß 
sich wieder ein der gleichen Menge zugehöriges Element c ergibt, so spricht 
man von einer Verknüpfungsvorschrift ab = c. Zwei nacheinander in der 
Reihenfolge ‚‚erst b, dann a“ durchgeführte Drehungen ergeben zusammen- 
genommen wieder eine Drehung c, die durch a und b eindeutig definiert ist. 
Dies ist ein Beispiel einer solcher Verknüpfungsvorschrift. 


Unter besonderen, einengenden Voraussetzungen bezeichnet man eine 
Menge als Gruppe. Hierzu ist erforderlich, daß erstens zwischen den 
Elementen eine Verknüpfungsvorschrift derart definiert ist, daß die Ver- 
knüpfung von zwei beliebigen Elementen wiederum ein Element der 
gleichen Gruppe liefert: 

ab=c. (1) 


Die Verknüpfung muß zweitens das Assoziativgesetz 
(ab)e=a(bec) (2) 


erfüllen. Drittens muß in der Menge ein Element 1 enthalten sein mit den 
Eigenschaften 
lc=c=el, (3) 


wobei c ein beliebiges Element der Gruppe darstellt. Viertens muß zu 
jedem Element c ein inverses Element c”! existieren mit der Eigenschaft 


et=1l=ce, (4) 
nämlich gleichzeitig Rechtsinverses und Linksinverses zu sein. 


Es gibt sehr viele Beispiele soleher Gruppen. So bilden alle rationalen 
Zahlen unter Ausschluß der Null eine Gruppe, die mit der gewöhnlichen 
Zahlenmultiplikation als Verknüpfungsvorschrift die Eigenschaften (1) 
bis (4) besitzt. Die einfachste nichttriviale Gruppe besteht aus den Zahlen 1 
und —1 mit der Multiplikation als Verknüpfungsvorschrift. Ein anderes 
Beispiel ist die Gesamtheit der möglichen Permutationen, durch die man 
die Zahlen 1, 2, 3 in andere Reiheniolgen überführen kann. Diese Per- 
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mutationsgruppe ist endlich und besitzt genau 3! Elemente. Die Per- 
mutation 1 läßt die Zahlenreihenfolge unverändert. Die zu einer Permuta- 
tion c inverse Permutation c”! erhält man durch Rückgängigmachen der 
Permutationsvorschrift c. Ein weiteres Beispiel bilden die Drehungen im 
Raum. 


Im allgemeinen ist die Reihenfolge der Elemente bei Verknüpfungen 


nicht gleichgültig, so daß 
ab=+ba (5) 


gilt. Zum Beispiel erhält man bei zwei aufeinanderfolgenden Permutationen 
verschiedene Ergebnisse, je nachdem, in welcher Reihenfolge man sie aus- 
führt. Das gleiche gilt für Raumdrehungen. Die Untergruppe der Drehungen 
um eine raumfeste Achse enthält unendlich viele Elemente, die durch 
Angabe des Drehwinkels @ beschrieben werden können. Bei zwei auf- 
einanderfolgenden Drehungen addieren sich lediglich die Winkel. In diesem 
Fall spielt die Reihenfolge, in der zwei Drehungen a und b durchgeführt 


werden, keine Rolle: 
ab=ba. (6) 


Das gleiche gilt für die Gesamtheit der rationalen Zahlen und natürlich 
auch für die aus +1 und —1 allein gebildete Gruppe. 


Gruppen, bei denen die Reihenfolge der Elemente in Verknüpfungen 
wie in (6) vertauschbar ist, werden als kommutative Gruppen oder nach 
dem Mathematiker ABEL als ABELsche Gruppen bezeichnet. Daß die 
Verknüpfung der Elemente bislang in den Gleichungen (1) bis (6) multi- 
plikativ dargestellt wurde, ist nur eine Äußerlichkeit. Genauso könnte 
auch die additive Schreibweise benutzt werden, mit der diese Gleichungen 
für kommutative Gruppen in 

urvr=w 


(ut) +u=u+w+u) 


0+u=u (7) 
a+u)=0=-(-u+u 
u+vVv=v+Uu 


übergehen. Diese Schreibweise wird besonders bei kommutativen Gruppen 
bevorzugt. Bei additiver Schreibweise pflegt man die Verknüpfung als 
Addition, das 1-Element als Null und das zu u inverse Element als — u 
zu bezeichnen. 


Als Vektorraum bezeichnet man im Rahmen dieser abstrakten Dar- 
stellung eine additiv geschriebene ApBeLsche Gruppe von Elementen 
u,v,w,..., die den Bedingungen (7) unterliegen. Diese Elemente u, v,.... 
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des Vektorraums werden Vektoren genannt. Außerdem soll es noch 
lineare Operatoren «, ß geben, die selbst nicht Elemente des Vektorraums 
sind, aber die Eigenschaft besitzen, einen Vektor u entsprechend der Vor- 
schrift 

wW=au (8) 


in einen anderen Vektor u’ zu überführen, der wiederum ein Element der 
gleichen Gruppe, also des Vektorraums, ist. Die Linearität eines Operators & 
kommt in der Forderung 


a(uf+v)=au-+av (9) 


zum Ausdruck. Diese Gleichung bedeutet: Wendet man den Operator « 
einzeln auf“ und aufv an und addiert anschließend die dabei entstehenden 
neuen Vektoren uw’ und v’ gemäß (7), so ergibt sich der gleiche Vektor wie 
bei Anwendung des Operators « auf den Vektor u-+®. 


Die linearen Operatoren lassen sich untereinander addieren und multi- 
plizieren, wenn man unter diesen beiden Vorschriften die Durchführung 
der Operationen 


(a+P)u=au + Bu («B)u=a(ßu) (10) 


versteht. Denn die rechten Seiten dieser Gleichungen sind durch die bis- 
herigen Vorschriften (7) und (8) bereits hinreichend definiert. Alle ganzen 
positiven und negativen Zahlen sind trivialerweise zulässige lineare Opera- 
toren eines jeden Vektorraums. Man braucht zu ihrer Einführung lediglich 
den Vektor u-++ wals2uzu bezeichnen und entsprechend zu verallgemeinern. 
Hier sollen im weiteren solche Vektorräume betrachtet werden, die die 
Gesamtheit der komplexen Zahlen ausdrücklich als lineare Operatoren 
zulassen. Noch allgemeinere lineare Operatoren sind die Raumtransfor- 
mationen, die im nächsten Abschnitt behandelt werden. 


714 Die Metrik eines Vektorraums 


Der bislang betrachtete und durch die Formeln (713.7 bis 10) beschriebene 
Vektorraum besitzt eine Metrik, wenn sich zu je zwei Vektoren u und v 
eine komplexe Zahl 

c=(u,v) (1) 


eindeutig zuordnen läßt mit den Eigenschaften 


(w,u)= (u, v)* 


(v,v+w=(u,v)+ (u, w) (2) 


(w, av)=alu, v), 
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wobei « eine komplexe Zahl bedeutet. Diese Zuordnung ist natürlich nicht 
eindeutig umkehrbar; denn die komplexe Zahlc ist durch zwei reelle 
Zahlenangaben festgelegt, während im N-dimensionalen Raum zum Fest- 
legen der Vektoren u und v je 2N Angaben gehören, wie noch in (715.8 
bzw. 11) gezeigt wird. 


Aus den Eigenschaften (2) folgt 
(au,v)=(v, au)’=a*lv, u)*=a*(u, v) (3) 


unmittelbar. Die zweite der Bedingungen (2) bedeutet im Zusammenhang 
mit der ersten, daß c= (u, v) sowohl hinsichtlich des Vektors u als auch 
hinsichtlich v einzeln eine lineare Form ist. Ein solcher Ausdruck wird als 
bilineare Form bezeichnet. Die dritte der Gleichungen (2) ist wegen der 
zweiten für ganze Zahlen ohnehin erfüllt. Sie enthält als neue Aussage 
lediglich die Verallgemeinerung auf beliebige komplexe Zahlen. Die Ver- 
knüpfung (u, v) nennt man das innere Produkt der Vektoren u und v. 
Nach (2) muß das innere Produkt von u mit sich selbst reell sein. Ist 
es positiv und gilt 

(v,u)=?>0 (4) 


für alle Vektoren des Vektorraums, so spricht man von einer positiv 


definiten Metrik. Die in (4) eingeführte Größe I ist die sogenannte Länge 
des Vektors u. Gilt für zwei Vektoren von nichtverschwindender Länge 


(u,0)=0, (5) 
so werden die zwei Vektoren u und v als zueinander orthogonal bezeichnet. 


Weiter gilt im Vektorraum der Satz, daß ein beliebiger Vektor u sich in 
bezug auf einen vorgegebenen Vektor v zerlegen läßt in einen zu v propor- 
tionalen und einen zu v orthogonalen Anteil. (Man überlege sich die Bedeu- 
tung dieses Satzes im dreidimensionalen Raum, wo das innere Produkt die 
Bedeutung des dortigen skalaren Produkts hat!). Die Zerlegung läßt sich 
sofort angeben: 


ge ei ,w)=0. (6) 
| 


Der vor v stehende Bruch bedeutet entsprechend (1) lediglich eine komplexe 
Zahl. Der erste Summand in (6) stellt also den zu » proportionalen Anteil 
des Vektors u dar. Es bliebe nur noch zu beweisen, daß der restliche Anteil 
wirklich zu v orthogonal ist. Zu diesem Zweck wird das innere Produkt (v,) 
gebildet und w nach (6) eingesetet: 


0,0) =(v,u— Sr. )= 0 - ”) —=(. (7) 


(v, v) 


Damit ist bewiesen, daß w wirklich orthogonal zu v ist. 
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Der soeben bewiesene Satz kann zum Nachweis der für beliebige Vek- 
toren vu und v gültigen Schwarzschen Ungleichung 


>| (8) 


verwendet werden. Zum Beweis dieser Gleichung wird im Sinne von (6) 
für u der Ansatz 


u=av-+ Bw (9) 
gemacht. Für v und w gelten dabei die Relationen 
(v,w)=0 (w,w=1 (v,v)=#. (10) 


Die erste dieser Relationen folgt aus (7) bei entsprechender Wahl von «. 
Die zweite läßt sich durch geeignete Wahl von f erreichen, und die dritte 
gibt lediglich die Länge des Vektors v an. Beim Einsetzen von (9) in die 
linke Seite von (8) entsteht mit (10) und unter Verwendung von (2) und (3) 


(av + Bw, av+ Bw), v)= (al? + |B|YR. (11) 
Die rechte Seite von (8) dagegen ergibt 
(u,2)(w, 0) = (av + Bw, v)w, av+ Bw) =|a|’l. (12) 


Wegen |ß!?> 0 entnimmt man dem Vergleich von (11) und (12) die Gültig- 
keit der Schwarzschen Ungleichung (8). Sie spielt im Rahmen der Quanten- 
theorie noch eine wichtige Rolle. 


715 Orthogonalsysteme im Vektorraum 


m Vektoren u,,.. ., %„ nennt man linear abhängig, wenn zwischen diesen 
Vektoren eine Gleichung 
m 
2%, u, = 0 (1) 
v-1 


mit von Null verschiedenen und komplexen Koeffizienten existiert. Existiert 
eine solche Relation dagegen nur, wenn alle «, verschwinden, so nennt 
man die Vektoren linear unabhängig. Als Dimension N des Vektorraums 
wird die Maximalzahl der in der Menge enthaltenen linear unabhängigen 
Vektoren bezeichnet. Dabei wird der Nullvektor v, = 0 nicht mitgezählt. 
Als Beispiel läßt sich der dreidimensionale Raum unserer Anschauung 
anführen, in dem drei Vektoren, die nicht gerade in einer Ebene liegen, 
die Bedingung (1) nicht erfüllen. Drei solche Vektoren sind linear unab- 
hängig. Jeder vierte Vektor dieses Raums dagegen läßt sich durch die ersten 
drei linear unabhängigen Vektoren ausdrücken. Zwischen vier Vektoren 
dieses Raums besteht also stets eine lineare Abhängigkeit vom Typ (1). 
Also ist die Dimensionszahl unseres Anschauungsraums N =3, auch im 
Sinne dieser abstrakten Definition. 
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Der N-dimensionale Vektorraum hat mit dem Anschauungsraum eine 
Reihe von Eigenschaften gemeinsam, die hier weiter untersucht werden 
sollen. In ihm existieren also nach (1) nur insgesamt N linear unabhängige 
Vektoren. (N + 1) Vektoren müssen stets linear abhängig sein. Es sei 
Us ..., Uy ein Satz von N linear unabhängigen Vektoren dieses Raums. 
Dann muß sich jeder weitere, also (N + 1)-te Vektor v des gleichen Raums 


nach (1) in der Form Y 
v=Na,u, (2) 

v=1 
darstellen lassen. Die Vektoren u,,...., uy bilden, wie man sagt, eine Basis. 


Weiter kann gezeigt werden, daß sich aus einer solchen Basis stets ein 
System von normierten und untereinander orthogonalen Basisvektoren 
konstruieren läßt. Es wird als Orthogonalsystem mit den Vektoren Ö,,...,Dx 
bezeichnet. 

Zunächst wird irgendeiner der Basisvektoren, zum Beispiel u,, heraus- 
gegriffen und damit 

D,= au, (9, d)= uPı=1 (3) 
gebildet. 2, ist die Länge des Basisvektors u,. Nach (3) muß «, so gewählt 
werden, daß |«,|=1/l, gilt, damit ®, normiert ist. Nunmehr wird ein 
zweiter Vektor u, der Basis zur Konstruktion eines normierten und zu ®, 
orthogonalen Vektors benutzt. Zunächst wird aus ®, und u, der Vektor 

%y=4,— (P,, %)®, (4) 


unter Verwendung des Satzes (714.6) über die Vektorzerlegung gebildet. 
Dieser Vektor v, ist wegen der Normierung (3) und 


(B,, 9) = (®,, %) — (®,, Di) (9, W) = 0 (5) 
zu ©, orthogonal. Für seine Normierung sorgt eine entsprechende komplexe 
Zahl o, in 

P,= a0, (8, 9)=1 (6) 


genau wie &, vorher in (3). 

Als nächster wird der Vektor u, aus der Basis herausgegriffen. Wie in (4) 
wird aus u, ein zu ®, orthogonaler Vektor v, konstruiert und von v, in 
gleicher Weise ein zu ®, orthogonaler Vektor w, gebildet. Ein geeigneter 
Normierungsfaktor «, überführt den so konstruierten Vektor w, in den 
normierten Vektor ®,. Auf diese Weise läßt sich das Verfahren von Vektor 
zu Vektor sukzessiv durchführen bis zum Vektor ®, und bricht dann ab, 
da kein linear unabhängiger Vektor mehr in diesem N-dimensionalen 
Vektorraum vorhanden ist. Damit hat man also eine orthonormierte Basis 


D,,®,, ..., Dy (Das D,) = Ömn (7) 
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konstruiert, die als Orthogonalsystem bezeichnet wird und gegenüber der 
in (1) verwendeten Basis aus beliebigen Vektoren u, besondere Vorteile 
aufweist. 


Für die weitere Darstellung erweist es sich zweckmäßig, die linearen 
Operatoren «,, sofern sie komplexe Zahlen repräsentieren, rechts neben 
die Vektoren zu setzen. Wählt man nun das soeben konstruierte Orthogonal- 
system als Basis, so läßt sich jeder Vektor u des Raums in der Form 


u= N D,r, Us— (&,:.., 0) (8) 
Rn 
durch Linearkombinationen der Basisvektoren ®,,...,®y darstellen. 


Zur Charakterisierung eines beliebigen Vektors u im Vektorraum genügt 
also bei Vorhandensein einer solchen orthogonalen Basis die Angabe der 


komplexen Zahlen &,,...,a&y. Bildet man das innere Produkt von (8) mit 
einem der Basisvektoren, so entsteht bei Berücksichtigung von (7) 
(Din u IL (Dis ® n) In = 2 Ömn&n = Km- (9) 
n 


Ersetzt man also in (8) die «, gemäß (9), so bleibt 
N 


als wichtige Formel für die Zerlegung eines beliebigen Vektors u nach einem 
ebenfalls beliebig gewählten Orthogonalsystem von Vektoren. In (8) und 
(10) sind die komplexen Zahlen «, bzw. (®,, u) als Rechtsoperatoren 
geschrieben, nämlich entsprechend der künftig verwendeten Schreibweise 
rechts neben die Vektoren ®, gesetzt, ohne daß sich dabei ihre Bedeutung 
ändert. Das innere Produkt zweier beliebiger Vektoren % und v läßt sich 
durch die „Komponenten“ «,, ß,, darstellen: 


(u,v)= (Pu nn» I PP) = ER (By, Du) Im 


11 
= = 2, Onm %Pm = Zi am Pn- 


Das innere Produkt zweier beliebiger Vektoren wird also im N-dimensionalen 
Raum durch 4N (reelle) Zahlenangaben bestimmt. 


716 Operatoren im Hınzerrraum 


Der in Abschnitt 713 bis 715 dargestellte N-dimensionale Vektorraum 
soll nunmehr lineare Operatoren allgemeinerer Art zulassen, die gemäß 

Au=u (1) 

irgendeinen Vektor u in einen an sich beliebigen, aber natürlich durch den 

Operator A jeweils eindeutig vorgeschriebenen anderen Vektor u’ desselben 
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Vektorraums überführen. Die Operatoren A beschreiben daher die mög- 
lichen Drehungen und Streekungen des N-dimensionalen Raums. Die 
betrachteten Operatoren sollen gemäß 


Alu+v)= Au-+ Av | (2) 


linear sein. Summen und Produkte der linearen Operatoren werden wie 
früher in (713.10) durch 


(A+B)u=Au+Bu (AB)u=A(Bu) (3) 


definiert. Künftig werden diese allgemeinen linearen Operatoren A,B,... 
links neben die Vektoren gesetzt, während die daneben noch als zu- 
gelassene Operatoren auftretenden komplexen Zahlen «, ß ‚...., wie bereits 
in (715.8 und 10) geschehen ist, als Rechtsoperatoren geschrieben werden. 
Wenn alle denkbaren Operatoren (1) Raumtransformationen darstellen, 
lassen sich ihre Gruppeneigenschaften im Sinne von (713.1 bis4) vom Stand- 
punkt dieser Eigenschaft diskutieren. Das Assoziativgesetz (AB)C = A(BC) 
gilt wegen der Definition von (AB)u in (3). Das 1-Element dieser Gruppe 
ist die identische Transformation. Die Bedeutung der zu Ainversen Trans- 
formation A-! übersieht man nach Linksmultiplikation von (1) mit A"!: 

AtAu=su=4Atu. (4) 


Diese Transformation stellt offenbar die Rücktransformation von A dar. 
Sie überführt den Vektor w zurück in den Vektor uw. Eine solche Rück- 
transformation ist dann nicht eindeutig möglich, wenn A zum Beispiel 
eine Abbildung des Gesamtraums auf einen Teilraum niederer Dimension 
darstellt, so , wie man durch eine Transformation A den dreidimensionalen 
Raum durch Projektion auf eine zweidimensionale Ebene abbilden kann. 
Ist dies nicht der Fall, so daß Aden Gesamtraum wiederum auf den Gesamt- 
raum abbildet, so existiert auch die Umkehrtransformation A’! ein- 
deutig. Diese umkehrbaren Transformationen bilden daher untereinander 
eine Gruppe. 


Zu jedem Operator A existiert ein sogenannter adjungierter oder hermi- 
tisch konjugierter Operator A}. Beide hängen durch die Gleichung 


Er v)= (u, Atv) (5) 


für beliebige Vektoren u und v zusammen. Wegen (w, v)* = (v, u) ent- 
nimmt man (5) unmittelbar die Gültigkeit von 
(All=A. (6) 
Ist ein adjungierter Operator dem Operator selbst gleich, gilt also 
H=H (u, Hv)=(Hu,v), (7) 
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so nennt man ihn selbstadjungiert oder hermitisch. Innere Produkte 
vom Typ 

(u, Hu) = (Hu, w)= (u, Hu)* (8) 
mit hermitischen Operatoren H sind stets reell. 


Als unitäre Operatoren S bezeichnet man solche linearen Operatoren, 
die ein Orthogonalsystem von Vektoren ®, wieder in ein Orthogonalsystem 
&/, überführen. Bei ihnen müssen die Bedingungen 


D, zZ SPD, (Dr, On) == (D,, D,) >= On (9) 
erfüllt werden. Wegen 


(Dr, Dn)= (SD, S®,)=(B,, S!S0,)=(BD,, D,) (10) 


läßt sich unter Berücksichtigung von (5) die Bedingung der Orthogonalität 
nur erfüllen, wenn der Operator S den Gleichungen 


Sis=l Sssti=1 Si=S-! (11) 
genügt. 


Sämtliche Vektoren u und Operatoren A lassen sich mit der unitären 
Transformation 


w=Su A'=SASt St=51 m) 


in andere Vektoren w und Operatoren A’ verwandeln, ohne die inneren 
Produkte (u, Av) zu verändern. Bildet man in den neuen Größen ein 
inneres Produkt 


(u, Av) = (Su, SAS'Sv)= (u, STSASiSv)= (u, Ar) (13) 


und berücksichtigt dabei die Zuordnungen (12), so entsteht das innere 
Produkt mit den ungestrichenen Größen. 


In Abschnitt 715 wurde gezeigt, daß jeder Vektor des Raums durch N 
komplexe Zahlen &,,..., &y charakterisiert werden kann, wenn man eine 
bestimmte vorgegebene Basis von orthonormierten Vektoren ®, der 
Betrachtung zugrunde legt. Nunmehr soll gezeigt werden, daß unter den 
gleichen Voraussetzungen eine Darstellung des Operators A als N-zeilige und 
N-spaltige Matrix möglich ist. Der lineare Operator A ist dann vollständig 


gegeben, wenn man gemäß 
w—= Au (14) 


zu jedem Vektor u den zugehörigen transformierten Vektor u’ kennt. Die 
Vektoren u und a werden nun durch das Orthogonalsystem dargestellt: 


u= N d,a, W"—= N D,on (15) 
N N 


25 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Der Operator A ist bekannt, sobald man zu jedem Zahlenschema &,,.. ı,&y 
das zugehörige Zahlenschema «/, ..., «y angeben kann. Beim Einsetzen 
von (15) in (14) und Benutzung des Satzes (715.10) für A®,, entsteht 


Pd, = AL dd, = 3 Dun(Dm, AD.) An: (16) 


Bei Linksmultiplikation von (16) mit ®, und Berücksichtigung der Ortho- 
gonalität (715.7) gilt 
® =D Ann: (17) 
n 


Durch Angabe der Koeffizienten A,, wird also der transformierte Vektor u’ 
über die Zahlen «,....., a) vollständig dargestellt. Die in dieser Gleichung 
auftretenden Größen sind alle als innere Produkte 


%n=(D,, u) = (D,,u) Ann (Da: 42.) (18) 


darstellbar. Insbesondere enthält (18) die Darstellung der zu einem ge- 
gebenen Operator gehörigen Matrixelemente. Die entsprechenden Matrix- 
elemente des adjungierten Operators sind 


(A)mn= Don A'®,) = (4A Dis D,) = (D,; A Dn)*= (A) (19) 


Sie gehen also aus denen des Operators A durch Spiegelung an der Dia- 
gonalen und Übergang zum Konjugiert-Komplexen hervor. 


Die Multiplikation zweier Operatoren ist durch (3) definiert. Nach der 
Vorschrift ist zunächst der am weitesten rechts stehende Operator zur 
Transformation des rechts neben ihm stehenden Vektors zu benutzen, 
dann der links danebenstehende Operator auf den transformierten Vektor 
anzuwenden. Die Matrixelemente des Produktoperators 


C=4AB (20) 


erhält man also durch sukzessive Anwendung auf irgendeinen Basisvektor ®, 
unter Berücksichtigung von (3) 


Mm 


= d(D, A®,) (Dan B®,) =YBD (BD, C9,) . 
T : 


l,m 


(21) 


Die Verwendung der Zerlegungsvorschrift (715.10) überführt die Operatoren 
in entsprechende Matrixelemente, und beim Vergleich der Matrixelemente 
stellt man fest, daß die Elemente von € sich aus denjenigen von A und B 
gemäß 

Om=2 AmBmn (22) 


nach den Regeln der üblichen Matrizenmultiplikation berechnen. 
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Zum Schluß ist noch etwas über die Matrixelemente spezieller Operatoren 
zu sagen. Für Matrixelemente hermitischer Operatoren gilt 


4i=A Amn= (Au) (23) 


Ihre Realteile bilden eine symmetrische Matrix, während die Imaginärteile 
eine antisymmetrische Matrix bilden. Die hermitischen Operatoren stellen 
hier eine komplexe Verallgemeinerung der im Reellen auftretenden symme- 
trischen Tensoren dar. Für die Matrixelemente unitärer Operatoren gilt 


St=s en: (24) 


Die Matrixelemente der inversen Transformation erhält man bei diesen 
Operatoren einfach durch Spiegelung und Übergang zum Konjugiert- 
Komplexen. 


717  Operatordarstellung physikalischer Größen 


Im Abschnitt 716 konnte gezeigt werden, daß ein Operator Aim HILBERT- 
raum durch Angabe seiner Matrixelemente 


Ann (©, 4A ®,) (1) 


zu einem Orthogonalsystem D,, vollständig charakterisiert wird. Sowohl in 
der HEISENBERGschen als auch in der ScHRÖDINGERschen Fassung der 
Quantentheorie wird jede physikalische Größe A durch ein Schema von 
Matrixelementen A,,, dargestellt. Somit liegt der Gedanke nahe, auch diese 
Matrixelemente im Sinne von (1) als die Transformationselemente einer 
Raumtransformation A in einem gedachten HILBERTraAum aufzufassen. 
Die normierten Vektoren ®, dieses HILBERTraums stehen dabei symbolisch 
für die verschiedenen physikalischen Zustände, in denen sich das betrachtete 
physikalische System befinden könnte. Die Diagonalelemente 


| (@,, AB)= A © 


sind dabei die Erwartungswerte der durch den Operator A charakterisierten 
physikalischen Größe im Zustand ®,. Damit diese mittleren statistischen 
Meßwerte reellsind, müssen allen Observablen, d. h. physikalisch beobacht- 
baren Größen, hermitische Operatoren im Sinne von 

At=A (3) 
entsprechen. 


Der physikalische Zustand » wird bier durch einen normierten HILBERT- 
vektor ®, repräsentiert. Handelt es sich bei den Matrixelementen (l) um 
Übergangselemente zwischen Energiezuständen, so müssen diese Vek- 


25* 
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toren ®, Eigenvektoren des Energieoperators, also des HAMILTONoperators 
H, sein und der Eigenwertgleichung 


H®,=E,D, (4) 
genügen. Die Energiematrix ist dann eine Diagonalmatrix gemäß 
(Da; H®,) = ÖmnEn (5) 


mit den Energieeigenwerten in der Diagonale. Betrachtet man in Über- 
einstimmung mit (4) nur die Diagonalelemente 


(Da; H®,) =E, (6) 


allein, so sieht man unmittelbar, daß der zu diesem System gehörige 
HILBERTrAum mindestens so viel Vektoren ©, wie Energiewerte E, besitzen 
muß. Die Raumdimension N müßte also eigentlich sein, wird hier aber 
lediglich als sehr groß angenommen aus Gründen, die bereits in Abschnitt 713 
besprochen wurden. 


Als nächstes wird der Erwartungswert der Energie in einem Zustand 
F=3D,n =(®,, Y) 
n 


AT m) 


untersucht, der ausdrücklich kein Eigenzustand der Energie ist, sondern 
als Linearkombination aus verschiedenen Eigenzuständen zusammengesetzt 


ist. Dieser Erwartungswert der Energie führt nach den Regeln (714.2 und 3) 
auf 


H=(P, HP)=I an 0, (Pm, HP), (8) 
M,N 
und unter Verwendung von (5) weiter auf 
n N 


Da es sich hierbei um einen mittleren Meßwert handelt, müssen die mit W,, 
bezeichneten Größen |«,|? gleich der Wahrscheinlichkeit sein, daß im 
Zustand Y für die Energie der Eigenwert E, gemessen wird. Demzufolge 


bedeutet 
W,=|% _ (D.; yY)R? (10) 


die Wahrscheinlichkeit dafür, daß im Zustand Y der Eigenzustand ®, 
des Energieeigenwertes E, realisiert ist. 


Mit den hier durchgeführten Überlegungen ist es nun ohne weiteres 
möglich, sämtliche Gleichungen zwischen physikalischen Größen als 
Beziehungen zwischen linearen Operatoren im HILBERTraum aufzufassen 
und auszuwerten. Die einzelnen Operatoren besitzen dabei ein System von 
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Eigenvektoren und Eigenwerten wie in (4), deren Berechnung der Lösung 
eines geometrischen Problems entspricht. Die Verwendung von Operatoren 
und Vektoren zu zahlenmäßigen Angaben erfolgt dabei über die Eigen- 
werte, die Erwartungswerte (2), Matrixelemente wie (1) und schließlich 
die in (10) auftauchenden Wahrscheinlichkeiten. Die Einführung der 
HILBERToperatoren mit ihren zugehörigen Erwartungswerten bedeutet 
hier eine Erweiterung des Zahlenbegriffs, die den Bedingungen der Quanten- 
theorie besonders gut angepaßt ist. Dabei sind jedoch alle Begriffsbildungen 
einstweilen so allgemein formuliert, daß sie in gleicher Weise auf die 
Quantentheorie wie auf die klassische Physik, wenngleich hier mit über- 
flüssiger Kompliziertheit, angewandt werden können. 


Das weitere Problem wird schrittweise behandelt. Zunächst wird im 
folgenden Kapitel ein einzelner Operator mit seinen Eigenwerten und Eigen- 
vektoren untersucht, dann folgen die Beziehungen zwischen verschiedenen 
Operatoren und unmittelbare Anwendungen. Diese Überlegungen gelten 
für zeitunabhängige Operatoren und Zustände, wie auch für den Anfangs- 
zustand eines Systems zu irgendeiner Zeit = 0. Erst im darauffolgenden 
Kapitel 73 wird der Zeitablauf des physikalischen Systems behandelt. 
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Zusammenfassung: Eine Observable At= 4 mit ihren Erwartungswerten A 
und Schwankungsquadraten (4A)? wird im Hırserrraum untersucht. Die Zahl der 
Figenvektoren und der nicht notwendig voneinander verschiedenen Eigenwerte von A 
ist gleich der Dimension N des Raums. Die Erwartungswerte A nehmen im Eigen- 
zustand einen Extremwert an; die Eigenvektoren bilden ein normierbares Ortho- 
gonalsystem. Sie sind gleichzeitig Eigenvektoren für beliebige Funktionen f(A). Zwei 
miteinander vertauschbare Operatoren A und B spannen den HiILBERTraum als 
Produktraum auf, in dem ein System von Eigenvektoren ®,, existiert. die gleich- 
zeitig Eigenvektoren von A und B sind. Existiert dagegen im Hınserrraum neben A 
ein mit A unvertauschbarer Operator B, so lassen sich die Eigenvektoren von B durch 
Linearkombinationen der Eigenvektoren von A darstellen. Zustände, in denen 
A und B gleichzeitig Bigenwerte annehmen, existieren nicht, für das Schwankungs- 
produkt AAAB existiert vielmehr eine untere Schranke. Die Anwendung der kano- 
nischen Vertauschungen führt zur Heısexgereschen Unbestimmtheitsrelation. 
Befriedigen zwei unvertauschbare Operatoren die Gleichung [B, a] =—a, so unter- 
scheiden sich die Eigenvektoren von B nur um Potenzen von a und af unterein- 
ander und sind leicht konstruierbar. Die Methode ist anwendbar beim harmonischen 
Oszillator, bei der Untersuchung von Drehimpulsen und übrigens auch bei der Quan- 
telung von Wellentheorien. Die Eigenzustände ®, des Orts erlauben, jeden HiLBERT- 
vektor ® durch eine Linearkombination ® = f' dz®,f(s) darzustellen und umgekehrt 


jede Funktion durch ein skalares Produkt f(x) = (,, ®). Die HıLgertvektoren des 
Orts haben neben ihrer Eigenschaft q®,= ©, die Eigenschaft p®,= D,holidx. 
Die Eigenvektoren ©, des Impulses sind die Fouriertransformierten von ®,. 
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721 Eigenwerte einer Observablen 


Betrachtet wird eine aus Impulsen und Koordinaten zusammengesetzte 
Größe A, die im HILBERTraum durch den hermitischen Operator 


At=A A) 


repräsentiert wird. Mittlerer Meßwert in einem speziellen, durch den 
HiLBertvektor ® charakterisierten physikalischen Zustand ist der Erwar- 
tungswert 

A=(®, Ad), (2) 


der unter der Voraussetzung (1) gemäß (716.23) reell sein muß. Ob dieser 
Erwartungswert ein statistischer Mittelwert oder ein Eigenwert ist, kann 
man am mittleren Schwankungsquadrat 


(AA=(A— A?= 2 —-2’>0 (3) 


erkennen, bei dem die durch Überstreichen geforderte Erwartungswert- 
bildung wie in (2) vorzunehmen ist. 


Es erhebt sich zunächst die Frage, ob ein solcher beliebig vorgegebener 
Operator A überhaupt einen Eigenwert besitzt. Denkt man an die zwei- 
dimensionale Veranschaulichung von Abschnitt 712 für solche Größen A 
durch Ellipsen (siehe Abb. 712), so liegt die Vermutung nahe, daß A gerade 
bei solchen Vektoren ® einen Eigenwert besitzt, bei denen der Erwartungs- 
wert einen Extremwert darstellt. Auch bei der Ellipse fallen die Eigen- 
vektoren mit den Hauptachsen zusammen, also mit den Stellen, an denen 
der Abstand vom K.oordinatenursprung Extremwerte besitzt. Dieser an- 
schauliche Vergleich legt es nahe, nach Extremwerten des Erwartungs- 
wertes zu suchen. Man denkt sich zu diesem Zweck den Vektor ® innerhalb 
des HILBERTraums variiert. Ändern sich dabei die Zahlenwerte von A 
nicht, so legt Entartungim gesamten HILBERTraum vor, und alle Vektoren 
sind gleichzeitig Eigenvektoren zu A mit ein und demselben Eigenwert A. 
Ändern sich bei Variationen der ® die Zahlenwerte A, so wird die Variation 
so lange fortgesetzt, bis A dabei einen Extremwert annimmt. Bei der 
Variation muß allerdings die Normierung von ® aufrechterhalten werden, 
was durch Einführung eines LacrAnGzschen Parameters } ermöglicht 
wird. Die Variationsbedingung lautet nun 


6[A— (8, d)]=0 (8, (A-)P)=0. (4) 


Die Durchführung der Variation erfolgt unter ähnlichen Voraussetzungen 
wie in W 132 sowie in Abschnitt 334. Der komplexe HıLBERTvektor 
®=©,+id, wird mit seinem Real- und Imaginärteil einzeln variiert. Mit 
den Abkürzungen 


®-®,--id, Y-(A—1)® V-WA4iW, 0) 
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sowie unter der Voraussetzung 4!= 4 lautet dann die Variations- 
bedingung (4) 
0=(ö®, (A—4)®) + (B,(A—4)Ö®) 


=(d®P, A) +(P, 60) 
—=2Re (dd, +idd,, +1 P,)} 
= 2[(ö®,, 7) — (d9,, 79]. 

Da ö®, und ö®, beide willkürlich wählbare, reelle HiLgerrvektoren sind, 


kann (6) nur erfüllt werden unter der Bedingung Y, =W,=0. Der in (5) 
eingeführte Vektor Y=Y, +:Y, muß also verschwinden, und es gilt 


(A-)d=0 AB=4®. (7) 


(6) 


Diese Gleichung aber zeigt, daß der Vektor ®, der A zum. Extremwert 
macht, Eigenvektor des Operators A ist mit dem Eigenwert «= 4. Er wird 
weiterhin mit ®, bezeichnet. 

Bildet man in (7) das innere Produkt mit ®, unter Berücksichtigung 
der Normierung, so stellt sich heraus, daß der Eigenwert 7 hier mit dem 
Meßwert A identisch wird: 


A=(®,, AB,)=A(®,, ®,)=4. (8) 
Die mittlere Schwankung (3) im Eigenzustand ®, verschwindet, weil 
A2=-4=2: (9) 


gilt. Damit ist gezeigt, daß ein beliebiger hermitischer Operator A im 
HILBERTraAum einen reellen Eigenwert besitzt und daß dieser Eigenwert 
gleichzeitig einen Extremwert des Erwartungswertes A darstellt. 


Nun erhebt sich die Frage, ob A darüber hinaus einen zweiten Eigen- 
vektor besitzt. Diese Frage läßt sich auf dem gleichen Wege wie in (4) 
bis (9) beantworten, wenn man die Vektoren ® bei der Variation noch der 


zusätzlichen Nebenbedingung 
(8, D,)=0 (10) 


unterwirft. Damit ist gesichert, daß ® grundsätzlich von D, verschieden ist. 
D, ist der bereits aufgefundene Eigenvektor zum Eigenwert a=4. Die 
Gesamtheit aller Vektoren ®, die der Bedingung (10) genügen, stellt einen 
(N — 1)-dimensionalen Unterraum des HILBERTraums dar. In diesem 
Unterraum läßt sich wie in (4) bis (9) wieder durch Variation ein Eigen- 
vektor mit dazugehörigem Eigenwert auffinden. Also existiert auch ein 
zweiter Eigenwert des Operators A. Das Verfahren läßt sich so lange 
wiederholen, wie überhaupt noch Variationsmöglichkeiten bestehen, und 
bricht im N-dimensionalen Raum daher mit dem N-ten Eigenvektor ab. 
Jeder hermitische Operator besitzt also genau N zueinander orthogonale 
Eigenvektoren. Seine Eigenwerte stimmen mit den Erwartungswerten 
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in den betreffenden Eigenzuständen überein. Sie sind nicht notwendig 
voneinander verschieden und müssen wegen der Hermitizität (1) alle 
reell sein. 


Zwei Eigenvektoren ®,, ®,. zu den beiden Eigenwerten a’ = a’ ein und 
desselben hermitischen Operators A müssen orthogonal sein. Es gilt nämlich 


(a’ — a’) (Da ’ D,-) = (A Du s D,-) = (Da ’ AD.) =(, (11) 


woraus unmittelbar für die normierten Eigenvektoren 
(D,,Dd.)=0 für a’+a” (12) 


folgt. Sind die beiden Eigenwerte gleich, so folgt die Bedingung (12) offenbar 
nicht notwendig. Wenn aber beide Eigenwerte gleich sind, so erhält man 
durch Bildung von Linearkombinationen aus ®,. und ©,. weitere Eigen- 
vektoren, die man nach dem Verfahren von Abschnitt 715 so kombinieren 
kann, daß sich zwei zueinander orthogonale Vektoren ergeben. Gehören 
mehrere Vektoren alle zu ein und demselben Eigenwert, so sind sie ebenfalls 
nicht notwendig orthogonal. Sie bilden aber einen Unterraum des gesamten 
HILBERTraums, der nach dem Verfahren von Abschnitt 715 systematisch 
orthogonalisiert werden kann. 


Die Anwendung des Operators 4? auf den Eigenvektor ®, von A ergibt 
420, = A(AD,)=Ad,a=B,a. (13) 


Zunächst wird im Sinne der Definition (716.3) eines Operatorprodukts einer 
der beiden Faktoren A auf ®, angewandt und voraussetzungsgemäß durch 
seinen Eigenwert a ersetzt, der als Zahl rechts von ®, geschrieben werden 
kann. Nunmehr wird der zweite Faktor A ebenfalls durch den Eigenwert @ 
ersetzt. ®, ist also nicht nur Eigenvektor zu A, sondern gleichzeitig auch 
zu A?, A° und, in entsprechender Verallgemeinerung, auch Eigenvektor 
von beliebigen Funktionen des Operators A 


fA)Dd,= Dr (a), (14) 


soweit sie sich als Potenzreihen in A darstellen lassen und außer A keine 
anderen Operatoren enthalten. Dieser Satz hat zugleich eine weitere 
Konsequenz. Befriedigt nämlich ein Operator A irgendeine Operatoren- 


gleichung NE, (15) 


so braucht man diese Gleichung nur auf einen der Eigenvektoren von A 
anzuwenden, um zu sehen, daß von jedem der Eigenwerte a dieselbe 


Gleichung 
y(a) = 0 (16) 
erfüllt werden muß. 
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Dem hier durchgeführten Schema, physikalische Größen durch 
Operatoren A im HILBERTraum zu repräsentieren, ordnen sich auch die 
bereits in Abschnitt 413 behandelten Permutations- und Symmetrie- 
operatoren ein. Alle diese Operatoren befolgen die Gleichung 


P=], (17) 


was nach (15) und (16) unmittelbar zur Folge hat, daß für die Eigenwerte p 
von P dieselbe Gleichung 


Pl p=+1 (18) 


gelten muß, so daß als Eigenwerte nur +1 und —1 in Frage kommen. Der 
einfachste HILBERTraum eines solchen durch (17) und (18) gekennzeichneten 
Operators enthält nur zwei Dimensionen. Die Eigenvektoren von ® genügen 


der Gleichung 
PöL=+PDL (19) 


und bilden ein Orthogonalsystem 
(B,,0)=(&_,0_)=1 (B,,d)=0. (20) 


©, und ®Ö_ spannen diesen zweidimensionalen HILBERTraum auf. Es ist der 
einfachste nichttriviale HILBERTraum. 


722 Beziehungen zwischen vertauschbaren Observablen 


Im vorigen Abschnitt sind die Eigenschaften eines einzelnen hermitischen 
Operators im HILBERTraAum untersucht worden. Nun wird angenommen, 
daß in einem HILBERTraAum zwei Operatoren existieren, die beide die im 
letzten Abschnitt untersuchten Eigenschaften besitzen, also insbesondere 
hermitisch sind, Eigenwerte und Eigenvektoren besitzen und durch 


A=A!t AD,=PD,a A—a, a’, sa 


1 
B=Bi BOd,=PD,b B—b,b,b”,... “) 


dargestellt werden können. Aund Bkönnen daher Größen von unmittelbar 
physikalischer Bedeutung repräsentieren, aber auch Permutations- oder Sym- 
metrieoperatoren beliebiger Art. Die Eigenvektoren ®,, Dar ,... bilden 
ein Orthogonalsystem im HILBErRTraum, nach dem gemäß (715.10) jeder 
beliebige andere Vektor des HILBERTraums entwickelt werden kann. Das 
gleiche gilt für das Orthogonalsystem der Eigenvektoren ®,, By, -..; 
ohne daß die beiden Orthogonalsysteme etwa gleiche Vektoren enthalten 
müßten. Allerdings muß nach den Überlegungen von (716.9) zwischen 
ihnen irgendeine unitäre Transformation existieren. Entscheidend für den 
Zusammenhang dieser Orthogonalsysteme sind die zwischen den Opera- 
toren A und B bestehenden Relationen. 
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Zunächst wird angenommen, daß die beiden Operatoren vertauschbar 
sind, daß also 
[4,Bl=AB—-BA=0 (2) 


gilt. Das System von Eigenwerten und Eigenvektoren D, wird als bekannt 
vorausgesetzt. Es soll versucht werden, Aussagen über die Vektoren ®, zu 
machen. Zunächst wird das Übergangselement von (2) zu den Eigenwerten 
a’ und a” gebildet; dabei entsteht 


(Dr ’ [A ’ B] BD.) — (a’— a”) (Dr; BD.) =0. (3) 

Sind alle Eigenwerte a’, a”, a’, ... voneinander verschieden, so bilden die 
Übergangselemente von B im System der Vektoren ©,, 

(Dy ’ Bd.) = Ög' a da ’ (4) 


eine Diagonalmatrix. 


Wird nun der Operator B auf den Eigenvektor D,. angewandt, so folgt 
Bd = du (Dr; BD.) =D, Ög a bar = Darbar = Dub" (5) 
a’ a 


zunächst nach dem Entwicklungssatz (715.10) und weiter unter Ver- 
wendung von (4). Damit ist gezeigt, daß die Eigenvektoren von A gleich- 
zeitig Eigenvektoren von B sind. Die Vertauschbarkeit (2) der Operatoren A 
und B hat also unmittelbar zur Folge, daß die beiden Operatoren ein 
gemeinsames Orthogonalsystem von Eigenvektoren besitzen. Man wird 
daher die einzelnen Vektoren dieses Orthogonalsystems zweckmäßigerweise 
durch Angabe beider Eigenwerte a und b in der Form ®,, charakterisieren. 
Die Eigenschaften dieser Vektoren sind dann also durch 

AD = Dava Bdn= Dasd (6) 
(Dow ’ De v)= Ön a’ Öy do 


gegeben. 


Sind zwei oder mehrere der Eigenwerte a’, a”, .... miteinander entartet, 
so bilden sie nach Abschnitt 715 einen orthogonalisierbaren Unterraum 
des gesamten HILBERTraums. Sie sind — genau wie die Eigenvektoren eines 
Kreises statt einer Ellipse — willkürlicher wählbar und können deshalb 
innerhalb dieses Unterraums so gewählt werden, daß sie Eigenvektoren zu B 
sind. In diesem Falle der Entartung ist das System der Eigenvektoren ©, 
also zwar nicht automatisch Eigensystem von B, kann aber durch geeignete 
Wahl der Vektoren in den Entartungszuständen so verändert werden, daß 
es dabei gleichzeitig zum Eigensystem von B wird, so daß auch in diesem 
Falle (6) gilt. 


In der physikalischen Interpretation bedeutet der Zusammenhang der 
Gleichungen (2) und (6), daß es beim Vorhandensein von zwei miteinander 
vertauschbaren Operatoren A und B physikalische Zustände (6) gibt, in 
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denen die Erwartungswerte beider Operatoren Eigenwerte sind, in denen also 
die Schwankungsquadrate 

(AAY”=(AB’=0 (7) 
gleichzeitig verschwinden. Man braucht zum Beweis von (7) lediglich auf 
die Definition des Schwankungsquadrats (721.3) hinzuweisen und den Er- 
wartungswert in einem der gemeinsamen Eigenzustände ®,, zu bilden. 


Soeben wurde gezeigt, daß die Vertauschbarkeit (2) zweier Operatoren 
die Existenz eines gemeinsamen Orthogonalsystems (6) zur Folge hat, in 
dessen Eigenzuständen die Schwankungsquadrate (7) gleichzeitig beide 
verschwinden. Es läßt sich einsehen, daß jede der drei Bedingungen (2), 
(6) und (7) die beiden jeweils übrigen zur Folge hat. So folgt aus der Existenz 
eines gemeinsamen Orthogonalsystems unmittelbar die Vertauschbarkeit 
der zugehörigen Operatoren. Wendet man nämlich die Vertauschungs- 
relation (2) auf einen solchen Vektor an, so folgt 


[4, BJ] B.,= Pav(ab —ba)=0. (8) 


Wendet man die Vertauschungsrelation auf einen beliebigen Vektor Y an, 
so gilt ebenfalls 


[A, B])P= [A, Bl ®o (Dar, y) = 2/Pa(ab—ba) (DM =0 (9) 


unter Verwendung des Entwicklungssatzes (715.10), da die Zahlen ab 
und da natürlich miteinander vertauschbar sind. Liefert aber die Ver- 
tauschung (2) bei Anwendung auf einen beliebigen Vektor den Wert Null, 
so muß sie selbst verschwinden. Die gleichzeitige exakte Meßbarkeit (7) 
zweier Größen ist aber schließlich nur möglich beim Vorhandensein eines 
gemeinsamen Orthogonalsystems (6), woraus gemäß (8) und (9) wiederum (2) 
folgt. Damit ist gezeigt, daß jede der Gleichungen (2), (6) und (7) die 
übrigen zur Folge hat. 


Es wird angenommen, die Zahl der voneinander verschiedenen Eigen- 
werte a von A sei N,. Dann erfordert die Darstellung dieses Operators 
einen HILBERTraum von mindestens N, Dimensionen. In diesem Raum 
gibt es dann keine miteinander entarteten Eigenwerte. Wird der Operator A 
dagegen in einem Raume von höherer Dimension als N, dargestellt, so haben 
in diesem größeren Raum die Eigenwerte insgesamt so viele Entartungen, 
wie die Dimension den Wert N, übersteigt. Entsprechendes gilt für den 
Operator B mit seinen N, verschiedenen Eigenwerten b. Sind beide Opera- 
toren miteinander vertauschbar und sollen sie in einem gemeinsamen 
Hırzerrraum dargestellt werden, so wird ihr HıLze&traum durch die 
Gesamtheit der Vektoren ®,, für alle a und alle b aufgespannt. Seine 
Dimension ist 

No=N,XN;: (10) 
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Bei Vorhandensein vertauschbarer Operatoren ist der zugehörige HILBERT- 
raum entsprechend (10) also ein „‚Produktraum‘“. 


Der volle Produktraum mit der Dimension N,, wird im allgemeinen nur 
gebraucht, wenn die vertauschbaren Operatoren A und B völlig unabhängig 
voneinander sind. Ganz anders ist die Situation im entgegengesetzten 
Falle bei vollständiger Abhängigkeit der Operatoren, wenn sich also B 
durch B = f(A) darstellen läßt. In diesem Falle kann man zwar ebenfalls 
den Produktraum aller Vektoren ®,, konstruieren, aber nur einige von 
ihnen erfüllen die Relation 

[B—-f(4)]® =0 ®= Gurt; (11) 
nämlich diejenigen, bei denen b in ®,, den speziellen Wert f(a) des zu- 
gehörigen Eigenwerts a besitzt. Die durch (11) charakterisierten Vektoren 
bilden einen Unterraum. Ordnet man die Vektoren ®,, in einem Matrix- 
schema an, so liegen die Vektoren (11) in der Diagonale. Es sind nur N, 
Vektoren, während der ganze Hınzerrraum N,,—= N; Dimensionen 
enthält. 


Daneben existieren Beispiele von teilweiser Abhängigkeit zweier mit- 
einander vertauschbarer Operatoren B und A. In diesem Falle ist die Zahl 
der wirklich benötigten Dimensionen des HILBERTraums zwar kleiner als N, 
aber doch größer als N,. Ein Beispiel hierfür bilden Drehimpulskomponente 
[. und Drehimpulsquadrat I?, die nach (431.15) miteinander vertauschbar 
sind. Unter den Eigenvektoren 


=, [P,1]=0 (12) 


existieren zunächst solche für alle Wertel=0,1,2,..., ©. I, kann bei ge- 
gebenen Eigenwerten von [? verschiedene Werte annehmen, aber weil [, in [? 
enthalten ist, einen Maximalwert nicht überschreiten. Aus diesem Grunde 
ist |m|<, und m durchläuft nur die Zahlenwerte m=-1,... 1-1, 1. 
Die zu diesen Werten von Z und m gehörigen Eigenvektoren werden be- 
nötigt; ihr HILBeRTraum ist größer als der für I allein, aber kleiner, als 
wenn / und m unabhängig wären, weil dann m zu jedem l alle ganzzahligen 
Werte von —oo bis +oo durchlaufen könnte. 


723 Unvertauschbare Observable 
Im Gegensatz zu den Ausführungen des letzten Abschnitts werden nun- 
mehr zwei unvertauschbare Operatoren A und B 
[A, B]=i0 +0 1) 
betrachtet. Ihre Vertauschung wird mit iC bezeichnet. Dabei ist die Größe C 
so eingeführt, daß mit A und B auch © hermitisch ist: 
C!=(0 wegen Al=A, Bi=B. (2) 
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Zum Beweis benötigt man lediglich den Übergang von (1) zur hermitisch 
konjugierten Gleichung, denn es gilt (AB)'=B!At und !=-—i. 


Zunächst werden die in einem beliebigen normierten Zustand ® beobach- 
teten Schwankungsquadrate betrachtet: 


(4A=(A—AY=(A—4]9, [A—4]0)= (u, w) 
(AB?= (B— BP =([B—B]®, [B—B]®)=(, »). 
Die ersten Gleichheitszeichen entsprechen der Definition, die zweiten 
ergeben sich aus der Hermitizität (2), und die dritten definieren zwei Vek- 


toren u und v des HILBERTraums, zwischen denen nach (714.8) die SCHWARZ- 


sche Ungleichung 
(w,u)(w,v)>(u,v)(w,w)=|(u, v)} (4) 


(3) 


gilt. 

Für das Produkt der Unbestimmtheiten (3) hat diese Ungleichung die 
Gültigkeit von 
(4A)°(AB)°>|([A— 40, [B— BO) >| Im (fA—A]0,[B—B]O)} (5) 
zur Folge. Ersetzt man in (5) den Betrag des komplexen Übergangselements 
durch seinen Imaginärteil, so kann dieser Ausdruck allenfalls kleiner 


werden. Beim Ausmultiplizieren der Bestandteile des inneren Produkts und 
Übergang zur Wurzel von (5) entsteht 


AAAB>|ISm(AB—2AB+AB)|=|ImAB]|. (6) 


Hier sind A und B einzeln hermitisch. Ihre Erwartungswerte sind reell 
und tragen nichts zum Imaginärteil bei. Das Produkt ist dagegen nicht 
hermitisch, denn für diesen Erwartungswert gilt 


ÄAB=(®, AB®)=(AD, BÖ)=(BA®, d)=(®, BAD)*=(BA*. (N 


Man erhält daher für das Produkt der Unbestimmtheiten zunächst 


AAAB>|.,(AB— BA) 


und mit (1) endgültig 


AAAB>,5|0| wenn [A,B]=iC. (9 


Das Produkt zweier Unbestimmtheiten besitzt also im allgemeinen eine 
untere Schranke und kann daher nicht beliebig klein werden. Die untere 
Schranke besitzt nur in solchen Zuständen den Wert Null, in denen der 
Erwartungswert C der Vertauschung verschwindet. Für beliebige Zu- 
stände ist die Schranke nur in dem Falle gleich Null, wenn die Operatoren 
A und B vertauschbar sind. Sind die beiden Operatoren A und B jedoch 
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unvertauschbar, so existiert eine von Null verschiedene untere Schranke 
für das Unbestimmtheitsprodukt. Unter den verschiedensten Zustands- 
vektoren des HILBERTraums können sich daher durchaus solche befinden, 
die Eigenvektoren zu A sind und für die AA=0 ist, auch solche, die 
Eigenvektoren zu B mit AB=0 sind, und auch einzelne, in denen 
AA=AB=0 ist. In beliebigen Zuständen verschwinden jedoch die 
Unbestimmtheiten /J4 und AB nicht beide gleichzeitig, sie sind somit nicht 
gleichzeitig Eigenzustände von A und B. 


Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung der HEISEnBERGSschen Un- 
bestimmtheitsrelation dar. Nach (711.5) unterscheidet sich die Quanten- 
theorie von der klassischen Physik in den Grundgleichungen lediglich 
durch die Unvertauschbarkeit 


h 
[pi ul='; Öik (10) 


der kanonischen Impulse und Koordinaten. Vergleicht man (10) mit (1), 
so spielt hier p; die Rolle von A und g;. die Rolle von B. An die Stelle des 
Öperators O tritt hier — %ö,,, also nur eine Zahl. Das hat zur Folge, daß 
hier der zu © gehörige Ausdruck —Ahö;, in allen Zuständen den gleichen 
Wert hat. Entsprechend (9) folgen also aus den Vertauschungsrelationen (10) 
die sogenannten HEISENBERGschen Unbestimmtheitsrelationen 


head a) 


Es gibt in der Quantentheorie zwar Eigenzustände des Orts und auch Eigen- 
zustände des Impulses. in denen also das eine Mal Ag; =: 0 und das andere 
Mal Ap;=0 ist. Es gibt aber für i=%k keine Zustände, in denen beide 
Größen gleichzeitig einen Eigenwert besitzen. 


Das einfachste quantenmechanische System besitzt einen Freiheitsgrad 
mit den kanonischen Koordinaten q und p. Wegen der Unvertauschbarkeit 
(10) dieser Koordinaten gibt es im HILBERTraAum zwar ein System von 
Eigenvektoren PD, für die Zustände des Orts und auch ein System von 
ligenvektoren ®, für die Eigenzustände des Impulses. Dagegen gibt es 
kein gemeinsames System von Eigenvektoren, in denen p und q gleichzeitig 
üigenwerte haben. Die Eigenvektoren müssen die Eigenschaften 


gP,= dr pP, =D,p' (12) 
rnit x’ und p’alsZahlen besitzen und sich gegenseitig als Linearkombinationen 
d,=% Dy (Dy ‚D,) Dr = N Pd,(Dr, Dr) (13) 

em gm 


darstellen lassen. Unterteilt man den Ortsbereich in sehr viele, insgesamt N,, 
Intervalle, so besitzt der zugehörige HTLBERTraum N, Dimensionen. Ent- 
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sprechendes gilt für die Unterteilung in N, Impulsintervalle. Dabei muß 
N,= N, sein, damit sich gemäß (13) die Vektoren gegenseitig entwickeln 
lassen. Das entspricht auch der üblichen Situation der Quantentheorie, 
da bei einer endlichen Größe der Ortsintervalle nur bestimmte kleinste 
Wellenlängen A und nach der DE BRocLisschen Relation höchste Impulse 
p--h/) erfaßt werden können und umgekehrt. Irgendein beliebiger 
Zustand ® des Systems kann gemäß 


® =23'D,f: (14) 


durch die zahlenmäßige Angabe der Koeffizienten f, bereits vollständig 
definiert werden. Die in diesem Zustand gleichzeitig eventuell noch mög- 
lichen Aussagen über den Impuls des Systems können nicht mehr un- 
abhängig vorgegeben werden, sondern folgen aus (13) und (14) unmittelbar. 


Die klassische Physik entsteht aus der Quantentheorie in der Grenze 
h—-0. In dieser Grenze werden die Operatoren p und g miteinander ver- 
tauschbar. Es muß hier also nach Abschnitt 722 ein gemeinsames 
System von Eigenvektoren ®,, geben. Die 'Zahlenwerte von Ort und 
Impuls sind hier also einzeln und unabhängig voneinander vorgebbar. Der 
zugehörige HILBERTraum der klassischen Physik ist erheblich größer, 
denn er besitzt die Dimension N, N,. Fragen, die im Zusammenhang 
mit der Wahl der Intervalle und der Normierung auftreten, werden weiter 
unten in Abschnitt 725 ausführlich behandelt. 


724 Konstruktion von Zustandsvektoren 


Gelegentlich existieren zwischen verschiedenen Operatoren solche 
Relationen, die die Konstruktion aller übrigen Eigenvektoren erlauben, 
wenn man nur einen von ihnen kennt. Solche Relationen sind natürlich 
für die mathematische Behandlung eines Problems von besonderem Vorteil, 
weil sie die Bestimmung der Eigenwerte ohne ausführliche Rechnung 
erlauben. Dafür sollen in diesem Abschnitt einige Beispiele behandelt 
werden, 


Gegeben ist ein hermitischer Operator B, ein Eigenwert b und der zu- 
gehörige Eigenvektor &,: 


B'=B Bd,— D,b. a) 


Daneben soll ein zweiter Operator a existieren, der mit B die erste der 
Gleichungen 


[B, al=—a (2) 
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erfüllt. Beim Übergang zum hermitisch konjugierten entsteht hieraus die 
zweite Gleichung in (2). a und at genügen also verschiedenen Gleichun- 
gen. Der Operator a ist offenbar nicht hermitisch. 


Die Gleichungen (2) lassen sich auch in der Form 
Ba=a(B—]) Bat=a!(B-+1) (3) 


schreiben. Wendet man den Operator B statt auf den Vektor ®, nunmehr 
auf die Vektoren a8, und a'di, an und berücksichtigt die Gleichungen (3), 


so folgt B(a®d,)=a(B—1)d,=a®,(b—1) 


B(atd,)=at(B-- DO, =atd,(+1). (4) 


Die Gleichungen (4) zeigen, daß neben dem Eigenvektor ®, zum Eigen- 
wert bauch die Vektoren a ®, und a'®, beide Eigenvektoren des Operators B 
zu den Eigenwerten b — 1 und b-+1 sind. Wiederholt man dieses Verfahren 
mehrfach, insgesamt n-mal, so erhält man die Eigenvektoren 


& = ard, & (ai)"d, 
dr Ward, a ®,) vn Yatın®,, (atın®,) 


von B zu den Eigenwertenb -1,b—2.:.bzw.b-+1, b-+2...Diein 
(5) als Nenner hinzugefügten Zahlenfaktoren ändern die übrigen Eigen- 
schaften der Vektoren nicht. Sie sind so gewählt, daß die neuen Vektoren 
©,_„ und ©,.„ automatisch normiert sind. Natürlich gelten die Glei- 
chungen (5) auch für n = O0 und n = 1. Die allgemeinen in (1) bis (5) durch- 
geführten Überlegungen sollen hier auf zwei spezielle Probleme angewandt 
werden, nämlich auf die Eigenwertprobleme des harmonischen Oszillators 
sowie des Drehimpulszustands eines beliebigen Systems. In Kapitel 74 
wird die Methode der Gleichungen (1) bis (5) weiter bei der dort ausführlich 
dargestellten Wellenquantelung angewandt. 


Der harmonische Oszillator wurde in der Matrixdarstellung bereits in 
Kapitel 24 und in der Schrönmserschen Darstellung in Kapitel 34 
behandelt. Deswegen kann die hier mit Operatoren im HILBERTraum durch- 
zuführende Behandlung kurz gefaßt werden. Die hermitische Koordinateg 
genügt der Schwingungsgleichung 


dt org=0 er (6) 
und erlaubt für g(t) den Lösungsansatz 
ER -io + io 
= (« ve te) Mm 


mit einem zeitunabhängigen, nicht hermitischen Operator a. Der Impuls ? 
muß den Gleichungen 


p=mg [0-4 (8) 
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genügen. Er läßt sich durch einen ähnlichen Ausdruck wie qin (7) darstellen. 
Seine Vertauschungsrelation mit dem Ort ist nur durch die Vertauschung in 


[a, at]=1 N=ala (9) 


zwischen a und a! zu erfüllen. Die Energie des Systems kann mit dem 
in (9) noch eingeführten Operator N durch 


E= ho (N +5) (10) 


beschrieben werden. Der hier auftretende Operator N erfüllt im Zusammen- 
hang mit (9) die Gleichungen 


Na=a(N—]) Nat=at(N-]1), (ıl) 
besitzt also dieselben Eigenschaften wie B in (3). 


. Die spezielle Form von N in (9) hat zur Folge, daß die zugehörigen 
Erwartungswerte 


n=N=ala=(B,atad)=(ad,ad)= (u,u)>0 (12) 


positiv definit sein müssen. Es muß also einen kleinsten Eigenwert n,.in 
zu dem Eigenvektor Dim geben. Entsprechend (5) muß er die Eigen- 
schaften 

«Pin = 0 N Din = ara Din = 0 (13) 


besitzen, damit die Reihe der Eigenwerte abbricht und nicht negativ werden 
kann. Er gehört offenbar zum Eigenwert n = 0. Alle Vektoren zu höheren 
Eigenwerten können nach (5) durch 


u (atn, _ (ar 
((at)"®,, (at)"®,) Ynı ° 


aD, =0 (14) 


n 


berechnet werden. Die Auswertung der Wurzel in (14) erfolgt schrittweise 
durch Schluß von n auf (n-+ 1). Es ist 


(at®,,at®,)= (®,, aat®,)=(BD,, (ata+1)®,) 


= (8, N+18,)=n+1(0,9,)=n+1. 9) 


Ist also ®, normiert, dann ist a'®,/Yn +1 der wiederum normierte, 
Vektor ®,,ı- Daraus ergibt sich sofort der in (14) angegebene Normierungs- 
faktor. Die entwickelte Methode erlaubt also eine direkte Berechnung der 
Energieeigenwerte (10) mit n=0,1,... Auch die Matrixelemente von 
qund p lassen sich direkt bestimmen, indem man bei der Verwendung von (7) 
und (8) zunächst diejenigen von a und a! bestimmt. Aus (5) folgen mit 
n == 1 und unter Berücksichtigung der Normierung in (15) die Gleichungen 


atd,—= Yn--1®,,. ad,=Yn®,_,.. (16) 


26 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Daraus ergeben sich die Matrixelemente 
(Dm,atD,) = In +1 dm nzı (Das ad,) = Vnön,n-ı (17) 
unmittelbar. 


Als weiteres Beispiel für die Anwendung der Gleichungen (1) bis (5) 
sollen die Drehimpulseigenwerte behandelt werden. Aus allgemeinen 
Symmetriegründen, die in Abschnitt 755 noch näher untersucht werden, ge- 
nügen alle Drehimpulsgrößen in beliebigen physikalischen Systemen der Ver- 


tauschungsrelation 
h Q 
[Iz, in NY (18) 


und den Relationen, die sich aus (18) durch zyklische Vertauschungen 
von x, y und 2 ableiten. Beispiele hierfür wurden in (432.3) und (453.5) 
untersucht. Diese Relationen haben unmittelbar die Vertauschbarkeit von 


(3, 3]=0 (19) 


zur Folge. Es muß daher Vektoren geben, die gleichzeitig Eigenvektoren 
von % und $, sind mit den Eigenwerten 


Bohr hm D=D,n: (20) 
Es wird ein Operator 
a=%,—ig, (21) 


eingeführt, der mit %, zusammen die Vertauschungsrelation 


x sl 99 
| h° a|= i 2 


erfüllt, wie man sich unter Verwendung von (18) leicht überzeugt. Beim 
Übergang zum hermitisch Konjugierten entsteht die Gleichung 


+, 23) 


denn &, ist — wie auch die anderen Drehimpulskomponenten — hermitisch. 
Hier spielt also der Operator $,/h die gleiche Rolle wie der Operator B in (2). 
Es lassen sich daher die Überlegungen von (1) bis (5) unmittelbar anwenden. 
Ist einer der Eigenvektoren ®,,, bekannt, so lassen sich alle Eigen- 
vektoren zu kleineren und größeren Eigenwerten von {, nach der Vorschrift 
(at) Dim "Dim 
VeatrDan, (at Ban) Va" Dan, Pam) 


(24) 


A, mn D,, m-n 


konstruieren. Demnach gibt es zu jedem Eigenwert m weitere Eigenwerte 
m+1l,m-+2,...m+n, sofern ©, „-„n von Null verschieden ist. 
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Die Besonderheiten der speziellen Situation liegen in der Gültigkeit der 
Gleichungen 
aat=% EA da=P—y+h% ‚ (25) 
Erwartungswerte in Eigenzuständen ®,„ müssen aus den gleichen Gründen 
wie bei N in (12) positiv definit sein und außerdem die Zahlenwerte 


aa’ = AR — m(m+1]>0 ala #iR—m(m—1)]>20 (26) 
besitzen. Hieraus folgt für positive und negative Werte von m 
m>0 A=Maxm(m+]) (27) 
m<oO A=Maxm(m—)). 


Bezeichnet man den Maximalwert von m mit j, so muß 
=jf+D (28) 


gelten, und die Eigenwerte m der z-Komponente des Drehimpulses durch- 
laufen in ganzzahligen Abständen alle Werte von — j bis-+ j. Diese Bedingung 
aber ist nur für ganzzahlige oder halbzahlige Werte für j, also für j= 0, 
1,2, ... oder 1/2, 3/2, .... erfüllbar. Die weitere Auswertung liefert die 
zahlenmäßige Darstellung der Normierungsfaktoren von (24): 


aid, m 0) es aD; m 
m yigtn-mm-D 


D, 
m Vgl) —mm+) 
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Betrachtet wird der einfache Fall einer eindimensionalen Bewegung. 
Die Besonderheiten dieses Problems liegen darin, daß die verschiedenen 
Erwartungswerte des Orts ein 2_ 2 
konn ehee Spektrum bil- Io ED 
den. Das hat zur Folge, daß 
das Problem der Berechnung 
von Eigenwerten praktisch ent- 
fällt, weil alle Zahlen als Eigen- 
werte auftreten. Dagegen zeigt 
das Problem der Normierung 
solcher Eigenvektoren gewisse Abb. 725. Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines 


Besonderheiten. Teilchens im Zustand ©. (a)? Ax gibt die 
Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zwischen 
Der in Betracht kommende x und «-- Ax anzutreffen 


Ortsbereich wird in Abb. 725 
in gleichgroße Intervalle von der Größe Ax unterteilt. q — q! ist der hermi- 
tische Operator des Orts. Seine Eigenwerte und Eigenvektoren sind durch 


PB,=PD,r x=1,2,3,... (in Einheiten Az) 1 
q z T ( ) 
26* 
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gegeben. Der Vektor ®, beschreibt eine Situation, bei der sich das Teil- 
chen mit der Wahrscheinlichkeit 1 im zugehörigen Intervall x befindet. Die 
Gesamtheit der Vektoren ®, bildet ein Orthogonalsystem eines HILBERT- 
raums. Es erweist sich dabei allerdings als zweckmäßig, die Eigenvektoren 
des Orts gemäß 


(2) 


(Ba; P; > 2 


zu normieren. Ein beliebiger anderer, auf 1 normierter Vektor ® des 
HILBERTraums läßt sich dann in der Form 


D= N Axd,f(e) f(x) = (®,,®) (3) 


darstellen. Die Normierungsbedingung für © führt hierbei auf die Gleichung 
(8, d)=1= N Ax4r(8,d,) (a) Fe )=L% Ax|f(z)]?. (4) 
x, = 
Durch Angabe einer solchen normierten Funktion f(x) läßt sich also ein 
beliebiger normierter Vektor dieses HILBERTraums darstellen. 


In der Grenze unendlich kleiner Intervalle gehen die Gleichungen (1) 
bis (4) in die Gleichungen 


gd,= b,r en E (© — x) 
| D= [dx d,f(e) — (®,,®) (5) 
(9,8) = [farde( (D,,D,) 1” ao 
über. Entsprechend (717.10) bedeutet 
| er@=|®, 9) l’da=|feltdz | (6) 


im Zustand ® die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei x im Intervall dx 
anzutreffen. f hat also die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsamplitude. 


Ein beliebiges Orthogonalsystem von Vektoren 
D,= [da ®,1(2) (7) 
kann durch einen entsprechenden Satz von Funktionen f„(x) konstruiert 
werden. Für die Vektoren gilt 
(DO, 9,)= [[dede’(®,, do) [defia@. (8) 


Sie sind also orthogonal und normiert, wenn die zugehörigen Ortsfunktionen 
fn(x) ein orthonormiertes ee 


[azsk&) ne) = Ömn (9) 
bilden. 


[725] 72 Der physikalische Anfangszustand 393 


Diese Methode der Darstellung von Vektoren ®, durch Eigenvektoren D, 
des Orts soll benutzt werden zur Darstellung der Eigenvektoren des Impulses, 
dessen Eigenwerte ebenfalls ein kontinuierliches Spektrum bilden. Der 
Impulseigenvektor ®,,. ist durch die Bedingung 


pP„=P,p | (10) 


gegeben, da die Anwendung des Operators » = p" auf diesen Vektor den 
zugehörigen Eigenwert p’ des Impulses liefern muß. Die Unterscheidung 
zwischen p als Operator und »’ (bzw. 9”) als Eigenwert wird in diesem 
Abschnitt weiter beibehalten. Für D,. wird der Ansatz 


= [de d,f, (2) Jr) = (By, Dy) Al) 


gemacht mit /,(x’) als einer noch zu untersuchenden Funktion. Dieser 
Ansatz überführt die Gleichung (10) zunächst in 


— IKEZX 297 (x) = [fax da D,(B,,Pdy)fo(&). (12) 


in der die Übergangselemente des Impulsoperators von x nach x’ auftreten. 
Sind diese’ bekannt, so läßt sich f,.(x’) aus der Eigenwertgleichung (10) 
berechnen. 


Die Übergangselemente des Impulses aber erhält man durch Bildung der 
Übergangselemente von x nach x’ mit der Vertauschungsrelation 


(D;; [?; q9,) = (8. = ®,) . (13) 


Da die Vektoren ®, und 9, nach (1) Eigenvektoren von q sind und außer- 
dem der in (5) enthaltenen Normierungsbedingung genügen, geht (13) 
direkt in 


(D,, Pd) @ —2)=+8@— 2) (14) 


über. In dieser Gleichung ist das für (12) noch benötigte Übergangselement 
enthalten. Es entsteht zunächst die Gleichung 


pd,= [faxax ‚od, +2 nn le + (m u (15) 


Hier ist die Funktion f,.(x’) in der Umgebung von x’ = x entwickelt, weil 
zu dem Doppelintegral wegen der ö-Funktion ohnehin nur die unmittelbare 
Umgebung von x — x’ beiträgt. Das erste Glied in der Entwicklung ver- 
schwindet bei der Integration über x’, weil es antisymmetrisch ist. Das 
zweite liefert den Wert 


pB, =[d29,4 Se, (16) 


und alle höheren Glieder verschwinden wegen der ö-Funktion. Es ist bei 
der soeben durchgeführten Ableitung nicht näher darauf eingegangen 
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worden, daß man die ö-Funktionen wie immer zunächst durch d,-Funktionen 
endlicher Breite & zu ersetzen hat und erst nach Durchführung aller Inte- 
grationen zur Grenze &— 0) übergehen darf. 


Das Ergebnis (16) zeigt beim Vergleich mit (12), daß der Operator p 
offenbar der symbolischen Gleichung 
h 
Gi 


f) 
pPd,=P, dr (17) 


genügt. Diese Gleichung sagt vor allem, daß ®, unter gar keinen Umständen 
ein Eigenvektor von p ist, was schon im Zusammenhang mit den Aus- 
führungen von Abschnitt 723 aus der in (13) verwendeten Unvertausch- 
barkeit der Operatoren p und q folgt. Das Ergebnis zeigt weiter, daß die 
Anwendung von p auf ©, allein überhaupt nicht mehr zu vernünftigen 
Ergebnissen führt. Die Gleichung (17) ist aber trotzdem sehr wertvoll, weil 
sie darüber Aufschluß gibt, wie der Operator p auf andere aus ®, auf- 
gebaute Vektoren, wie zum Beispiel den Vektor ®,. in (11), wirkt. Bei 
der Anwendung von 7 auf (11) wendet man im Sinne von (17) einfach den 
auftretenden Differentialoperater auf die rechts neben ©, stehende 
Funktion f(x’) an. 


Die Eigenschaften (1) und (17) der Ortseigenvektoren ©, lassen sich 
verallgemeinern. So liefert die Anwendung von q? auf ®, den Eigenwert =°. 
Die Anwendung von p? liefert den „Eigenwert‘“‘ (—i%0/0%x)’. Die Anwen- 
dung von pgp auf ©, liefert 


ho 0) ho 
popd,=pgd," = pd,e i 0% i 90° ; 08" 2a 
Ein beliebiger, aus p und q aufgebauter Operator A liefert 
ß) 
AB 90,=0,A(4 a2), (19) 


wobei der rechts stehende Ausdruck A aus dem Operator A(p, g) dadurch 
hervorgeht, daß überall q durch x und p durch —ihö/öx ersetzt wird, ohne 
daß dabei innerhalb des Ausdrucks A die Reihenfolge, in der die Größen p 
und g jeweils auftreten, verändert werden darf. 


Nunmehr muß die zur Darstellung von ®,. in (11) erforderliche Funktion 
fp(&) bestimmt werden, mit der ®,, die Eigenwertgleichung (10) erfüllt. 
Dabei entsteht 


0=pBd,„— B,p'= p[de’®, fo ( en fo (&) p 


= [dr'o, (4 = 2) fo) er 
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Bildet man das innere Produkt von (20) mit ®,, so entsteht die Differential- 
gleiehung 

ho& ‚ _ — 2 2 

435-0 =0 eoner””, 1) 

deren Lösungen periodische Exponentialfunktionen sind. Soll D,. im Gegen- 

satz zu ®, ein normierter HILBERTvektor sein, so muß nach (5) die Be- 


di 
(d,,8,) =1= [delfy(@)]? (22) 


erfüllt werden. Bei endlichem Ortsintervall von der Länge L wird diese 
Bedingung durch 


i 
I rs 


Fr (®) = yi° . (23) 


erfüllt, und der dazugehörige eye lautet 
el ner” (24) 
v 
Allerdings ist dies, streng genommen, nur eine Lösung im periodischen 
Intervall von der Länge L. Beim endlichen Intervall wird die Differential- 
gleichung (21) am Rande nicht mehr erfüllt. 


Eine andere Darstellungsmöglichkeit besteht darin, die Impulseigen- 
vektoren ®,, in ähnlicher Weise wie die Ortseigenvektoren d, in (5) zu 
normieren. Um dieses zu erreichen, wird der bisherige Normierungsfaktor 
1/YL=C neu festgesetzt. Infolge der anderen Normierung muß 
lo]? (25) 


i 

‚ Pr P — (p'#’-p'%) 
(DB; Dr) =d(pP —p”) =/[ dxda’(D,,Dy)e* 
gelten. Unter Berücksichtigung von (5) kann die Integration über da’ 
unmittelbar durchgeführt werden. Die Gleichung läßt sich dann mit 
C = 1/Y2rh befriedigen. Der Impulseigenvektor P,,, der die Normierungs- 
bedingung erfüllt, wird dann im unendlichen Intervall durch 


re 
0) -[® Ta? (26) 


dargestellt. 


An der Lösung (21) ist bemerkenäwert, daß die in (6) eingeführte Aufent- 
haltswahrscheinlichkeit des Orts in Eigenzuständen des Impulses eine 
Konstante wird. Dieses Ergebnis entspricht der HEISENBERGSchen 
Unbestimmtheitsrelation 


Ap4g>+. ex) 
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Der Impulseigenzustand besitzt die. Unschärfe Ap = 0, die zugehörige 
Ortsverteilung des gleichen Zustands muß daher die Eigenschaft Aq= © 
besitzen. Das Teilchen ist über den gesamten Raum gleichmäßig verteilt. 


Nach den bisherigen Ausführungen liefert ein beliebiger, zum Beispiel 
durch (5) gegebener Vektor ® für die Erwartungswerte des Orts 


g= (®, q®) = [ [dxda’(B,, gB,)F*f@) 
= [[deda’ ds — ar) f* (a) fe’) (28) 
= [da|f(@)|’x= [dW (or 
Die Erwartungswerte des Impulses werden entsprechend 
=(®, pb) Be D,, Pd) f@) 
- er [dd (®., ©; i en (29) 
= | [awdaö(@—x) are ie) = [def fe). 


Nach (19) erhält man für den Erwartungswert einer aus p und g beliebig 
gebildeten Größe A 


= (8, A(p,d )= [daf*(«) Alt u ‚e)f@). (30) 


Diese Überlegungen zeigen, daß die in (5) eingeführten Übergangselemente 
f(x) offenbar mit den Schrönpinezrschen Wellenfunktionen der elementaren 
Wellenmechanik übereinstimmen. 


Sämtliche Überlegungen dieses Abschnitts bauen sich allein auf die 
Vertauschungsrelation zwischen p und q auf. Da hierin p und q symmetrisch 
auftreten, bleiben sämtliche Überlegungen bis auf gelegentliche Vorzeichen- 
wechsel richtig, wenn man p und q bzw. p’ und x in allen Gleichungen mit- 
einander vertauscht. Man kann daher an Stelle von (1) zunächst das System 
der Impulseigenvektoren als Basis betrachten und anschließend die Eigen- 
vektoren des Orts mit einer Funktion f(p’) aus Linearkombinationen auf- 
bauen. Die Anwendung des Operators q auf einen Impulseigenzustand 
ergibt dabei 

1d,=® (4 or) (31) 
» p i öp’ ’ 


und der Eigenzustand des Orts d, wird durch 


(32) 
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aus Impulseigenzuständen ®,, aufgebaut. Im übrigen erhält man (32) auch 
unmittelbar aus (26) durch FourIkrtransformation. 


Betrachtet man weiter die Erwartungswerte (28) und (29) eines Vektors 


d= [dpd,fip) Fe) = (Br, ®) (83) 


im orthogonalen System der Impulseigenvektoren, so erhält man 


i=[ dp'S*(P) (- A af (p') Ai 
D= [ar sn r. 

Unter Berücksichtigung von 
AB dd, = DyAlpı— 37) (35) 


wird der Erwartungswert (30) eines beliebigen Operators A in dieser Dar- 


stellung 
A */ur ’ h ° ’ > 
A=[ap Aal. — NW): (36) 


ı 


Hierbei ist |f(p’)|?dp’ die Wahrscheinlichkeit dafür, daß im betrachteven 
Zustand ® eine Impulsmessung den Wert 7’ liefert. Ferner ist f(p’) wegen 
(32) bzw. (26) die FourIkktransformierte von f(x). 
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Zusammenfassung: In der Hxzısengeredarstellung sind die Operatoren zeit- 
abhängig und die Hınserrvektoren zeitunabhängig. Die Zeitabhängigkeit läßt sich, 
ohne die inneren Produkte zu verändern, von den Operatoren unitär auf die HıLBERT- 
vektoren transformieren. In dieser Schröninazrdarstellung stellen die Operatoren 
raumfeste Flächen im HıLzerrraum dar, während sich die Vektoren dagegen bewegen. 
Für die physikalischen Größen kommt es nur auf die inneren Produkte und damit 
auf die Relativbewegung zwischen beiden an. Der zeitabhängige Hınzerrvektor /(t) 
kann durch Linearkombinationen Y(t) = f das ®,f(x, i) aus Ortseigenvektoren 9, auf- 
gebaut werden. Die Bestimmungsgleichung für f ist die Scuröpıngergleichung. Enthält 
der Hamıtroxoperator H + V eine kleine Störung V, so läßt sich der zeitabhängige 
Hırzertvektor durch #(t) = U(t) S(t)D darstellen. Hierbei bedeutet ® einen be- 
liebigen Anfangszustand. U(t) enthält die ungestörte Bewegung, während $(f) sich 
als eine Entwicklung nach Potenzen von V darstellen läßt. Die Störung V wird in 
dieser Darstellung zur Zeit t= 0 eingeschaltet, und es lassen sich die Übergangswahr- 
scheinlichkeiten zu anderen Zuständen im Zeitablauf berechnen. Befindet sich das 
System zur Zeit 1<0 in einem stationären ungestörten Zustand und führt man die 
Einschaltung der Störung sehr langsam durch, so entstehen für Zeiten 1 die 
stationären Zustände des gestörten Systems, und die Drracsche Störungsrechnung 
geht in die ScHRöDIngERsche Störungsrechnung über. 
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731 Transformation der Zeitabhängigkeit 


Die bisherigen Überlegungen zeigen, daß infolge der Unschärferelationen 
eine gleichzeitige Kenntnis zusammengehöriger Koordinaten und Impulse 
nur in der klassischen Theorie möglich, in der Quantentheorie hingegen 
unmöglich ist. Zur eindeutigen Lösung der Bewegungsgleichungen (711.2) 
im Zeitablauf ist aber ihre Kenntnis unerläßlich. Aus diesem Grunde bleibt 
nur die klassische Theorie voll determiniert, ihre HILBERTvektoren ®,, 
kennzeichnen gleichzeitig und unabhängig voneinander Ort und Impuls 
des Teilchens und führen im Rahmen aller physikalischen Fragestellungen 
grundsätzlich nur zu Wahrscheinlichkeiten Null oder Eins. In der Quanten- 
theorie sind die zur Kenntnis des Bewegungsablaufs erforderlichen Angaben 
über die Orte und Impulse jedoch von vornherein unzureichend determiniert, 
wodurch auch die Zukunft eines physikalischen Systems innerhalb gewisser 
Grenzen unbestimmt bleibt und nur im Rahmen einer Wahrscheinlichkeits- 
rechnung erfaßt werden kann. Hier treten also Wahrscheinlichkeiten 
0<W<lauf. 


Alle bisherigen Überlegungen über die Darstellung physikalischer Größen 
im HILBERTraum betrafen den Anfangszustand dieser Größen zu irgendeiner 
Zeit t= 0 ohne Berücksichtigung möglicher zeitlicher Änderungen. So ist es 
zum Beispiel unmöglich, einen zeitlich veränderlichen Operator p(tf) ohne 
weiteres durch einen zeitunabhängigen Operator wie —ih0/öx zu ersetzen. 
Von nun an wird die Zeitabhängigkeit der Operatoren mit berücksichtigt. 
Das ist am umfassendsten auf der Grundlage von Gleichung (711.8) möglich, 
derzufolge alle aus kanonischen Impulsen und Koordinaten beliebig auf- 
gebauten physikalischen Größen A der Bewegungsgleichung 


Alp). 40) = TH (DW. 1m). Alon. aW)] M) 


genügen. Es werden nur konservative Systeme betrachtet, weswegen auch der 
HamItToNoperator H in (l) nur über die Impulse und Koordinaten von 
der Zeit abhängt. 


Sämtliche physikalischen Aussagen über Meßwerte und Wahrscheinlich- 
keiten werden nicht durch die Operatoren und Vektoren selbst, sondern 
durch die aus ihnen gebildeten inneren Produkte geliefert. Man kann daher, 
ohne die zahlenmäßigen Aussagen der Theorie im geringsten zu ändern, die 
Operatoren und Vektoren entsprechend den Ausführungen von Abschnitt 716 
einer unitären Transformation unterwerfen, die alle inneren Produkte 
ungeändert läßt. Eine solche unitäre Transformation 


APW,gW)=StWASH  PW=-S5WB  St=51 () 


transformiert mit Hilfe der Matrix S(t) alle Vektoren ® in entsprechende 
Vektoren Y(t) und alle Operatoren A in entsprechende Operatoren 4,. 
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Hier speziell soll eine solche unitäre Transformation $ (t) betrachtet werden, 
die die transformierten Operatoren zeitunabhängig macht. Außerdem 
sollen die neuen Operatoren A, mit den bisherigen Operatoren A für i= 0 
übereinstimmen, was für die Transformation S die Bedingung 


s(0)=1 für A=4(p(0), q(0)) Y0=P (8) 


zur Folge hat. Gelingt es, die Transformation S(t) unter den Voraus- 
setzungen (2) und (3) zu berechnen, so ist damit der gesamte dynamische 
Ablauf des physikalischen Systems vollständig beschrieben. Als Operatoren 
mit dem Index Null können die bisherigen zeitunabhängigen Operatoren 
betrachtet werden, die bei der Untersuchung des Anfangszustands benutzt 
wurden. Durch Bildung der Erwartungswerte 


A= (8, A(plt), gW)®) = (Fit), A(p(0), g0)) Po) (4) 


gemäß (716.13) ergeben sich alle Aussagen über den Zeitablauf. 


In der bisherigen Darstellung hatten wir es mit zeitabhängigen Operatoren 
wie A(t) und zeitunabhängigen Vektoren ® zu tun. Diese sogenannte 
Herısenpercdarstellung der Quantentheorie hat im HiıLBERTraum die 
geometrische Bedeutung, daß das zu A gehörige „Ellipsoid“ im Zeitablauf 
irgendwelche Bewegungen durchführt, die in einem starren, also zeit- 
unabhängigen System von Einheitsvektoren ® beobachtet werden. Die 
unitäre Transformation (2) dagegen liefert eine solche Darstellung im 
HiILBERTraum, bei der das durch die Größe A, charakterisierte „Ellip- 
soid“‘ raumfest ist und in einem System bewegter Vektoren (t) betrachtet 
wird. Da alle physikalischen Aussagen in diesem geometrischen Bild nur 
durch die inneren Produkte, also durch die Winkelrelationen zwischen 
den Vektoren und den charakteristischen Eigenschaften des Ellipsoids, 
gegeben werden, muß sowohl die eine als auch die andere Betrachtungsweise 
zu den gleichen Resultaten führen. Die letztere Darstellung durch zeit- 
unabhängige Operatoren und zeitabhängige Vektoren wird als Scurö- 
Dineerdarstellung bezeichnet. 


Nunmehr kann der Zeitablauf der unitären Transformation S(t) in (2) 
unter der Voraussetzung bestimmt werden, daß A(t) aus (2) der Bewegungs- 
gleichung (1) genügt. Beim Einsetzen von (2) in (1) entsteht zunächst 


Ä--[H, A]=814,8+814,8-8t(HA—AH)S=0. (8) 
Hierbei ist auch H in die zeitunabhängige SCHRÖDINGERdarstellung 


H,= H(p(0), g9(0)) überführt. Durch Linksmultiplikation mit S und 
Rechtsmultiplikation mit ST wird hieraus 


(88'—-.B) Ao+ 40 ($8'+,.2,)=0. (6) 


400 7 Darstellung der Quantentheorie im HıLBEerrraum [731] 


Diese Gleichung wird durch 
B=—t88t ) 


befriedigt. Mit (7) verschwindet nämlich der zweite Term von (6) und wegen 
ISSt=0=881+88t (8) 


verschwindet auch der erste Term von (6). Genügt also S der Gleichung 
(7), so erfüllt A von (2) die Bewegungsgleichung (1). 


Aus (7) entsteht durch Rechtsmultiplikation mit S die Differential- 
gleichung 
- 7° =H,S(t) (9) 


für die unitäre Transformation, die noch die Anfangsbedingung (3) zu 
erfüllen hat. Die richtige Lösung dieser Gleichung kann formal durch 
i 
OP na (10) 
angegeben werden, wobei der Operator H, im Exponenten von e auftaucht. 
Diese Funktion eines Operators ist wieder im Sinne einer Reihenent- 
wicklung der Exponentialfunktion zu verstehen. 


Die soeben betrachtete unitäre Transformation S überführt die HEISEN- 
BERGdarstellung in die Schrönmscerdarstellung. Im Rahmen dieser 
letzteren Darstellung können nunmehr alle Operatoren in ihrer bisherigen 
zeitunabhängigen Form weiter verwendet werden. Alle auftretenden 
Hırzertvektoren Y(t) dagegen übernehmen entsprechend (2) die Zeit- 
abhängigkeit von S(t). Sie müssen daher die Gleichung 
& d 
4 + HB), 10)| 7 =0 au) 


L% 


erfüllen. Im einfachsten Falle einer eindimensionalen Bewegung, dargestellt 
mit dem Orthogonalsystem der Ortseigenvektoren ®,, bedeutet das 


vo=[ded,f@,d), (12) 
mit den nunmehr zeitabhängigen Koeffizienten f(x, t). Die zeitlich peri- 
odischen Lösungen von (11) sind 


Y(i) a er” (13) 
E 


Ihr zeitunabhängiger Anteil Dz muß Eigenvektor von H, sein: 
H,d;=DzE. (14) 
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In dem besonders einfachen Falle (13) hat dann die Funktion f eine 


Zeitabhängigkeit vom Typ _Ig 
fe d=fWe +", i 
(15) 
wodurch auch Y(t) periodisch wird. 
Die Gleichungen (1) bis (9) gelten auch für zeitabhängige Operatoren H 
und nichtkonservative Systeme, wenn die auftretenden Größen als 


A=4(p(0),g(0).t)  Hu=H(p(0). q(0), t) de (16) 


verstanden werden. Allerdings ist H, in (9) jetzt zeitabhängig, und die 
Operatoren H, sind für verschiedene £ möglicherweise nicht miteinander 
vertauschbar. Auf jeden Fall folgt 

m dt 


St+ay = +48W=-[1-  Hdılsn=e Ss) (17) 


aus (9) in erster Ordnung von dt. Mit S(0) =1 aus (3) läßt sich die Lösung 
als unendliches Produkt in der Form 


Ss()=!IIf’e * ae 


sukzessive aufbauen. Die einzelnen Faktoren sind von rechts nach links 
zeitgeordnet. Sind die H,= H(p(0), q(0). ) miteinander vertauschbar, so 
kann die Produktbildung durch eine Integration im Exponenten ersetzt 
werden, die bei konservativen Systemen wieder (10) liefert. Unter Verwen- 
dung von (2) für 7 statt A geht (9) in 

hd 


— S=H,S=SStH,S=SH (19) 


über. Dementsprechend läßt sich S(f) auch durch 


(20) 


beschreiben. Hier steht 4° statt H,. und die Einzelfaktoren sind in umge- 
kehrter Zeitfolge geordnet. Für konservative Systeme geht auch dieser 
Ausdruck direkt in (15) über. denn es gilt 4 = H, wegen H,S(H )=S(H,)H, 
und daher Y=S’H,S=H,. 


732 Die Schröpingergleichung 


Im Rahmen der Scmröpinorrdarstellung wird der Zeitablauf eines 
physikalischen Systems durch den zeitabhängigen Hırserrvektor %(t) 
beschrieben, der der Differentialgleichung 


hd 
= ?W=BrO A) 
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genügen muß, wobei 
H=H(p,(0),...,9(0), (0), ...,4(0))=H'! (2) 


der HamtLroNoperator des Systems mit zeitunabhängigen Koordinaten 
und Impulsen ist. Der zeitabhängige Zustandsvektor X soll normiert sein: 


(?W),?W)=1. (3) 


Das ist nur möglich, wenn (3) eine Erhaltungsgröße der Differential- 
gleichung (1) ist. Zur Untersuchung wird die zeitliche Ableitung von (3) 
gebildet: : 


EN) HLR,P) 
i (4) 
Da der Hammtronoperator voraussetzungsgemäß hermitisch ist, ver- 
schwindet (4), und die Normierungsbedingung (3) stellt wirklich keinen 
Widerspruch zur Bewegungsgleichung (1) dar. 


Für die Erwartungswerte A irgendwelcher Operatoren 
A=(P(), AP) (8) 


gilt im Rahmen der ScHhröpiscerdarstellung bei ähnlicher Rechnung 
wie in (4) 
A=-(#, AP) HP, AP)= [HP AP) — (P, AHYP)] 
. (6) 
La, a A), 


also dieselbe Gleichung (731.1) wie früher in der HEISENBERGdarstellung. 
Das war zu erwarten, denn die unitäre Transformation von der HEISEN- 
BERG- zur SCHRÖDINGERdarstellung war in Abschnitt 731 ausdrücklich so 
eingerichtet, daß alle inneren Produkte — und dazu gehören ja die 
Erwartungswerte — unverändert bleiben. In der ScHröpINnGEkrdarstellung 
sind alle Operatoren ohnehin zeitunabhängig. Diejenigen Operatoren, 
welche Erhaltungsgrößen repräsentieren, müssen also darüber hinaus auch 
der Bedingung genügen, daß ihre Erwartungswerte in den zeitabhängigen 
Zuständen Y(t) bei Gültigkeit von (1) zeitunabkängig bleiben. Das ist 
nach (6) für alle diejenigen Operatoren A erfüllt, die entsprechend 


[Z, AJ=0 (7) 
mit dem Hanuitroxoperator vertauschbar sind. 


Bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden kann die Berechnung des 
HiLBErTvektors Y über die Lösung einer partiellen Differentialgleichung 
erfolgen. Das durch den Haustroxoperator (2) charakterisierte System kann 
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in einem HILBERTraum dargestellt werden, der ein Orthogonalsystem von 
Ortsvektoren 


dr = D,, ee 7 (8) 


enthält. X steht hier symbolisch für die Koordinaten &,, ..., %. Wie 
in Abschnitt 725 beschreibt hier der HILBERTvektor ®y entsprechend einen 
Zustand des Systems, in dem sich dessen Bestandteile an den durch die 
Koordinaten &,,..., 2; bestimmten Orten befinden. Im Falle eines freien 
Teilchens im Raum ist /=3, X wird durch r ersetzt, und der Zustand 9, 
charakterisiert ein Teilchen, das sich am Ort r befindet. Die Vektoren &y 
bilden ein Orthogonalsystem gemäß 


(Dr, Dyr) = (Ba ie 27; Der PareR x) = ölaı —ıı) en iete öla; — x). (9) 
Sie sind im Sinne von (725.5) normiert. Der in (1) gesuchte HILBERTvektor X 


wird nun als zeitabhängige Linearkombination aus den ®y aufgebaut, so 
daß sich für Y der Ansatz 


| YO=fan.. dal. (10) 


mit einer noch zu bestimmenden Funktion f ergibt. 


Die Auflösung von (10) nach f erhält man hieraus durch Bildung des 
inneren Produkts mit einem der Vektoren (8) unter Verwendung von (9): 


al) 


Dieser Ausdruck zeigt gemäß (725.6) die Bedeutung von f als Wahrschein- 
lichkeitsamplitude, denn danach ist 


dW = |Na:..2,4)"dez...di; (12) 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich die Bestandteile des Systems im 
Zustand Y zur Zeit tan den Orten x,,...., z;in den Intervallen dx,,..., dx, 
befinden. 


Die Funktion f unterliegt einer ersten Einschränkung durch die Nor- 
mierungsiorderung (3): 


1= [ fax}... ad... dl... Dia: 
[DE ae Di sau) 
Unter Verwendung von (9) folgt daraus 


1 = (da... d fs fan... (14) 


(13) 


Die Gesamtwahrscheinlichkeit, das System in irgendwelchen Variablen 
213 +: +, %; anzutreffen, muß natürlich 1 sein, wie hier bestätigt wird. 
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Nunmehr muß die Bestimmungsgleichung für f aufgesucht werden. 
Zu diesem Zweck wird zunächst die Zeitableitung von (11) unter Ver- 
wendung von (1) gebildet: 

ho hd 
+ ha. = (nF) OHM. (8) 
% in (15) wird durch (10) ersetzt, und die Anwendung des HAMILTON- 
operators auf ®y. ergibt nach den Ausführungen zu (725.19) 


H(pı 2 GG) Dr= PH Barton) (16) 
Setzt man (10) und (16) nacheinander in (15) ein, so wird 

neh - fax“ (By, D9Ht ne 41.00 " 

- [aXsw—na(t tern. en 


Dies ist die SCHRÖDINGERgleichung 


der elementaren Wellenmechanik mit f als der dort im allgemeinen mit % 
bezeichneten zeitabhängigen Wellenfunktion. Sie entsteht also aus der 
ScHröpInGEkrdarstellung (1), wenn man das System (2) im HILBERTraum 
im Orthogonalsystem der Eigenvektoren des Orts betrachtet. 


Andere Gleichungen zur Bestimmung des HILBERTvektors Y erhält man 
bei der Betrachtung anderer Orthogonalsysteme als (8). Stellt man YW(t) 
zum Beispiel durch die Eigenvektoren der Impulse ®,,...,, dar, 


)= [dpı...dpr Du ..m9(Ppı--- Pr); (19) 
mit 
g(pı--- 9, = (Dr: - "pp Y(t)) (20) 


als der Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, das System im Zustand Y 
mit den kanonischen Impulseigenwerten ,, ... ., p; anzutreffen, so entsteht 
bei ganz analoger er für g die Bewegungsgleichung 


h 
..-. g(pı-- En) 
h 6 ho 
-Hlp.- 9; 


i op :.0p, 
mit der Normierungsbedingung 


1= [dpı...dpyg*(pı-. Pr, Dglpı--- Pd). (22) 


21) 


)atm--D t), 
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Darüber hinaus mag es gelegentlich zweckmäßig sein, gemischte Dar- 
stellungen aufzusuchen, bei denen einige Freiheitsgrade im Sinne von (18) 
und andere im Sinne von (21) beschrieben werden. Ganz allgemein berechnet 
man (t) durch einen Ansatz wie (10) oder (19) als Darstellung in einem 
ganz beliebigen Orthogonalsystem, indem man anschließend für die in 
diesen beiden Spezialfällen mit f und g bezeichneten „Koeffizienten“ eine 
zugehörige Bestimmungsgleichung aufstellt. 


733  DiraAcsche Störungsrechnung 


Im folgenden wird ein (nicht notwendig konservatives) System betrachtet, 
dessen HAMILTONoperator in der Form H-+ V einen konservativen 
Anteil H(p(t), g(t)) = H(p(0), q(0)) enthält, dessen Eigenvektoren ©, und 
Eigenwerte E9 bekannt sind und den Gleichungen 


HD,„=®,E, (A) 


genügen. Der zweite Anteil V kann explizit zeitabhängig sein. Er soll auf 
das System einen nur geringen Einfluß ausüben, weswegen es erlaubt ist, 
seinen Einfluß durch eine Entwicklung nach Potenzen von V darzustellen. 
Die Bewegung des Systems wird nach wie vor im Rahmen einer ScHrö- 
DINGERdarstellung durch den zeitabhängigen Hınzertvektor Y(t) beschrie- 
ben, der nunmehr der Bewegungsgleichung 


E Z+H+V|Y=0 Y0—® (2) 


zu genügen hat. Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in der 
Zeit. Y ist daher vollständig gegeben durch die Anfangsbedingung, daß X 
zur Zeit t= 0 ein vorgegebener HıLBErrvektor D sein soll. 


Für die Lösung der Gleichung (2) wird der Ansatz 


Yı)=U(l)S()B U(t)=e 


gemacht. S(t) wird als Dysonsche S-Matrix bezeichnet und hat nichts mit 
der in Abschnitt 731 eingeführten Transformation zwischen der HEIsEx- 
BERG- und der ScHRÖDInGERrdarstellung zu tun. Jener Transformation 
entspricht die hier mit U(t) bezeichnete Größe, allerdings nur in bezug auf 
den ungestörten HamLronoperator H, nicht aber auf den hier mit + V 
bezeichneten gesamten Hamssroxoperator. Der Ansatz (3) überführt die 
Differentialgleichung (2) in eine Bestimmungsgleichung für $(t) 


# rat] U) St) = u Z+vvulswo=0, ( 


27 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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die somit in der Form 


0 = UIMVU() (5) 


-| 
&| 
- 
SI 
S 
a 
[0>) 
S 
! 


dargestellt werden kann. Wegen Y(0)=® und U(0)=1 muß auch S(t) 
der Anfangsbedingung i 

S()=1 (6) 
genügen. 


Für die weiteren Überlegungen interessieren nur physikalische Frage- 
stellungen folgender Art: Das jeweils betrachtete und durch H + V be- 
schriebene physikalische System befinde sich zur Zeit £= 0 in einem vor- 
geschriebenen Anfangszustand ®. Wie groß sind dann die Erwartungs- 
werte A aller physikalischen Größen A zu einem beliebigen späteren Zeit- 
punkt i > 0? Die Antwort besteht im Rahmen der SCHRÖDINGERdarstellung 
darin, daß man die Erwartungswerte 


A= (Pl), AP) für t>0 (7) 
der zeitunabhängigen Operatoren A im zeitabhängigen Zustand Y(t) zu 
bilden hat, nachdem Y(t) zuvor als Lösung der Gleichungen (2) berechnet 


wurde. Diese Rechnung erfolgt hier mit dem Ansatz (3) über die Bestimmung 
der Transformation S(t) aus den Gleichungen (5) und (6). 


Da der Einfluß der Störenergie V nur für Zeiten {>0 untersucht zu 
werden braucht und V zeitabhängig sein darf, kann man sich auf die 
Betrachtung von solchen Operatoren 


vo*ro für t>0 (8) 


beschränken, die also zur Zeit i=0 plötzlich eingeschaltet wurden. Sie 
entstehen, wenn man sich die ursprüngliche Störenergie mit einer Einschalt- 
funktion 1 

Ei) = | für 20 (9) 
multipliziert denkt. 


Eine Möglichkeit zur Berechnung von S(t) besteht darin, daß man die 
Differentialgleichung (5) zunächst in eine Integralgleiehung überführt, die 
die Anfangsbedingung (6) enthält: 


t 
SW) 1, [ardense). (10) 


Differenziert man (10) nach der Zeit, so entsteht (5). Betrachtet man 
(10) zur Zeit {= 0 unter der Voraussetzung (8) für V, so gilt S(0)=1, 
also die Anfangsbedingung (6). Die Einschaltung der Störung V beit=0 
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entsprechend (8) oder (9) hat hier also lediglich zur Folge, daß die Zeit- 
integration in (10) bis nach = — ausgedehnt werden darf. Diese Schreib- 
weise erweist sich. zweckmäßiger für Verallgemeinerungen, die am Schluß 
dieses Abschnitts besprochen werden. 


Die Auswertung der Integralgleichung (10) im Rahmen einer Potenz- 
entwicklung erfolgt in analoger Weise wie früher in (622.3 und 7) bei der 
Behandlung der Borxschen Näherung, indem man sukzessiv S(t) auf der 
rechten Seite ersetzt durch die gesamte Gleichung (10). Das Ergebnis 
lautet 


s)=1 +2 - al fan far r ‚Jane Pi an 


und enthält nach Einsetzen in (3) die gesuchte Potenzentwicklung des 
HILBERTvektors 7 (t). 


Infolge der speziellen Integrationsvorschriften (11) sind die Faktoren Vdt,) 
zeitgeordnet, denn es ist >14, >>... >t„. Würde man also sämtliche 
Integrationen in (11) bis nach t ausdehnen, so würde man dabei nieht nur 
ein Ergebnis erhalten, das um einen Faktor n! zu groß wäre, sondern man 
hätte dabei gleichzeitig die Zeitordnung der Operatoren V zerstört. Will 
man die Integrationen trotzdem bis i ausdehnen, so ist das nur in der Form 


t bi" 


SW=1+) . | if. fan. amp Wi. Vm} (12) 


n=1 


-©0 -8 


möglich, mit einem zeitordnenden Operator P, der die Eigenschaft 


Ve)V 


Prwrn=| . für h% (13) 


Vi) et 
besitzt. Wr 

Zieht man den Operator P in (12) nach links aus der Summe heraus, so 
steht neben P eine Entwieklung, die sich als Exponentialfunktion 


 # 
- [arrın (14) 
S(t)=Pe -» 


einfach merken läßt. Ersetzt man die Integration im Exponenten durch 
entsprechende infinitesimale Multiplikationen von e-Funktionen, bei denen 
die jeweils zukünftigen Faktoren immer links von den vergangenen Faktoren 
stehen, so entsteht eine weitere Darstellung 


zauven (15) 


S$=']] ”e 
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In dieser Produktdarstellung ist die durch P geforderte Zeitordnung ohnehin 
erfüllt, so daß P fortgelassen werden kann. 


Dieses Ergebnis läßt sich auch unmittelbar mit den Gleichungen (5) und 
(6) erzielen, wenn man ähnlich wie am Schluß von Abschnitt 731 vorgeht, 
aber stets darauf achtet, daß die hier auftretende Größe V zeitabhängig 
ist, im Gegensatz zum dort auftretenden Haumroxoperator H. Ein 
Vergleich von S(t) zu benachbarten Zeiten führt nämlich mit (5) auf 


Su+d)=8W+di7, SW) 
I Feyat 10) 


-1-; /oaıso=e? S(), 


weil Glieder in höherer Ordnung von dt vernachlässigt werden dürfen. 
Wiederholte Anwendung von (16) liefert (15). Die gesuchte Größe S(t) 
ist damit berechnet und in den verschiedensten Formen (10) bis (16) 
dargestellt. 


Als wichtigste beobachtbare Größe im Rahmen dieser Störungsrechnung 
gilt die Wahrscheinliehkeit W(T) dafür, daß ein gegebenes physikalisches 
System innerhalb der Zeit T aus einem vorgegebenen zeitunabhängigen 
Anfangszustand ® in einen anderen Zustand ®’ übergeht. Zunächst ent- 
wickelt sich aus dem Anfangszustand ® im Zeitablauf der Hınserrvektor 
Y(t), der zur Beobachtungszeit T den speziellen Wert Y(T) besitzt. Die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß zu diesem Augenblick 7’ der gefragte Zu- 
stand ®’ realisiert ist, muß daher gemäß (732.11 und 12) 


(17) 


wn)=|(®,Y(n))?=|(®, UN)S(T)D)|? 


sein. Bei Prozessen zwischen Atomen, Atomkernen und Elementarteilchen 
sind die beim Zerfall eines Systems auftretenden Übergangswahrscheinlich- 
keiten y und bei Stoßprozessen die Wirkungsquerschnitte o die wichtigsten 
charakteristischen Größen. Sie hängen mit der Wahrscheinlichkeit (17) 


über 
WTN=yT=oevT (18) 


zusammen. Hier bedeuten vund o Geschwindigkeitund Wahrscheinlichkeits- 
dichte des einfallenden Teilchens beim Stoßprozeß. Damit ist durch die 
Formeln (17) und (18) der Zusammenhang zwischen dem zeitabhängigen 
Vektor Y(t) und den experimentell beobachtbaren Größen y und o bei 
speziellen physikalischen Fragestellungen gegeben. 


Ist der Anfangszustand ® ein Eigenzustand ®, des ungestörten HAMIL- 
monoperators H, der der Gleichung (1) genügt, so läßt sich der Ansatz (3) 
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für Y nach dem Orthogonalsystem dieser Eigenfunktionen einfach ent- 
wickeln: se 
Et 


Y=US®,= UN dm Om, SD,) = 30} m (19) 
m m 


Die Übergangselemente S,„„ des Operators S(t) bilden die Dysonsche 
S-Matrix. Sie genügen unter anderem wegen (8) und (9) der Gleichung 


17 
Smn(t) = mn — + I [dr Vnre) Srn(t) D (20) 
"6 


die man aus (10) unmittelbar erhält, wenn man die Übergangselemente 
dieser Operatorengleichung zwischen zwei Zuständen ®,, und ®, des 
Orthogonalsystems (1) bildet und auf der rechten Seite der Gleichung_den 
Entwicklungssatz wie in (19) anwendet. Die Matrixelemente von V in 
(20) bedeuten dabei entsprechend der Definition (5) 


Porn = Van eh (em 2ı) 


bei Benutzung von U(t) gemäß (3). 


Die in (17) eingeführte Übergangswahrscheinlichkeit zwischen den 
ungestörten Zuständen ®, und ©, wird einfach 


von, (22) 


denn U(7) kann im inneren Produkt (17) auf die linke Seite geworfen 
werden und liefert dort bei Anwendung auf den Zustandsvektor ®,, wie 
auch schon in (19) 


ss 2 Lg (23) 


entsprechend den früheren Ausführungen im Zusammenhang mit (721.12). 
In den Formeln (20) bis (22) ist die DIRAcosche Störungstheorie der elemen- 
taren Quantenmechanik enthalten. 


Abschließend soll die Übergangswahrscheinlichkeit für einen Über- 
gang ©,—D„+ BD, in erster Näherung berechnet werden. Nach (18) 
und (22) gilt 


We _ |Sunnje 
vom) = N DE, (24), 


Zur Berechnung der $-Matrix wird (21) in (20) eingesetzt und S bis zur 
ersten Störungsordnung entwickelt: 


i 
(Em Ent 


T 
Sn M=—+ f UV meh für D,+6,. (25) 
0 
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Für zeitunabhängige V,„„ kann die Integration in (25) leicht ausgeführt 
werden. Zunächst wird 


y(n— m) = 4 |Vmnl?J 


San _ 1 (= BO T2R) \ (26) 
T\ (m-En?2% 
EU — EI 
Be m n RSBR,) 0 2 0 
in )—2mnö(EN, E%). 
Für große Zeiten T>h/(EQ,— E}) liefert ein Faktor (sinxT')/« genähert 


rtö(«), der verbleibende Baktor (sin«T)/«T kann dann, da ö(«)nurfür« —=0 
von Null verschieden ist, durch 1 ersetzt werden. Die Übergangswahr- 
scheinlichkeit nimmt somit in erster Näherung die einfache Form 


Yin m) = IE Un]? 00ER — ER) em) 


an. Diese Gleichung zeigt, daß von E® aus über lange Zeiten hinweg nur 
Zustände m erreicht werden können, die hinsichtlich ihrer Energie EA, 
mit E®, entartet sind. Die Summation über alle derartigen Endzustände 


liefert den als „golden rule No. 1“ bezeichneten Ausdruck für die gesamte 
Übergangswahrscheinlichkeit 


vn Z|Vmn|? (En — EN). (28) 
we. man 
ho 
Van= (Din; V(p, N» = [ders x, 8) ’(z Or’ 2) Inte, B) (29) 
Im (x, = (®,, Du) I&,9=(®,, D,); 


mit f, und f, als Wellenfunktionen der SCHRÖDINGERgleichung, so ergibt 
sich völlige Übereinstimmung von (28) und der bereits in Abschnitt 653 
auf ganz anderem Wege abgeleiteten 
Formel. 


Die bisherigen Überlegungen sind 
nur anwendbar auf ausgesprochen 
nichtstationäre Vorgänge, bei denen 
ein Zustand, der zur Zeit i<O eine 

Abb. 733. Einschaltfunktion Lösung der ungestörten SCHRÖDINGER- 
gleichung darstellt, für die Zeiten t>0 

eine Lösung der gestörten SCHRÖDINGERgleichung (2) darstellt. Eigen- 
lösungen von H+V, die im ganzen Zeitintervall -o<ti<+ oo sta- 
tionär sein müssen, erhält man auf diese Weise nicht. Sie lassen sich viel- 
mehr nur gewinnen, wenn man eine Eigenlösung von H allein durch ganz 
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langsames Einschalten der Störenergie V in eine solche für H + V über- 
führt. Zu diesem Zweck denkt man sich die zeitunabhängige Störung V 
im Gegensatz zu (8) und (9) hier mit einer Einschaltfunktion &(t) multi- 
pliziert, die entsprechend Abb. 733 das allmähliche Einschalten in einem 
Zeitabschnitt 7 zwischen = —1/2 und t=-+-r/2 beschreibt. Auch wenn 
die Störenergie V mit dieser Funktion 


1 t> 1/2 
&(t) = s. Abb. 733 für —t2 <ti<+ 7/2 (30) 
0 t<— 1/2 


durch &(t)V ersetzt ist, gelten die Formeln (11) bis (16) dieses Abschnitts 
weiter, die Aussagen in (6) und (2) über die Anfangsbedingungen Y(0) und 
S(0) jedoch nicht mehr. 


734  Schröpinsersche Störungsrechnung 
Das Bewegungsproblem der SchRönpInekrdarstellung 


hd 
447 +4+7]#=0 (a) 
läßt sich auch auf einem anderen Wege behandeln, wenn der Störanteil 7 
des Hamıtvronoperators zeitunabhängig ist, eine Voraussetzung, die für 
die Durchführung der Diraoschen Störungsrechnung nicht notwendig war. 
Für den Vektor Y wird der Ansatz 


Y(i)=aR(t)®d (2) 


gemacht, mit einem zeitunabhängigen Operator @ und einem unitären 
Operator R, der sich durch ; 

-—E 
Rl=e tr (3) 
beschreiben läßt. E bedeutet hier einen Energieoperator mit der Eigenschaft, 
daß seine Anwendung auf die ungestörten (!) Eigenzustände des Systems D, 

die Eigenwerte E, des gestörten Systems 
E D, = D, En (4) 


liefert. Die Anwendung von R auf einen ungestörten Zustand ®, ergibt 


Rd, = Ba (5) 


Der Ansatz (2) überführt die Bewegungsgleichung (1) in eine Gleichung 


für den Operator « 
| [Z-+-VlJla—aE=0. | (6) 
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Bildet man zu dieser Operatorengleichung das Übergangselement zwischen 
zwei Zuständen ®, und ®,, so entsteht aus (6) bei Benutzung des Ent- 
wicklungssatzes 


(En — En )Amn+ 3% Partn=0; (7) 


mit E9, als den Eigenwerten des ungestörten Systems H und E, als den 
Eigenwerten des gestörten Systems H-+V. 


Durch (6) bzw. (7) ist der Operator «a mit seinen Matrixelementen an 
noch nicht vollständig bestimmt, zum Beispiel kann man (6) bzw. (7) von 
rechts mit einer Diagonalmatrix $ multiplizieren und f mit der Diagonal- 
matrix E vertauschen. Dann erfüllt «% dieselbe Gleichung wie «a in (6). 
Das hat zur Folge, daß z.B. alle a,,„ willkürlich gewählt werden können. 
Die hierbei verbliebene Freiheit für den Operator a kann zur Normierung 
des Vektors Y benutzt werden. Man kann aber auch genauso auf die 
Normierung des Vektors Y verzichten und die dadurch verbliebene Freiheit 
in der Wahl von a so benutzen, daß sich das Eigenwertspektrum E,, 
möglichst einfach berechnen läßt. Macht man von dieser zweiten Möglichkeit 
Gebrauch und setzt alle Diagonalelemente von a gleich Eins, so erhält (7) 
im Falle m =n die Form 


el E,=PR+ 3 Var %n: (8) 
r 


Bei Kenntnis der Nichtdiagonalelemente von a ergeben sich die gestörten 
Energieeigenwerte E, also sehr einfach. Bei der Berechnung von Wahr- 
scheinlichkeiten muß dann allerdings berücksichtigt werden, daß Y in (2) 
unter der Voraussetzung (8) nicht normiert ist, was zu etwas komplizierteren 
Ausdrücken für die Wahrscheinlichkeiten führt, aber keine grundsätzlichen 
Schwierigkeiten aufwirft. 


Für m=#n läßt sich (7) in der Form 


a en mr'rn mENn 9 
mn Im E ( ) 


darstellen und mit Berücksichtigung von (8) schrittweise berechnen. Man 
erhält die Reihenentwicklung 


Vom V,.r Ver 
Imn m 5, "2% WEN B-E 
mn (Em En) (Er En) 
(10) 
DE ar Vi; Von En 
1,8 (ER — E,) (EP E,) (E}—E,) i 
bei der in allen Summationen die Termer=n,s=n... auszulassen sind, 


was durch die Striche am Summenzeichen vermerkt ist. Ersetzt man nach 
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(8) auch noch die Energien E, durch EP, so erhält man etwas kompliziertere 
Ausdrücke für @,„„, die sich bis zu jeder gewünschten Störungsordnung 
leicht angeben lassen. Wegen (733.29) sieht man, daß die hier im HILBERT- 
raum dargestellte SCHRÖDINGERsche Störungsrechnung mit der in Ab- 
schnitt 423 aus der SCHRÖDINGERgleichung abgeleiteten Darstellung über- 
einstimmt. 


Die SCHRÖDINGERsche Störungsrechnung liefert also insbesondere das 
Energiespektrum des gestörten Systems. Ist ®=®, ein Eigenvektor des 
ungestörten Systems, so ist der zugehörige Vektor 7 (t) die entsprechende 
stationäre Lösung des gestörten Problems, denn es ist 

IgEt 


Yv)=aRlWd,=ad,e "Zi a) 


Diese Lösungen sind hinsichtlich ihrer Zeitabhängigkeit rein periodisch. 


Wie bereits am Schluß von Abschnitt 733 erwähnt wurde, kann die 
DirAcsche Störungstheorie solche stationären Lösungen (11) des gestörten 
Systems nicht ohne weiteres liefern, da ihre Lösungen durch das Einschalten 
der Störung bei t=0 grundsätzlich nichtstationär werden. Es läßt sich 
aber zeigen, daß die Lösungen der DirAcschen Störungstheorie X? in die 
stationären Lösungen WS der ScHRÖDINGERschen Störungstheorie über- 
gehen, wenn man gemäß Abb. 733 den Einschaltprozeß adiabatisch durch- 
führt. Damit ist gemeint, daß das Einschalten zo langsam erfolgt, daß alle 
in der Rechnung auftretenden Ableitungen der Einschaltfunktion &(f), 
£&(t),... vernachlässigt werden können. In dieser Grenze großer Einschalt- 
zeiten T—oo kann der HAmmronoperator H-+ V trotz vorhandener 
Einschaltfunktionen als zeitunabhängig angesehen werden. Ein Eigenvektor, 
der in ferner Vergangenheit eine stationäre Lösung des ungestörten Systems 
darstellte, geht im Laufe der Einschaltzeit r allmählich in den entsprechenden 
Eigenvektor der stationären Lösung des gestörten Systems über. Das 
System ist während des Einschaltens nicht mehr physikalisch abgeschlossen, 
denn beim Einschalten muß die Energie E,„ — EA dem System zugeführt 
werden. Diese Überlegungen lassen also erwarten, daß die Diracschen 
Lösungen (733.3) bei adiabatischer Einschaltung, also unter den Vor- 
aussetzungen 

t> © To I>T, (12) 


in die SCHRÖDINGERschen Lösungen übergehen: 


Beim Vergleich von (733.3) mit (2) muß unter dieser Voraussetzung 
US=aR S=U-!aR (14) 
gelten. 
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Es wird nun eine Lösung der Diracschen Störungsrechnung betrachtet, 
für deren Operator S der Ansatz (14) mit zunächst unbekanntem a gemacht 
wird. U in diesem Ansatz ist nach (733.3) bekannt, R wird etwas abweichend 
von (5) als ein Operator mit der Eigenschaft 


2% 
q 
: -— JS Entt)dt 
R()d,= D,e / u 


T 


> (15) 


definiert, da sich die anfänglichen Eigenwerte E% der Energie während des 
Einschaltprozesses &(t) allmählich ändern und in die zunächst noch nicht 
bekannten Eigenwerte E, des gestörten Systems übergehen. Beim adiaba- 
tischen Einschalten der Störung unterscheidet sich der Exponentialfaktor 
in (15) zu jeder Zeit t nur um einen unwichtigen Phasenfaktor von 
exp[-iE,„(t)t/h], wobei natürlich nur Zeitintervalle betrachtet werden 
dürfen, über die sich E,„(t) nieht merklich ändert. Darüber hinaus können 
die unteren Grenzen t, der Integrale (15) so gewählt werden, daß ohne 
weitere Phasenfaktoren 

Ent 


für t>Z und &)=1 (16) 


Rtd,„=d,e } 
nach Beendigung des Einschaltprozesses gilt. 


Mit diesem Ansatz für R(t) geht die Integralgleichung 


E 
8=1-,[areuıvus (17) 
in eine Bestimmungsgleichung des durch (14) noch einmal neu eingeführten 
Operators a über, von dem zu zeigen ist, daß er derselben Rekursionsformel 
wie früher in (9) genügt: 


t 
UtaR=1- [dr EU Var. (18) 
Ein Übergangselement dieser Operatorengleichung, lautet für m+n 


< t 3 T 
. (mı-/ Euindr) ; x f r (zir- Faerar) 
Amn en -—; [are 3 V mr@rne In ‘ (19) 
r 
-00 


Erweitert man in (19) den Integranden mit E, — E,(t’), so überführt eine 
. partielle Integration die rechte Seite in 


Volt 
an ee + 


(20) 


: v 
E., Ew-1-fat"E ) 
14 h ( . ” d £(t) Varln(t’) 
+ [are a (nn) 


-o 
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Die im Integranden dieser Gleichung stehende Zeitableitung enthält nur 
noch Größen, die sich adiabatisch mit der Einschaltfunktion &(t) ändern, 
nämlich £&(t) selbst, E„(t) und a,,(). Aus diesem Grunde verschwindet 
der zweite Term von (20), und es gilt für £>r/2 die gleiche Rekursions- 
formel wie in (9), weil dann alle verbliebenen Größen zeitunabhängig ge- 
worden sind. 


Diese Ableitung zeigt, daß zu jeder Zeit i,, auch während des Einschalt- 
vorgangs, der Störoperator a nach der SCHRÖDINGERSchen Störungsrechnung 
berechnet werden kann, und zwar mit der als zeitunabhängig aufgefaßten 
Störung &(t,) V. Wie im Zusammenhang mit (15) erläutert, durchläuft das 
System beim Schaltvorgang eine Folge von praktisch stationären Zu- 
ständen, die den stationären Anfangszustand mit dem wiederum stationären 
Endzustand verbinden. Das ist der sogenannte Adiabatensatz, der eine 
wichtige Rolle bei der genäherten Behandlung von Prozessen bildet, bei 
denen äußere Parameter (z. B. die Potentialform) eines Bewegungsproblems 
langsam geändert werden. Gleichzeitig ist gezeigt, daß die SCHRÖDINGERSche 
Störungsrechnung wirklich im Sinne von (13) aus der Diracschen hervor- 
geht, wenn man den Umschaltprozeß über eine lange Zeit r ausdehnt. 


74 _Wellenquantelung 


Zusammenfassung: Die nichtrelativistische klassische (das heißt h-freie) Wellen- 
theorie der Materie wird für das Elektron aufgestellt und anschließend dem von der 
Teilchentheorie her bekannten Quantelungsschema A = (i/A) [H, A] unterworfen. 
Als zugehörige kanonische Vertauschungen entstehen je nach der Statistik der zu 
beschreibenden Teilchen die Minus- bzw. Plusvertauschungen zwischen den Er- 
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren y und pt. Bei der Beschreibung von Elek- 
tronen sind die Spinkoordinaten noch zu berücksichtigen. In dieser erweiterten Dar- 
stellung gelten dann die Plusvertauschungen. Die gequantelte Wellentheorie beschreibt 
in völliger Übereinstimmung mit der genauso gequantelten Teilchenheorie das quanten- 
mechanische n-Teilchenproblem. Damit ist die quantenmechanische Äquivalenz 
zwischen Teilchen und Welle erwiesen. Auch führt die Quantelung der elektrostatischen 
Selbstwechselwirkung zu Ausdrücken, die genau mit der üblichen paarweisen Wechsel- 
wirkung der einzelnen punktförmigen Teilchen übereinstimmen. 


741 Klassische Materiewellen 


In diesem Abschnitt soll der reine Wellencharakter des Phänomens 
„Elektron‘“ untersucht und beschrieben werden. Dieser Wellencharakter 
des Elektrons umfaßt nur einen Teil der Erfahrungstatsachen, und es wird 
sich weiter unten herausstellen, daß der andere Teil, nämlich die Teilchen- 
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eigenschaften des Elektrons, in der Theorie von selbst auftreten, wenn diese 
den üblichen Methoden (731.1) der Quantisierung unterworfen wird. 


Ein Elektronenstrahl zeigt beim Durchgang durch Materie die Erschei- 
nungen von Beugung und Interferenz. Daher liegt es nahe, von Elektronen- 
wellen zu sprechen, die durch eine Wellengleichung 


Ly=V0 y=yl,d) (1) 


für die Wellenfunktion y mit irgendeinem Operator L beschrieben werden. 
Da sich Elektronenstrahlen von nicht zu hoher Intensität gegenseitig 
ungestört durchdringen, kann die Wellengleichung genähert als linear 
betrachtet werden, denn die Lösungen linearer Wellengleichungen lassen sich 
additiv zu neuen Lösungen überlagern. Die spätere Berücksichtigung der 
inneren elektrostatischen Wechselwirkung zwischen den Bestandteilen der 
Welle dagegen führt in (1) zu nichtlinearen Anteilen, wie auch (747.5) 
zeigt. 


Die einfachsten Lösungen einer solchen Wellengleichung (1) sind ebene 
Wellen r 
yet o=o(k), (2) 
deren Kreisfrequenz & = 2rv mit der Wellenzahl k = 2/4 funktionell in 
einer Weise zusammenhängt, die durch den speziellen Typ der Wellen- 
gleichung vorgegeben ist. Eine genauere Beobachtung der Wellenlängen 
im Zusammenhang mit Messungen der Strahlgeschwindigkeit v,, zeigt, daß 
die Wellenlänge mit v,, abnimmt, genauer, daß v,, » 1/4 » k ist. Hier gilt 


Ir =— u= 8,64: 10°sm”*, (3) 


mit u als einer für die Elektronenwellen charakteristischen Konstanten. 
Andererseits ist von (311.9 und 10) her bekannt, daß die Signal- oder 
Gruppengeschwindigkeit einer Welle mit Frequenz und Wellenzahl k 
im Zusammenhang 
d 

= ar - 
steht. Aus dem Vergleich von (3) und (4) lassen sich daher Rückschlüsse 
auf die Abhängigkeit der Frequenz » von der Wellenzahl % ziehen. Es muß 


k? 
= + (6) 
gelten mit C als zunächst beliebiger Integrationskonstanten. 


Eine weitere Eigenschaft der Elektronenwelle besteht darin, daß sie in 
elektrischen Feldern, zum Beispiel zwischen den Platten eines Kondensators, 
je nach Feldrichtung abgelenkt, beschleunigt oder gebremst wird. Liegt 
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das elektrische Feld in der Ausbreitungsrichtung der Welle, so erfährt sie 
einen Geschwindigkeitszuwachs dv,,, der von der Potentialdifferenz dU 
abhängt, aber mit zunehmender Wellenzahl k bzw. schon vorhandener 
Geschwindigkeit v,, geringer wird. Dieser Geschwindigkeitszuwachs läßt 
sich durch 


de„=— ZIU e=— 1,52: 105° V-1s-! (6) 


beschreiben. Dabei ist & eine weitere experimentell bestimmbare Eigenschaft 
der Elektronenwelle. Auch aus (6) lassen sich Rückschlüsse auf den 
Zusammenhang w(k) ziehen. Wir betrachten eine mit der Frequenz & 
von links einlaufende stationäre Welle, die sich gemäß (2) in x-Richtung 
nach rechts ausbreitet. Irgendwo durchläuft diese Welle einen Potential- 
sprung dU. Die Frequenz w ändert sich dabei natürlich nicht. Die Wellen- 
zahl k hingegen erfährt wegen (4) und (6) eine Änderung, die wegen (5), 
(3) und do=0 zu 


do—0 a2, +0) =kdı, +40 =0 (7) 


führt und die bislang als Konstante angesehene Größe C verändert. Mit 
C=e&U wird der Einfluß (6) des Potentialsprungs auf die Geschwindigkeit 
richtig berücksichtigt und es entsteht 

k® 
im stückweise konstanten Potential U ohne Berücksichtigung der an den 
Übergangsstellen auftretenden besonderen Verhältnisse. 


Eine allgemeingültige Ausbreitungsgleichung für die Elektronenwellen 
erhält man dadurch, daß man zunächst untersucht, welcher Differential- 
gleichung die ebenen Wellen (2) mit der Eigenschaft (8) genügen. Diese 
Wellengleichung lautet 

1 


Dabei ist & ein Differentialoperator mit der Dimension einer Frequenz. 
Da & im Gegensatz zu w(k) vom Ort abhängen kann, liegt die Verall- 
gemeinerung vom stückweise konstanten Potential U in (8) auf das beliebige 
ortsveränderliche Potential U(r) auf der Hand. (9) ist also die Wellen- 
gleichung für klassische Elektronenwellen. 


Die charakteristischen Größen der Wellentheorie lassen sich analog zu 
den Ausführungen von Abschnitt 313 als Integrale 


A=[dryrAy (10) 
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darstellen, mit / als einem Ausdruck, der beliebige Ortsfunktionen und 
Differentialoperatoren enthalten kann.'!) Die zeitliche Änderung einer 
solchen Größe wird durch die Wellengleichung (9) bestimmt: 


z d E s 
4A =, ja vH Ay = [Artpt Ay+ v* AN] 


A=ifdıy*[o, Aly. 


Im letzten Gleichheitszeichen von (11) wird die Wellengleichung (9) 
benutzt und durch eine partielle Integration der Operator & von p* auf y 
hinübergeworfen. 

Zum Schluß wird noch die Schwerpunktsbewegung eines Wellenpakets 
studiert. Zu diesem Zweck werden zunächst wie in (314.4, 6 und 8) die Ver- 
tauschungen 


(ıl) 


ey i 1 0 : 
i[o; J=-7,14, ler (12) 
und 
IM EV AR 1 0 1 {7} U 
[8 i{8,2]=:|6, z5 | „ [ed, | = 2 = „€ (13) 


gebildet, die man beim Einsetzen von © aus (9) unmittelbar erhält. Der 
Schwerpunkt eines Wellenpakets ist durch 


A 1 
= „ [drvrıy far y= N (14) 


definiert, wenn die Wellenfunktion y der daneben stehenden Normierungs- 
bedingung genügt. Obwohl y(t, t) beliebig zeitabhängig sein kann, ist das 
Normierungsintegral N trotzdem zeitunabhängig, denn seine zeitliche 
Änderung entspricht (11) mit A = 1 und verschwindet. Die Schwerpunkts- 
geschwindigkeit erhält man aus (14) durch Zeitableitung unter Verwendung 
von (11) und (12): 

5-4 [ar yrito, cv= den, Hr . (15) 


Die Schwerpunktsbeschleunigung schließlich wird bei Verwendung von (13) 


(16) 


Die unmittelbare Beobachtung der Schwerpunktsbeschleunigung im elek- 
trischen Feld erlaubt eine direkte Bestimmung des Verhältnisses 


= W76- 10" Acker, (17) 
das auch als spezifische Ladung der Elektronenwelle bekannt ist. 


1) In diesem Kapitel werden die von r und 0/dr abhängigen Größen durch Zier- 
buchstaben bzw. durch das Zeichen v charakterisiert. 
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742 Quantelung der Wellentheorie 


Die in Abschnitt 741 entwickelte klassische Wellentheorie des Elektrons 
wird nunmehr genau den gleichen Quantenbedingungen unterworfen, die 
schon in Abschnitt 723 bzw. 731 auf die physikalischen Größen eines 
Systems der klassischen Mechanik angewendet wurden. So wie in der 
Teilchentheorie die Koordinaten q und Impulse p als HILBERToperatoren 
angesehen wurden, so wird jetzt die Wellenfunktion y(t, £) der klassischen 
Wellentheorie als orts- und zeitabhängiger HILBERToperator betrachtet, 
weswegen nach (731.1) die Operatorengleichungen für y und y! 


= 14, yl Dt [Hy] M) 


erfüllt werden müssen. y muß dabei nicht notwendig hermitisch sein. Die 
zweite Gleichung in (1) ergibt sich mit Oy!/dt = (Oy/dt)! aus der ersten. 


Es muß nun wiein der Teilchentheorie versucht werden, einen HAMILToN- 
operator H und solche Vertauschungsrelationen für yund y! zu finden, daß 
die Gleichungen (1) neben der Gültigkeit der Bewegungsgleichungen — hier 
der Wellengleichung (741.9) — erfüllt werden. H als charakteristische 
Größe der Theorie wird hierbei im Sinne von (741.10) als 


H= [arytHy, 2) 
mit einem zunächst noch unbekannten Operator 4, angesetzt. Aus (1) und 
(2) folgen die Gleichungen 


Y =, [ar WiRyvy-wiHy) 
art) 
für y und y!. Ersetzt man diese beiden Ausdrücke durch 
y=+ [ tem vilhy) 


vi Ef BT 0» , vv) 


8) 


(4) 


so ändert sich auf den rechten Seiten dieser Gleichungen nichts, denn es 
werden in den geschweiften Klammern die sich ohnehin kompensierenden 


2 viHyy ytyH’y=o (5) 
hinzugefügt (#4’ wirkt nicht auf y, ist also mit y vertauschbar). Dabei ist 
es gleichgültig, ob man die Minus- oder Plusvertauschungen, definiert durch 

[4,B]=4ABFBA, (6) 
wählt. i 
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Die Ausdrücke (4) erfüllen die quantenmechanischen Bewegungs- 
gleichungen (1). Daneben muß die klassische Bewegungsgleichung (741.9) 
erfüllt werden. Beim Vergleich von (4) mit (741.9) stellt sich heraus, daß das 
gerade dann möglich ist, wenn zwischen den HILBERToperatoren die 
Vertauschungsrelationen 


gelten und wenn weiter der in (2) noch zu bestimmende Differential- 
operator #} mit der klassischen Theorie über 


H=ho | (8) 


zusammenhängt. Unter diesen Voraussetzungen (7) und (8) gilt also neben 
den quantenmechanischen Bewegungsgleichungen (1) die klassische Wellen- 
gleichung (741.9). Diese gequantelte Wellentheorie liefert, wie insbesondere 
(7) zeigt, die gleichen Ergebnisse wie die auf anderem Wege durchgeführte 
Wellenquantelung von Abschnitt 316. 


Charakteristische Größen A, B... der Wellentheorie werden durch 
A= [dryt Ay B= [dıyt By (9) 


mit A und j3 als irgendwelchen nur von t und ö/öt abhängigen Funktionen 
beschrieben. Für die Minusvertauschung von zwei solchen Operatoren 
AundB gilt: 


[A, B]= [dry At 3 vV-vtB PAY): (10) 
Im ersten Summanden der geschweiften Klammer wird erst y und dann y! 


nach rechts hindurchgetauscht. Dabei entsteht unter Voraussetzung der 
Minus- bzw. Plusvertauschungen (7) 


vr awtB'v = Alk) Er) RB'V 
= yr Ad )B'y rtv! A'vy 
=yt Ask )Rv try Ay (11) 
= pt Ask) BVZ Wr) Ay 
+ ByyiAp. 
Auch hier hängt /} nur von r und /3’ nur von t’ ab, so daß beide Größen 
auch dann miteinander vertauschbar sind, wenn sie die Differentialopera- 


toren 0/dr bzw. 0/Ov’ enthalten. Nach Integration über die ö-Funktion gilt 
für die Vertauschung (10) 


[4, B]= [aryt[A, Blv- (12) 
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Die Vertauschbarkeit zweier Operatoren vom Typ A und B hängt also von 

der Vertauschungsrelation ihrer Differentialoperatoren A und [3 ab. 
Für die zeitliche Änderung eines Operators vom Typ A muß nach dem 


allgemeinen Quantenschema (731.1) 


d=z18, = 4 jäviiH. Alv ” 


gelten. Die letzte Aussage in (13) erhält man dabei sowohl unter Verwen- 
dung von (12) als auch, wenn man A in (9) differenziert und dabei die 
Wellengleichung (741.9) verwendet. Ein Operator A ist also dann eine Erhal- 
tungsgröße, wenn er den Gleichungen 


Ä=0 [7,4]=0 IH, Al=0 (14) 
genügt. Der HAMILTONoperator 
H= [dıyt Hy H=0, (15) 


der natürlich mit sich selbst vertauschbar ist, ist also eine Erhaltungsgröße 
des Systems. Eine weitere Erhaltungsgröße erhält man für A =1: 


N=[dryty N=0, (16) 


den sogenannten Operator der Teilchenzahl. Weiter sind die Operatoren 


8 = [arytz 4,9 8= [arytıx 4 Hy (17) 


unter speziellen Voraussetzungen ebenfalls Erhaltungsgrößen der Theorie. 
Diese Operatoren ® und % haben die Bedeutung von Impuls und Dreh- 
impuls. Die Komponenten von X genügen der Vertauschungsrelation 


[Rz 21-8, (18) 


und entsprechenden Relationen, die aus (18) durch zyklische Vertauschungen 
von x, y und 2 hervorgehen. Zum Beweis von (18) verwendet man (12) und 
die entsprechenden von Abschnitt 432 her bekannten Vertauschungs- 
relationen der Komponenten von tx p. Andererseits haben die Ver- 
tauschungsrelationen in (18) alle in Abschnitt 724 besprochenen Kon- 
sequenzen für die Eigenoperatoren und Eigenwerte von 2 und &,. 


743  Orthogonalsystem der Ortszustände 


Nach den Ausführungen des letzten Abschnitts sind die Operatoren 
N= [dryty H= [dryiHy () 


28 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Erhaltungsgrößen, denn N und H sind, wie in (742.14) gefordert wurde, 
miteinander vertauschbar. Nach (722.2 und 6) muß es also ein Orthogonal- 
system von Basisvektoren geben, die gleichzeitig Eigenvektoren von NundH 
sind. Es empfiehlt sich daher, zunächst die Eigenvektoren von N zu unter- 
suchen, um aus ihnen später (Abschnitt 745 und 746) die Eigenvektoren 
von H dadurch zu konstruieren, daß man unter Verwendung der Ausfüh- 
rungen von Abschnitt 722 aus den zum gleichen Eigenwert N gehörigen 
entarteten Eigenfunktionen geeignete Linearkombinationen bildet, die dann 
gleichzeitig Eigenvektoren von H sind. 


Die Vertauschung von y und y! mit dem Operator N ergibt 
IN, yW]=— yE) N Yvtul=y'm; (2) 


wobei es gleichgültig ist, ob man für y und y! die Minus- oder die Plus- 
vertauschungen (742.7) voraussetzt. Die erste der Gleichungen (2) erhält 
man zum Beispiel unter Verwendung von 


vtyy=trtpyy=—dk-N)vVrurv, (3) 
und die zweite mit einer entsprechenden Gleichung. 


Mit den Relationen (2) aber sind die Voraussetzungen von (724.2) 
gegeben. Die Formeln (2) lassen sich auch in der Form 
Ny=y(N—) Ny=yiN+l (4) 
schreiben. Außerdem müssen die Erwartungswerte von N stets positiv sein, 
denn in einem beliebigen Zustand © gilt 
N = [dı(®, yYyd)= [de(yB,YyD), (5) 
ein Ausdruck, der nach (714.4) stets positiv ist. Nach den Ausführungen 


von Abschnitt 724 durchlaufen die Eigenwerte von N alle ganzen Zahlen 
n=0,1,2,... Der Eigenvektor ®, zun = 0 wird durch die Eigenschaften 


G,P)=1| (6) 


für alle t charakterisiert. Nach (724.14) erhält man einen Eigenvektor zum 
Zustand rn = 1 durch Bildung von 


d,= yt()®, Nd,=6,.. (7) 


y)D,—0 Nd,=[drytyd,=0 


Ein Eigenvektor zum Zustand n = 2 ist 


1 
D,,, = Yı yi (tı) vr (%)®, NG,, „=2 Ö,, 123 (8) 
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ein Eigenvektor zum Zustand n ist 


Der)... pr) ds ui Du (9) 
Yn! 


Die Vektoren (6) bis (9) besitzen ihre Eigenschaften als Eigenvektor von N 
unabhängig von den speziellen Ortskoordinaten t,,..., I,. Es gibt also 
zu einem Eigenwert n sehr viele HILBERTvektoren (9), die alle miteinander 
entartet sind und sich voneinander durch verschiedene Ortsvektoren 
1 --, In unterscheiden. Auch Linearkombinationen solcher Vektoren (9) 
wie in (17) mit beliebigen Funktionen f sind wiederum Eigenvektoren zum 
Eigenwert n von N. 


Die Formeln (6) bis (9) gestatten folgende Interpretation: Die Eigen- 
werte von N werden als „Teilchenzahl n“ bezeichnet. ®, ist der Zustand 
bei Abwesenheit von ‚Teilchen‘, also der Vakuumvektor. Im Zustand &, 


hat der Operator N’ = a dr’ y’!y’ den Eigenwert 1 bzw. 0, je nachdem ob 


rin Ar’liegt oder neh, ®, bedeutet daher einen Zustand, in dem „sich ein 
Teilchen am Ort r befindet‘‘. Der Zustand (9) schließlich beschreibt eine 
Situation, in der sich n Teilchen an den Orten u, ...., t„ befinden. In 
diesem Sinne können die Zustände D,,...., als Ortszustände und die Ope- 
ratoren y! und y als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren interpretiert 
werden. In (7) entsteht der Zustand ®, mit einem Teilchen am Ort r durch 
Erzeugung y?(t) eines Teilchens am Ort t im Vakuum d,. (8) ergibt den 
Zustand, bei dem im Vakuum an den Orten rt, und t, je ein Teilchen erzeugt 
wird. (9) entsteht durch die Erzeugung von n Teilchen an den Orten 
Us ..., ty. Nach (724.5) erhält man mit den hier verwendeten Bezeichnun- 
gen bei Anwendung des Operators y! auf den Eigenvektor zu n einen 
Eigenvektor zu n-+1. Bei Anwendung des Operators y auf einen Zustand 
zum Eigenwert n erhält man einen Zustand zum Eigenwert n — 1. Also 
besitzt y die Eigenschaft, ein Teilchen zu vernichten. Das Vakuum 2, 
in (6) ist somit durch die Forderung definiert, daß an keinem Ort r die 
Vernichtung y eines Teilchens möglich ist, denn Null ist kein normier- 
barer Vektor und demzufolge kein physikalischer Zustand. 


Die hier in der gequantelten Wellentheorie mit ®,,...., bezeichneten 
Ortszustände sind nicht mit den ähnlich bezeichneten Ortseigenvektoren 
D,,...., der gequantelten Teilchentheorie von Abschnitt 732 identisch, da 
sie durch andere Operatoren und damit in einem anderen HILBERTraum 
definiert sind. Dennoch bestehen zwischen ihnen gewisse Analogien, die 
schließlich in Abschnitt 745 zum Nachweis der Äquivalenz von Teilchen- 
und Wellentheorie benutzt werden. Die Ortszustände (9) unterscheiden 
sich unter anderem von den Ortseigenvektoren ®,, ...„, durch gewisse Sym- 


28* 
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metrieeigenschaften, die allerdings von der Vorzeichenwahl der Vertau- 
schungen (742.7) abhängen. Unter Voraussetzung der Minusvertauschun- 
gen zum Beispiel gilt 

[v! (tı); yY (te)] —=0 Dis. =+ Diss. B (10) 


wovon man sich durch Vertauschung der entsprechenden Operatoren y! 
in (9) unmittelbar überzeugt. Bei positiver Vorzeichenwahl für die Ver- 
tauschungen (742.7) dagegen gilt 


ya), v’m]=0 Dr... nn = Denn (11) 


Die gleichen Symmetrieeigenschaften erhält man nicht nur bei Ver- 
tauschung von, und t,, sondern auch bei der Vertauschung von beliebigen 
t; und rt, im Zustand (9). 


Als nächstes ist die Normierung der Zustände (6) bis (9) zu untersuchen. 
Die Normierung der Einteilchenzustände (7) liefert unter Verwendung von 
(742.7) und (6) 

(B,, d) = (vr (do, yrlr) D,) — (Do; yır) pr‘) D,) 
= (8, rd) EYE )PW}D) = str). 
Diese Zustände sind also wie die Ortszustände (725.5) im Kontinuum 


normiert. Die Normierung des Zustands (8) liefert in etwas abgekürzter 
Schreibweise 


(12) 


1 


(Dres Dir) = (viyl®o, Yı r ®D,) 


2 
(13) 
eig (BD, myıyi,yl, Do). 


Beim zweimaligen Durchtauschen von y, nach rechts entsteht mit den 
Vertauschungsrelationen (742.7) 


1 
Z[d (Bo, YyL,Do) + 619. (Do; Yayı, D,)]; (14) 
und beim Durchtauschen von y, nach rechts wird schließlich 


(Dir Dun) = [60 udn) Hölm—)öln—m)]- (15) 


Man erhält also eine erweiterte Normierungsvorschrift im Kontinuum, die 
den besonderen Symmetrieeigenschaften von ®,,, entspricht. In anti- 
symmetrischen Zuständen (Plusvertauschungen!) tritt in (15) Minus statt 
Plus auf. Der Zustand (9) schließlich genügt der Normierungsvorschrift 


(Di. Du...) = ee + 1P 18 | (16) 
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Die Summation läuft über alle n! möglichen Permutationen mit ent- 
sprechendem Vorzeichen (+1)”. Im Falle (—1)” entsteht daher eine 
Determinante von ö-Funktionen. 


Ein beliebiger Eigenzustand PD, zum Eigenwert n des Operators N kann 
durch Linearkombination der Vektoren (9) in der Form 


9, = [Ay...dinDe.. ft: tn) (17) 


mit willkürlicher Funktion f erhalten werden. Eine solche willkürliche 
Funktion f läßt sich gemäß 


fu. wW=ft'+fs (18) 


immer aufspalten in zwei Teile /, und f,,, die gegenüber paarweiser Vertau- 
schung beliebiger Ortskoordinaten symmetrisch bzw. antisymmetrisch sind, 
und in „gemischte‘‘ Anteile, die gegenüber Vertauschungen bestimmter 
Ortskoordinaten symmetrisch und gegenüber Vertauschungen anderer 
Koordinaten antisymmetrisch sind. Sind die Eigenvektoren aber sym- 
metrisch entsprechend (10), so trägt aus Symmetriegründen nur der sym- 
metrische Teil von f zum Integral (17) bei. Es hat in diesem Fall daher 
nur Sinn, symmetrische Funktionen f zu verwenden. Sind die Zustände 
dagegen im Sinn von (11) antisymmetrisch, so trägt nur der antisymme- 
trische Anteil von fin (18) zum Integral (17) bei, und die übrigen können 
fortgelassen werden. In einem beliebigen Eigenzustand ®, muß also die 
Funktion f die Symmetrieeigenschaften der Vektoren ®,,..., übernehmen. 
Weiter wird unter Verwendung der Normierungsbedingung (16) das innere 
Produkt se .., D,) ausgewertet: 


Da... Di) [Ar .. ud Pd 


i (19) 
s Pe din (+1 176 fu -- ® tn). 


In diesem Ausdruck wird die Summe nach links aus dem Integral heraus- 
gezogen und irgendeine Permutation betrachtet. Nunmehr werden die 
Koordinaten 1p,,..., tp,int..., t,, umbenannt. Da f die gleiche Sym- 
metrieeigenschaft wie die zugehörigen Vektoren (10) bzw. (11) besitzt, 
ändert sich f dabei höchstens um ein Vorzeichen, welches den vorhandenen 
Faktor (+1)? kompensiert. Sämtliche Permutationen liefern daher den 
gleichen Betrag zum Integral (19), weswegen die Summe in (19) lediglich 
den Faktor 1/n! kompensiert, und es entsteht 


fu. wW)=(Bı..m Da)- (20) 


D, ist ein auf 1 normierter Vektor, wenn mit (17) die Bedingung 
1=(9,, D,) = [dy.. dm (Du, Da...) fltı -- - In) (21) 
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erfüllt wird. Das ist entsprechend (20) mit 
1=(®,, 9,)= fan... dun|flu ml (22) 


der Fall. Die Funktion f wird also wie üblich normiert. 


IC ... 1.) bedeutet wie in (725.6) die Amplitude der ‚Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit‘“ an den Orten t,,...., t, im Zustand ®,. Es gibt also 
ft...) At]... Ar, die Wahrscheinlichkeit an, daß die Operatoren 
N= f yIypdı im Zustand ©, jeweils an den Orten r,,...,t, in den 

dr 
Volumina At,:..., At, den Eigenwert 1 besitzen. Da f gegenüber Ver- 
tauschungen der Ortskoordinaten symmetrisch bzw. antisymmetrisch ist, 
werden. demnach grundsätzlich nur Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ge- 
liefert, die symmetrisch in den Ortskoordinaten sind. Die mit ‚‚Teilchen“ 
bezeichneten Eigenzustände der nach (742.7) gequantelten Wellentheorie 
stellen daher ununterscheidbare Teilchen dar. 


744 Operatorenanwendung auf Ortszustände 


Im vorigen Abschnitt wurde das Orthogonalsystem der durch (743.9) 
definierten Zustände 
1 
D,... = m fi ya Do (1) 


untersucht. Die in diesem Ausdruck auftretenden Größen y/=y!(t,) er- 
füllen zusammen mit den Operatoren y,=y(t;) die Vertauschungsrelationen 


[y, v]=[yt, v’i]=0 [y, vr]= str). (2) 
+ + F 
@, ist dabei der „Vakuumzustand‘“ mit der Eigenschaft 

yvd—=d. (3) 

Die Zustände (1) sind Eigenzustände des Operators N der Teilchenzahl 
N=[äryty N®...m= Pr... (4) 
zum Eigenwert n. Da die Vektoren t,, ..., t„ beliebig gewählt werden 
können, existieren zu einem Eigenwert n sehr viele Zustände (1), die alle 
miteinander entartet sind. In diesem Abschnitt soll nun der Einfluß ver- 
schiedener Operatoren auf die Zustände (1) untersucht werden. Im An- 


schluß an eine allgemeine Untersuchung werden besonders die Operatoren 
der Teilchendichte und des Schwerpunkts betrachtet. 


Bei Anwendung des Operators y=y(t) auf den Zustand (1) entsteht 
YD,, ARE Eye. EL TORE a (5) 
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Dieses Resultat erhält man beim Einsetzen der linken Seite in (1) und an- 
schließendem Durchtauschen des Operators y von links nach rechts: 


vyl...ypi=lölr—u)+ylyly}:..Yl 
= öht—n)yl... vis yllle—n) EylvlyF-- .Yl- 


Bei weiterem Durchtauschen von y nach rechts entsteht schließlich 
vyl.. peiad ty. ytdeyl rer (N 
ı 


Wendet man diese Gleichung auf den Vakuumzustand ®, an, so ergibt sich 
bei Benutzung von (3) die Gleichung (5). 


Bei Anwendung von y* auf einen Ortszustand ©, ...u_ u... dagegen 
wird 


vd, aa ze In Din. use. (8) 
= Yn(+nir Di. reg 


Der letzte Ausdruck von (8) folgt nach Durchtauschen von y! bis an die 
Stelle des voraussetzungsgemäß fehlenden Operators y/. Die in (5) und 
(8) auftauchenden Vorzeichen (+1) hängen von dem Symmetriecharakter 
der Vertauschungsrelationen (2) ab, also davon, ob zwischen y und y! die 
Minusvertauschungen (dann: +1) oder die Plusvertauschungen (dann: —1) 
gelten. 


Die Gleichungen (5) und (8) lassen unmittelbar erkennen, daß die Orts- 
zustände (1) keine Eigenzustände der Operatoren y und y? sind. Anders 
ist die Situation bei Operatoren vom Typ 


A = [arytAl)y, (9) 


mit A (r) als einer beliebigen Ortsfunktion. Die Anwendung dieses Operators 
auf den Zustand (1) liefert mit (5) 


AD,...= [WIEN Dita) u) 
& (10) 


= [dr Du..0_. Erg el) öt—t;). 
In der ersten Zeile befindet sich y? direkt vor dem Ortsvektor, und mit 


Verwendung von (8) folgt die zweite Zeile von (10). Nach Integration über 
die ö-Funktion gilt mit A; = At): 


AD, =D... dA: (11) 


Da auf der rechten Seite dieser Gleichung neben ®,,...., jetzt nur noch 
Zahlen bzw. Funktionen stehen, ist ®,,...., offensichtlich ein Eigenzustand 
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des Operators A, unabhängig von der speziell gewählten Form der Funk- 


tion Alt). 


Enthält A nicht nur den Ortsvektor r, sondern auch Differential- 
operatoren ö/ör, so läßt sich Gleichung (11) und die zugehörige Ableitung 
in (10) formal aufrechterhalten. Die rechts in dieser Gleichung stehenden 
Glieder bedeuten dann A; = X(t;, 0/0r,). Für solche allgemeineren Ope- 
ratoren vom Typ (9) stellen die Vektoren ®,,...,, also offensichtlich keine 
Eigenvektoren mehr dar. Gleichung (11) hat dann nur noch symbolische 
Bedeutung. Sie läßt sich aber ohne weiteres bei der Behandlung all- 
gemeinerer durch Linearkombination gebildeter Vektoren 


D, at, iR . din DB... fltı En IK) (12) 


verwenden. Die Anwendung von A auf einen solchen Zustand ergibt unter 
Benutzung von (11) 


A0,=[ay, Ba 9 (vr fe Ben (13) 


Die bei den #; in (11) auftretenden Differentialoperatoren werden also 
auf die weiter rechts stehende Amplitudenfunktion f angewandt. 


In ganz analoger Weise läßt sich zeigen, daß auch alle Operatoren 
B=| [arav ytytße, v) y’y (14) 


die Ortszustände (1) als Eigenzustände besitzen. Dabei ist /3 einfachheits- 
halber nur als Funktion von r und r’ angesetzt. Bei Anwendung des Ope- 
rators B von (14) auf den Zustand (1) wird zunächst zweimal nachein- 
ander, nämlich erst für y und dann für y’, Gleichung (5) verwendet. Dabei 
entsteht mit 2, = +1 fürksı 


£ ; 1 io 
dr dv vIiwWt ——— at), . . ‚ En 
JJ NET Tresen REN RER AN STEn 
Be) dt —v)öW— x) (15) 


- 3 /ja: dr’ De In" 
u BU) ör—n)ö—r). 
Der zweite Ausdruck in (15) folgt aus dem ersten unter Verwendung von 


Gleichung (8) zunächst für y’! und dann für y?. Die Durchführung der 
Integrationen über r und r’ liefert 


BO... =D... PH 12). (16) 
i$k 
Wie diese Ableitung zeigt, tauchen in der Summe nur Glieder auf, bei 


denen ö=+ k ist. Eine andere Reihenfolge der Operatoren in (14) liefert im 
wesentlichen das gleiche Resultat. Bei Verwendung der Operatorenfolge 
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yt, p, y’T,y’ entsteht ebenfalls die Eigenwertgleichung (16); hier allerdings 
tauchen auf der rechten Seite auch die „Selbstwechselwirkungsglieder‘ 
= k auf. In entsprechender Erweiterung des Verfahrens läßt sich zeigen, 
daß auch der Operator 


6 —/[[farar dr” yryrt yrt Ct, v, ı”) v’yy (17) 
die Zustände (1) als Eigenzustände besitzt. Sie erfüllen die Eigenwert- 
u Bu. Pu, 2 Clin n). 8) 


i,k,l ungleich 


Entsprechendes gilt für Operatoren „höherer Ordnung‘“. 


Als erstes Beispiel wird der Operator 
far vtsck—v)y=y'y (19) 


betrachtet. Er beschreibt die Teilchendichte und besitzt entsprechend (11) 
den Eigenwert Yö(lt—r;): 
[2 


vVy PD... Dr... SIU—U). (20) 


Die rechts in (20) stehende Summe stellt die Teilchendichte des betreffen- 
den Zustands dar. Offenbar befindet sich an jedem Ort r, ein punktförmig 
konzentriertes Teilchen. Der Erwartungswert o der Teilchendichte in einem 
Zustand vom Typ (12) wird dabei mit (743.20) 
ed) = yry= (Bu, vty®,) 
= ar... dB, ty Die) 
= far dm |fltı mL — ) 21) 
J (7 


—n[dr, eis) 


Das Ergebnis stimmt mit der Dichteverteilung von einem der Teilchen 
deshalb bis auf den Faktor r überein, weil der Integrand von (21), wie im 
Anschluß an (743.18) besprochen, symmetrisch in allen Teilchenkoordinaten 
sein muß. o(t)dr ist die Wahrscheinlichkeit, von den n Teilchen irgend- 
eines am Ort r im Intervall dr anzutreffen. 


Ein anderes Beispiel liefert der Schwerpunkt 
s=N![dıytıy, (22) 


der unter Berücksichtigung von (2) und (11) bei Anwendung auf einen 
Ortszustand 


39... =D... . (23) 
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den Eigenwert 3r,/n liefert. Eine zu (21) analoge Rechnung ergibt für 
T 
den Erwartungswert des Schwerpunkts in einem Zustand ®, 


faror)t 


Sdrew er 


3= (9,,30,) - [ar BEE A U RROE n 


3 findet man also durch Mittelung über r mit der Teilchendichte o (t) = yiy 
als Gewicht. 


745 Spin und Statistik der Elektronen 


Die bisherigen Überlegungen zur gequantelten Wellentheorie haben auf 
zwei Beschreibungsmöglichkeiten geführt, je nachdem, ob für die kano- 
nischen Vertauschungen (742.7) die Minus- oder die Plusvertauschungen 
gewählt wurden. Es entstanden jeweils in den Teilchenkoordinaten symme- 
trische oder antisymmetrische Zustände. Beide Theorien sind also denk- 
möglich, führen aber zu verschiedenen experimentiell nachprüfbaren 
Konsequenzen. Die Erfahrungen zeigen, daß es Teilchen sowohl der einen, 
als auch der anderen Symmetrieeigenschaft gibt. Vor allem sollen die 
wichtigsten von ihnen, die Elektronen, besprochen werden. 


Es erweist sich jedoch zunächst als erforderlich, für die Elektronen (und 
übrigens auch für fast alle übrigen Elementarteilchen) den Spin in der Be- 
schreibung auch dort mit zu berücksichtigen, wo seine magnetische Wechsel- 
wirkung mit dem Bahndrehimpuls wie auch mit äußeren Magnetfeldern 
als klein vernachlässigt werden kann. Die Einführung der Spinvariablen 
überführt die Größen y und & in 


vw) —Y(t, 8) WO =) ör- 6) 


Hierbei bedeutet s die nur zwei Werte +1/2 annehmende Spinvariable. 
Der Operator & wird zu einer Matrix mit den Indizes s’ und s, und alle 
Gleichungen werden zu Matrixgleichungen im Hinblick auf die Spin- 
indizes. Im besonderen Falle (741.9), wo & keine Spinwechselwirkung ent- 
hält, entspricht die Abhängigkeit von s’ und s der letzten Gleichung in (1). 
Alle integralen Größen werden nach dem Schema 


A= [at AudyW> Z [dr ytte, ) Auwyte 9) (2) 


verallgemeinert. Zur Integration über die Ortskoordinaten treten ent- 
sprechende Summen über die Spinkoordinaten hinzu. Speziell der Operator 
der Teilchenzahl erhält die Form 


N= 3 [aryie, )yle, 9). (3) 
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y und y! sind die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren eines Elektrons 
am Orte r mit der Spinvariablen s=+-1/2 bzw. s= —1/2. 


Die verallgemeinerten kanonischen Vertauschungen lauten 
Yun, yW, s)] =), yild, en =0 
[ol a, We = . 
In dieser erweiterten Darstellung sind die zugehörigen Zustandsvektoren 


1 
Dr...r — yr, 5): PH 5) D=tden...m: (5) 


» Vai 
88a N. 881... 


Irgendein Vektor ®,, der einen Zustand mit insgesamt n Teilchen 
repräsentiert, wird. hier durch 
= far... dnd,..ufen) (6) 
EB 5 


ER N 


dargestellt, wobei die Amplitudenfunktion 
NE) (Pe Da) m 


Br“ 
ass 


wie die Ortsvektoren (5) in bezug auf Vertauschungen der Orts- und Spin- 
variablen in gleicher Weise symmetrisch oder antisymmetrisch sind, je 
nachdem, ob die Minus- oder Plusvertauschungen gelten sollen. 


In den nachfolgenden Abschnitten 746 und 747 wird gezeigt, daß diese 
Wellentheorie einer entsprechenden Teilchentheorie äquivalent ist, wobei 
/ aus (7) speziell die Rolle der Wellenfunktion für n Teilchen übernimmt. 
Die im PAvLiprinzip (siehe Abschnitt 512) vereinigten Erfahrungen aber 
finden in Abschnit 524 ihren Ausdruck in der Forderung, daß die Wellen- 
funktion gegenüber gleichzeitiger Vertauschung zweier Orts- und Spin- 
koordinaten antisymmetrisch ist. Entsprechendes muß hier daher auch für 
die Hirserrtvektoren gelten und ist nach (743.11) nur durch die Plus- 
vertauschungen zu erreichen. Zusammenfassend gilt für eine gequantelte 
Wellentheorie des Elektrons daher 


[Y; 71 [yr, I - 0 [Y; er dt — V)ör 


Dan...m— Dan... ne ee ie ® (8) 


FERN lic 


Elementarteilchen, die wie die Elektronen dem PAULiprinzip genügen, 
erfüllen, wie man sagt, die Fermıstatistik mit den Besetzungswahrschein- 
lichkeiten n,= 0,1 für Teilchenzustände. Teilchen, die der Minusvertau- 
schung gehorchen, erfüllen die Boszstatistik, in der die Besetzungszahlen 
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für Teilchenzustände n;= 0,1,2... keiner Beschränkung unterworfen 
sind. Unter den Elementarteilchen gehören zur ersten Gruppe 


Teilchen, die die 
FERMiIstatistik erfüllen 


Elektronen 1a 
Protonen 1; 
Neutronen Ua 
Neutrinos ur 
u-Mesonen 1a 


und zur zweiten Gruppe 


Teilchen, die die 


Bosesstatistik erfüllen 


Ss 


Schallquanten 0 
Lichtquanten 1 
Gravitationsquanten 2 
r-Mesonen 0 


In der relativistischen quantisierten Wellentheorie stellt sich heraus, daß 
alle Elementarteilchen mit halbzahligem Spin s= 1/2, 3/2,..., der FERMI- 
statistik genügen müssen, also den Plusvertauschungen gehorchen, und 
daß alle Teilchen mit ganzzahligem Spin s= 0,1,2,... der Boszstatistik 
genügen und entsprechend durch die Minusvertauschungen beschrieben 
werden. 


Alle bisherigen Überlegungen dieses Teils gelten also unverändert für 
Elektronen, wenn man die entsprechenden Gleichungen im Sinne dieses 
Abschnitts verallgemeinert, die bisherigen Gleichungen also als abgekürzte 
Schreibweise für die in diesem Kapitel dargestellte ausführliche Schreib- 
weise auffaßt. In diesem Sinne werden auch in den anschließenden Ab- 
schnitten die Spinkoordinaten nicht mehr explizit hingeschrieben, um die 
Formeln nicht unnötig zu überlasten. Überall, wor oder eine Integration 
auftaucht, hat man sich die entsprechenden Spinkoordinaten oder deren 
Summation stillschweigend hinzuzudenken. 


746 Das Einteilchenproblem 


Da der Operator der Teilchenzahl N eine Erhaltungsgröße des Systems 
ist, muß die Teilchenzahln im Zeitablauf konstant bleiben. Lösungen 
vom Typ (743.17) mit entsprechender Zeitabhängigkeit der Funktion f 
können also durchaus den Zeitablauf eines Systems beschreiben. Es werden 
während des Zeitablaufs keine Teilchen erzeugt oder vernichtet. Das ist eine 
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besondere Eigenschaft der nichtrelativistischen Wellengleichung (741.9), 
die sich auf andere Wellengleichungen nicht ohne weiteres verallgemeinern 
läßt. Hier also kann die Bewegung eines einzelnen Teilchens durch Betrach- 
tung von Zuständen mit n = 1 gesondert behandelt werden. 


Zum Studium der Zeitabhängigkeit der gequantelten Wellentheorie wird 
gemäß Abschnitt 731 zunächst von der bislang vorausgesetzten zeit- 
abhängigen HEISENBERGdarstellung die Zeitabhängigkeit auf die HILBERT- 
vektoren transformiert, also der Übergang zur Schröpinezkrdarstellung 
aufgesucht. Dabei werden die Operatoren y und y! zeitunabhängig, und 
die Zeitabhängigkeit der HıLBErTvektoren wird durch die Differential- 
gleichung 


4, 7O=HPU) H= [dryt Hy (1) 


bestimmt. Der allgemeinste Ansatz für Y zum Eigenwert n = 1 lautet 
7) = [drd fe, ) IC) = (9, 70), (2) 


mit einer beliebigen Funktion f, die für normierte HILBERTvektoren Y der 
Normierungsbedingung 


a [alte HP=1 8) 


unterworfen werden muß. Dieser HILBERTvektor Y ist also im Einteilchen- 
problem durch Angabe einer Funktion f(t, t) vollständig beschrieben. Die 
in Abschnitt 745 eingeführten Spinvariablen sind auch hier nicht explizit 
angegeben. Man braucht aber nur überall 


t—>T,S [ar 3 far IKt— N) Ilt—r)ör A> Ass (4 
einzusetzen, um ihren Einfluß richtig zu berücksichtigen. 


Die Erwartungswerte A irgendwelcher, für die Wellentheorie charak- 
teristischer Operatoren 


A= [dıyt Ay (5) 
im Zustand (2) erhält man durch Bildung von 
A=(P, AV) 


(6) 
= [dv (#, [aryt Aydı)ie,). 
Hier ist der Ortsvektor durch (743.7) darzustellen, und die nach wie 
vor ortsabhängigen Operatoren y und y! der ScHrönIneERdarstellung 
genügen den Vertauschungsrelationen (742.7). Unter Berücksichtigung von 
(744.13) entsteht 
A= far (#, 0) Ar, d), (7) 
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so daß man mit (2) endgültig für den Erwartungswert 
A= [Arie Al, ı) (8) 
in Übereinstimmung mit der elementaren Theorie erhält. 


Der Zeitablauf des Systems ist durch die Bedingung (1) vorgeschrieben. 
Für die in (2) auftretende Funktion f hat das die Gültigkeit von 


Ir, )=—t (8, 70) = (d., HP0) 


i 9) 
— (©, far yih'y' far’ Dr.) fa”, 
zur Folge. Wieder wird (744.13) angewendet, so daß 
+ 16, = [ar” (Bu, Ba" fe”, ee 
= far” 8) N” Ft) 
entsteht. Nach Durchführung der Integration erhält man 
Fre d=Hfe, 0 am 
für die Zeitabhängigkeit von f, mit dem Operator 
Dei. m + EU) (12) 


von (741.9). 


Der Erwartungswert H der Energie wird im Sinne von (8) gebildet und 
kann nach (11) offenbar durch 


H=[arf*k, HE, y= [art y|- 


dargestellt werden. Zeitlich periodische Lösungen f(t, t) mit der Frequenz » 
sind daher Eigenlösungen der Energie mit dem Energieeigenwert 


E=ho. (14) 


len as 


Der zu einem solchen f(t, f) gehörige, aus Ortszuständen ®, aufgebaute 
HıLBErTvektor Y(t) ist dann auch Eigenvektor des Operators & bzw. des 
Hammtronoperators H. Nunmehr wird eine besonders einfache Lösung der 
Differentialgleichung (11) im konstanten Potential U behandelt, die sich in 
einem großen Ortsbereich wie eine ebene Welle 


fe, dm eriat+ite (15) 


verhält und außerhalb dieses Bereichs abklingt und verschwindet. Der 
Erwartungswert (13) der Energie wird in diesem Falle 


EEE; 16 
— METER Eu, (16) 
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der zugehörige Erwartungswert des Operators ® von (742.17) wird 


8 [art Ste. am) 


Eliminiert man f aus (16) und (17), so lautet der Zusaimmenhang zwischen 
E und ® 
n2 


_® 
I 2uh 


+ held. (18) 


Dieser Ausdruck für E stimmt mit der Energie eines klassischen Teilchens 
überein, dessen Masse m und Ladung e sich mit den charakteristischen 
Konstanten u und & der Elektronenwelle (hier rein theoretisch!) zum= hu 
und e= he bestimmen. Insgesamt gilt damit: 


E=hw P=hl 19) 


m= hu= 9,108: 10-kg e=hs=— 1,602-10” As, 


Zusammenfassend läßt sich somit feststellen, daß die Wellengleichung 
(741.9) nach Hinzufügen der Quantenbedingung (742.1) Lösungen enthält, 
die als Eigenzustände n—=1 des Teilchenzahloperators N das quanten- 
mechanische Einteilehenproblem beschreiben. Besonders einfache, durch 
die Funktion (15) beschriebene Zustände dieser Art besitzen die Energie kw, 
den Impuls kf, die Masse Au und die Ladung he. 


747 Äquivalenz von Teilchen und Wellen 


An den Ergebnissen des letzten Abschnitts ist folgendes überraschend: 
Die in der klassischen Wellentheorie auftretenden physikalischen Größen y 
und x»! werden der allgemeinen Quantenbedingung 


Ä=-[H,4] (1) 


unterworfen und liefern präzis die gleichen Aussagen wie die quantisierte 
Teilchentheorie. Dabei war dort der Ausgangspunkt ein gänzlich anderer. 
Dort wurde von der mechanischen Bewegungsgleichung für den Ortsvektor 
eines Teilchens ausgegangen, und die Forderung (1) wurde für Ort und Impuls 
des Teilchens erhoben. Dieses überraschende Ergebnis bedeutet nichts 
anderes als 


Teilchen + Quantenbedingung (1) = Quanten 


2 
Wellen + Quantenbedingung (1) = Quanten, ) 
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daß nämlich die Teilchentheorie der klassischen Mechanik unter Hinzu- 
fügung der Quantenbedingung (1) die gleiche Quantentheorie liefert wie 
die klassische Wellentheorie unter Hinzufügung eben derselben Quanten- 
bedingung. Läßt sich dieses Ergebnis verallgemeinern, was anschließend 
gezeigt wird, so sind die Begriffe Teilchen und Welle zwar anschaulich sehr 
verschiedene Hilfsvorstellungen, im Rahmen der Quantentheorie aber zwei 
einander völlig äquivalente Begriffe. 


Die soeben beim Einteilchenproblem diskutierte Situation der Gleich- 
wertigkeit von Teilchentheorie und Wellentheorie soll nunmehr am n-Körper- 
problem untersucht werden. Dazu wird die nach den Ausführungen von 
Abschnitt 731 der HEISENBERGdarstellung (1) gleichwertige SCHRÖDINGER- 
darstellung herangezogen, in der Operatoren wie A zeitunabhängig sind, 
aber der HILBERTvektor zeitabhängig ist und nach (731.11) der Gleichung 

hd . 

— u, = HY (3) 
genügt. Diese Gleichung gilt ganz unabhängig von den speziell betrachteten 
Theorien. Diese unterscheiden sich lediglich durch verschiedene HAMILTON- 
operatoren. Für den HILBErTvektor Y in (3) läßt sich nach (732.10 und 11) 
bzw. (743.17 und 20) sowohl in der Teilchentheorie beim n-Körperproblem 
als auch in der Wellentheorie für einen Eigenzustand n des Operators N 
der Ansatz 


vo= [au dm Di... Fltı Im Ö) (4) 
machen, mit der Amplitude 
Me deli u PM): (5) 


Diese Gleichungen gelten also für Teilchen- und Wellentheorie gleicher- 
maßen. 


Zunächst soll die Bestimmungsgleichung für f in (53 auf der Grundlage 
einer quantisierten Teilchentheorie untersucht werden. In diesem Falle hat 
der HAMILTONoperator die Form 


H= 3 (E-+eUW) ten 6) 
i=1 


wobei für alle Komponenten p; und g, der in (6) auftretenden Impulse p; 
und Orte t; die hinzugefügten Vertauschungsrelationen gelten. Die Eigen- 
vektoren des Orts genügen deswegen, wie in Abschnitt 725 gezeigt wurde, 
den Relationen 


’ e 4 
vd, .un=d. ml Di... =D,,. 


{4 se 


ho 

Gay 9 
wobei — wie immer — die links neben den HILBERTvektoren stehenden 
Größen Operatoren im HıLserrraum bedeuten, während rechts neben den 
Vektoren die entsprechenden Eigenwerte stehen. Sollen die in (4) auf- 
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tretenden Ortszustände Teilchen beschreiben, die dem PAuLiprinzip ge- 
nügen, so müssen die Amplituden f und mit ihnen die Vektoren ®,,...:, 
gegenüber paarweisen Vertauschungen beliebiger Koordinaten antisymme- 
trisch sein. Solche antisymmetrischen Ortszustände or ...r, Können aus 
den Ortseigenvektoren ®,,...., durch geeignete Linearkombinationen 
gebildet werden: 

ee pH us ).2. EHRE (8) 

Vn! P i a 

Bildet man ferner die Zeitableitung von (5), indem man auf der rechten 
Seite Y gemäß (3) ableitet, dann X durch (4) ersetzt und den HAMILTON- 
operator H aus (6) nach den Regeln (7) am Ortsvektor ®7.,, „vorbei- 
tauscht“, so entsteht die SCHRÖDINGERgleichung 


er 0) 


i 
wie in Abschnitt 732 ausführlich gezeigt wurde. 
In der quantisierten Wellentheorie dagegen bedeutet H in (3) 


I? 
H= [dry y Beedle 
Br) - Wi, [9 y]=st— vd). 


(10) 


Ein Eigenzustand n des Operators N läßt sich gemäß (743.17 und 20) 
durch (4) und (5) darstellen, wobei hier die Ortszustände zum Unterschied 
von (7) in einem anderen HILBERTraum durch 


w 1 w 
"D. .m= ar .. y(r,)Do (11) 
definiert sind. Wegen der Vertauschungsrelationen in (10) sind sie von vorn- 
herein antisymmetrisch, genügen also dem PAvLiprinzip. Bildet man im 
Rahmen dieser Wellentheorie die Zeitableitung von f aus (5), so entsteht bei 
Verwendung von (3) zunächst wieder 


=-(d) HP") (12) 


und zusammen mit (4) 
I fan... al. HD 


Ww Ww wi Ww 
= = [au.. .dın( (B,.. N Dr...) Hif (ss b). 
ı 


(13) 


Dabei wurde (744.13) verwendet. Die Vollständigkeitsrelation (743.16) 
liefert schließlich i 


-.| Dr 


a”. as 


29 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Beim Vergleich von (14) und (9) unter Berücksichtigung von FR; aus (10) 
ergibt sich, daß f? und f" derselben Differentialgleichung genügen. Schließ- 
lich besitzt / in beiden Fällen denselben Symmetriecharakter. Es gilt also 
f? = f", womit die Äquivalenz von Teilchen und Wellen erwiesen ist. (Die je- 
weils durch die Fragestellung oder durch die experimentelle Anordnung ge- 
gebenen Anfangswerte von f? und f” sind natürlich auch die gleichen.) 


748 Selbstwechselwirkung von Elektronenwellen 


Bislang wurden nur Elektronenwellen im äußeren Potential betrachtet. 
Infolge ihrer Eigenladung aber müssen die Bestandteile einer klassischen 
Elektronenwelle sich gegenseitig infolge elektrostatischer Kräfte abstoßen. 
Die Energie einer solchen Welle enthält also in sinngemäßer Verallgemeine- 
rung von (747.10) 


H= (dtytty+ Sf ne vtytyy ) 
noch einen Zusatzterm, der der Selbstwechselwirkung der Elektronenwelle 
entspricht. Die Operatoren dieses Terms sind dabei in ihrer symmetrischsten 
Form angeordnet. Eine andere Reihenfolge der Operatoren — die natürlich 
unbedingt so gewählt werden muß, daß H = H hermitisch bleibt — läßt 
sich unter Verwendung der Vertauschungsrelationen (742.7) stets in die 
Operatorenfolge (1) überführen, und es treten dann zu Ä nur noch kon- 
stante Terme hinzu, die bekanntlich auf die Bewegung ohne Einfluß sind. 
J4 ist der mit A multiplizierte Operator & der klassischen Wellentheorie 
ohne Wechselwirkung. 


Die zum Operator (1) gehörige Bewegungsgleichung muß nach (742.1) 
lauten: 


— ty=[y, H] 
- (vw, vtHV]+5 s//; 


Die Vertauschung von y mit dem wechselwirkungsfreien Teil von 4 liefert 
gemäß (742.4 und 7) Hy. Die Vertauschung von y mit der Wechsel- 
wirkungsenergie enthält einen Term 
yytytp’yp =ö(t —t)y’ty’y 
ERDE TITREENTE 
in dem y nach rechts durchgetauscht wird. Die zugehörige Vertauschungs- 
relation lautet also 


[v vty ty y]=y typ) Hy tpy’öle—r”). (4) 


dr’ dv’ ’ „ 07 ’ 2) 
Tre TE]: 


u Miu 


(3) 
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Setzt man diesen Ausdruck am Schluß von (2) entsprechend ein, so liefern 
beide Terme von (4) die gleichen Beiträge und beseitigen den Faktor 1/2, 
womit schließlich 
h. B deytyr 
= [HH [Ep 


e#] 


entsteht. Dies ist die Bewegungsgleichung der Elektronenwelle bei Be- 
rücksichtigung der Selbstwechselwirkung. Sie bedeutet, daß in #J/ das 
äußere Potential U gemäß 


1 dvo(v) 
DA: 4ns) r—rV| R 
R (6) 
BED, 
e=ey'y Ans 


ersetzt werden muß. 


Der n-Elektronenzustand zum Hamittonoperator (1) wird nunmehr 
wie in (747.4) angesetzt. Die darin auftretende Amplitude f für die Wahr- 
scheinlichkeit des Ortsaufenthalts muß wie in (747.12) wieder der Gleichung 


a Pr (Du... HPA) 
=/d...dld.. Du. ML... 0) 


genügen, wobei hier allerdings H den Zusatzterm von (1) der Wechsel- 
wirkung enthält. Mit (744.13 und 16) entsteht 


ho 9 ‚ 
+4 - fax, .. . din (D,, RR PD, IR u) 
,.e 1 : i (8) 
Die Vollständigkeitsrelation (743.16) schließlich liefert 
(9) 


als Bestimmungsgleichung für die Wahrscheinlichkeitsamplitude. Diese 
Gleichung aber stimmt wiederum mit der entsprechenden Gleichung in der 
Teilchentheorie für das n-Elektronen-Problem bei gegenseitiger Wechsel- 
wirkung der Teilchen überein. 


Hiermit ist also die vollständige Äquivalenz von Teilchen und Wellen 
für das allgemeinste nichtrelativistische Problem gezeigt. An die Stelle 
der mechanischen Bewegungsgleichungen tritt die klassische Wellen- 
gleichung 


v 


ivy=@vy —g4AU=eyty. (10) 
29* 
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Im Operator & dieser Gleichung ist das skalare elektrische Potential ent- 
halten, das sich aus einem äußeren Anteil zusammensetzt und einem solchen, 
der der danebenstehenden Poıssonschen Gleichung genügt und die Selbst- 
wechselwirkung der Wellen enthält. Gibt man darüber hinaus die Ver- 
tauschungsrelationen in der Form 


Va Wytj=dt-n) AN 


vor, so enthalten diese Gleichungen (10) und (11) die quantenmechanische 
Beschreibung für Probleme mit beliebig vielen Elektronen. Diese Gleichungen 
sind also außerordentlich aussagekräftig. In ihnen ist unter anderem die 
gesamte Chemie enthalten. Die gequantelte Wellentheorie besitzt gegen- 
über der gequantelten Teilchentheorie den Vorzug, daß ihre Gleichungen 
bedeutend einfacher und übersichtlicher sind. Dieser Vorteil wird besonders 
bei der Beschreibung komplizierter relativistischer Wechselwirkungen 
zwischen Elementarteilchen dazu benutzt, daß man solche Vorgänge im 
allgemeinen durch gequantelte Wellentheorien beschreibt. 


75 Invarianz des Hamınroxoperators 


Zusammenfassung: Alle Transformationen 7’, die den Hamıtroxoperator H in- 
variant lassen, bilden eine Gruppe und transformieren die HırBErroperatoren A eines 
Systems in T A= 8-!AS8. Die unitäre Transformation S definiert mit S = exp (-in/Ah) 
eine Erhaltungsgröße n des Systems. Bei Zeittranslationen um 7 ist n=tH, und die 
Energie des Systems ist eine Erhaltungsgröße. Bei Ortstranslationen r>r+a 
läßt sich n in der Form n=a® darstellen. Die durch diese Gleichung eingeführte 
Größe ® wird als Impuls definiert. Bei Teilchentheorien ist ®=Xp,, bei Wellen- 


> 

theorien dagegen ® = ii dryt(höjiör)y. Bei Drehungen um öp entsteht als Erhal- 
> 

tungsgröße n= 69% mit 3 als dem Drehimpuls, zwischen dessen Komponenten 

grundsätzlich die Vertauschungsrelationen [a 3] = ih 3, gelten. In der Wellentheorie 

ist 9 = f dt ytjy, und j=1-+-3 besteht aus dem Bahndrehimpuls [ und dem bei nicht- 

skalaren Wellentheorien auftretenden Spindrehimpuls 3. 


751 Invarianzeigenschaften und Erhaltungsgrößen 


Im Rahmen der Darstellung der Quantentheorie im HILBERTraum wird 
jedes physikalische System schlechthin durch einen Operator H, den 
HamrtroNoperator, charakterisiert. Die spezielle Form des HAMILTON- 
operators zeigt die wichtigsten Eigenschaften des Systems an. Sie läßt 
erkennen, ob es sich bei dem System um eine gequantelte Teilchen- oder 
Wellentheorie handelt, wie groß Zahl und Masse der beteiligten Teilchen 
sind, welche Kräfte zwischen ihnen wirken usw. Alle physikalischen Eigen- 
schaften werden ebenfalls durch Operatoren A repräsentiert. Ist ein 
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Operator A mit H vertauschbar, so ist er nach (731.1) zeitunabhängig und 
somit eine Erhaltungsgröße. 


Zuerst werden Transformationen 7 betrachtet, die alle Operatoren A 
eines physikalischen Systems in TA überführen! Auch der HAMILTON- 
operator wird dabei in TH überführt. Jede Transformation 7, die den 
HAMILTONoperator H invariant läßt, für die alo TY = JH gilt, definiert 
eine Erhaltungsgröße. Diese Tatsache, die hinsichtlich der klassischen 
Mechanik bereits in Abschnitt 215 untersucht wurde und dort die wichtig- 
sten klassischen Erhaltungsgrößen wie Energie, Impuls, Drehimpuls und 
Anfangsschwerpunkt lieferte, gilt also auch in der Quantenmechanik. Der 
allgemeine Weg, auf dem man die zu solchen Transformationen gehörigen 
Erhaltungsgrößen findet, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden. 


Unter der Gesamtheit aller dieser denkbaren Transformationen werden 
zunächst diejenigen ausgewählt, die die Eigenwerte der betreffenden 
physikalischen Größen A nicht verändern. Unter dieser Einschränkung 
geht der transformierte Operator T’A durch einen unitären Transformations- 
operator S mit der Eigenschaft S"!= St aus A hervor, und es gilt 


TA=SAS Tö-b. (1) 


Die durch die Transformation 7' hervorgerufene Veränderung von A soll 
in ein- und demselben, durch irgendeinen HILBERTvektor ® beschriebenen 
physikalischen Zustand betrachtet werden. Dies ist der Inhalt der zweiten 
Gleichung von (1). Physikalisch meßbare Größen sind nicht die Operatoren A 
selbst, sondern ihre Erwartungswerte, deren Transformation, wie 


T(®, A®B)=(B, [S"A8]D)=([80], A[SD]) 2) 
zeigt, genau denselben Wert liefert, als wenn man nach der Vorschrift 
T4A=A TO=S® (3) 


alle Operatoren A unverändert ließe, dafür aber alle HILBERTvektoren der 
gleichen Transformation S unterwerfen würde. Die Unitarität S71= S' 
von S sorgt dafür, daß auch der neue HıLBertvektor T® normiert ist. Bei 
den weiteren Überlegungen soll die Transformation 7 jedoch nur durch (1) 
beschrieben werden, von der Darstellungsmöglichkeit (3) der Transfor- 
mation wird nur gelegentlich Gebrauch gemacht. 


Zu jedem unitären Operator S läßt sich ein hermitischer Operator n 
konstruieren: 


i i i 
+—n 4m! 


S=ei'" Size % St=e + (4) 


Die Exponentialfunktion mit dem Operator n im Exponenten ist dabei 
lediglich als Abkürzung für die bekannte Potenzreihe geschrieben worden. 
In dieser Form ist (4) sinnvoll. Der reziproke Operator S-! ist durch die’ 
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Gleichung 8S-! = 1 definiert. Diese Eigenschaft besitzt der in der zweiten 
Gleichung von (4) eingeführte reziproke Operator. In der dritten Gleichung 
schließlich ist der aus $ hervorgegangene hermitisch konjugierte Operator S! 
dargestellt. Man erkennt nun mit den Gleichungen (4) unmittelbar, daß 


St=S-!, wenn !=n (5) 
gelten, also n hermitisch sein muß, damit S unitär ist. 


Nunmehr wird angenommen, daß die durch (1) dargestellte Trans- 
formation den Hamıtrtonoperator invariant läßt. Dann gilt 


TH=H SIHS=H. (6) 
Multipliziert man die letzte Gleichung von links mit S, so erhält sie die 
Fame [H, 81=0. 7) 
Der Hamıtroxoperator ist also mit der zu 7T gehörigen unitären Trans- 
formation S vertauschbar. Für die Zeitabhängigkeit des durch (4) und (5) 


definierten Operators n gilt, wie für jeden physikalischen Operator, die 
Bewegungsgleichung (731.1), die in diesem Falle 


-+[H, n] [Z, n(9)]= 0 (8) 
wird. Da nach (7) S— und mit S auch jede Funktion n(S) — mit H ver- 
tauschbar ist, ist 7 also eine Erhaltungsgröße. 


Bei infinitesimalen Transformationen mit ön statt 7 kann S nach Potenzen 
von ön entwickelt werden, und es gilt 


S=1—- 67 SA=14+-6n (9) 


bei Vernachlässigung höherer als erster Potenzen von ön. Der aus Ahervor- 
gegangene transformierte Operator 


TA=SAS=(1446n)A[1- 87) (10) 
läßt sich in der gleichen Näherung durch 
TA=A++[ön, 4] 1) 


darstellen. ön ist auch hier die durch die Transformation T definierte 
Erhaltungsgröße des Systems, erfüllt also auch die Gleichung (8). 


Die weitere Aufgabe dieses Kapitels besteht nun darin, die speziellen 
Transformationen T, die entsprechend (6) den HAMILToNoperator HM invariant 
lassen, ihre speziellen Darstellungen sowie die ihnen zuzuordnenden Er- 
haltungsgrößen 7 aufzusuchen. Die genauere Untersuchung zeigt, daß diese 
Transformationen (6) eine Gruppe bilden, die wieder aus verschiedenen 
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Untergruppen aufgebaut ist. Die wichtigsten von ihnen sind in nach- 
folgender Tabelle aufgeführt: 


1. Translationen der Zeit t>t+T 

2. Translationen des Orts rtor-+a 

3. Raumdrehungen tor+ 9 xtT 
4. GALILEItransformationen ror-+pi 

5. Spiegelungen am Koordinatenursprung r— —ı 

6. Koordinatenvertauschungen 2 Pa A 


7. Spintransformationen (bei spinunabhängigen Kräften) 


Zur Gruppe der GALILEItransformationen ist zu bemerken, daß diese 
Transformationen, wie schon in Abschnitt 215 gezeigt wurde, nicht den 
HAMILTONoperator selbst, sondern den HAMILTONoperator vermindert um 
die Translationsenergie des Schwerpunkts, invariant lassen. Bei relativisti- 
schen Theorien treten an ihre Stelle die LoRENTZtransformationen. Die 
Transformationsgruppen 1,2und 3 werden in den nachfolgenden Abschnitten 
genauer untersucht. 


752 Translationen der Zeit 


Eine Transformation der Zeit ©, überführt die Zeitkoordinate & in ©t. 
Speziell überführt die Translation 


Ot=t+r 4) 


jeden Wert von tin &-+r. Alle durch (1) definierten Translationen unter- 
scheiden sich durch verschiedene Zahlenwerte r. Sie besitzen die Eigen- 
schaften 


0,9%.= 9%, +r, 9-1 Gl 69;; (2) 


und bilden damit gemäß (713.1 bis 4) eine algebraische Gruppe. Unter dem 
Produkt zweier Translationen ist dabei die Durchführung der beiden Trans- 
formationen nacheinander, und zwar zuerst der rechtsstehenden, an- 
schließend der linksstehenden, zu verstehen. Aus (2) läßt sich entnehmen, 
daß die Reihenfolge zweier Translationen beliebig ist, daß also im Produkt 
die Reihenfolge der Faktoren belanglos ist. Die Gruppe ist also kommutativ. 
©, ist die Translation, bei der sich nichts ändert, und ©! hebt die Trans- 
lation ©, auf. Die Gruppe der Zeittranslationen enthält unendlich viele 
Elemente, die alle durch verschiedene Zahlenwerte des Parameters 7 unter- 
schieden werden. Darin sind auch infinitesimale Translationen (für infini- 
tesimale 7), enthalten. Die Gruppe der Zeittranslationen ist also kommu: 
tativ, unendlich, infinitesimal und einparametrig. 


Eine von (1) verschiedene Darstellung der Zeittranslationen erhält man 
bei Untersuchung der Veränderungen, die analytische Funktionen f(t) 
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durch die Translationen erfahren. Auch hier bewirkt die Translation wieder 
eine Überführung aller Zahlen t in die Zahlen t+ r. Es gilt daher 


d 
dee). 8) 


f() wird in fft-+r) überführt. Der Einfluß von ©, läßt sich durch eine 
TAyvLorreihe darstellen, die wiederum durch eine Exponentialfunktion 
symbolisch dargestellt werden kann. 


Ein Produkt zweier Funktionen / und g, in dem nur f transformiert ist, 


kann durch 
d d 


d 
fa+d)g)=e Erg de fde ga (4) 


dargestellt werden. Der Exponentialoperator besitzt hier für das Produkt /g 
die gleiche Wirkung wie in (3), daher gilt daseerste Gleichheitszeichen von (4). 
Im zweiten Gleichheitszeichen wird g(£ — r) entsprechend (3) durch g(t) 
und den zugehörigen Operator ersetzt. Versteht man also die in (3) ein- 
geführten Operatoren als wirksam auf alles, was rechts neben ihnen steht, 
so kann offenbar in (4) die aus f hervorgegangene transformierte Funktion 
(+) durch 4 


0f= 5-18 Se (5) 


dargestellt werden, wobei der Index r der Einfachheit halber hier weg- 
gelassen ist. Die Transformation eines Produkts 


Of) =FeE+T) get (6) 
erhält nach (5) die Darstellung 
Ofg=S"'f98 = S'SS-!'g8. (7) 


Setzt man zwischen f und g einen Faktor SS-!=1, so zeigt das Ergebnis 
(7) in Übereinstimmung mit (6) die an sich selbstverständliche Tatsache, 
daß bei der Translation eines Produkts die beiden Faktoren f und g einzeln 
die gleiche Translation erfahren. 


Die in (2) wiedergegebene Gruppe der Zeittranslationen besitzt als ein- 
fachste Darstellung ihrer Elemente die Darstellung (1). Eine andere Dar- 
stellung (5) ihrer Elemente ergibt sich bei der Untersuchung der Trans- 
lation von analytischen Funktionen. Nunmehr interessiert diejenige 
Darstellung der Zeittranslationen, mit der alle physikalischen Größen A 
eines Systems gemeinsam in die transformierten Größen überführt werden. 
Diese physikalischen Größen sind im allgemeinsten Falle bei einer Teilchen- 
theorie von der Foım 


AAN... ds) [pr a] = + du (8) 
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und bei einer Wellentheorie von der Form 
A=Aly, 1), y dt) [Y, yl= str). (9) 
+ 


In beiden Fällen gilt für die Zeitabhängigkeit von A 


dä i 0A ho 
—=; 18, 4} of [#- : 37. A " 10) 


i 


h 


Diese Gleichung kann zu einer Darstellung der Zeittranslation benutzt 
werden. Es muß in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden, daß 
das in (10) auftretende Glied 9A /dt in den entsprechenden früheren Formeln 
(731.1) nicht auftrat, weil dort keine explizit von der Zeit abhängigen 
Operatoren A wie hier in (8) und (9) untersucht wurden. 


Die infinitesimale Zeittranslation mit 7 — dt überführt den Operator A 
gemäß (751.11) in 


AlU+öy=-AW +4 SE =A+Z[n, A]. a1) 


Beschränkt man sich in (11) auf Operatoren A, die nicht explizit von der 
Zeit abhängen, bei denen also 9A /öt = O gilt, so zeigt der Vergleich mit (10), 


= ön=6tH (12) 


gelten muß. Damit hat der in (11) transformierte Operator die gleiche Dar- 
stellung erhalten wie bei der allgemeinen Besprechung infinitesimaler 
Translationen in (751.11). ön ist hier also der der Zeittranslation um öt 
zugeordnete hermitische Operator. Für die zeitliche Änderung von dn gilt 
wie in (10) 


d i ho OH 
Es ist daher 
d oH 
on=0, wenn Zr =. (14) 


ön ist also nur eine Erhaltungsgröße, wenn der HAmmLronoperator H 
nicht explizit von der Zeit abhängt. Genau dann aber ist H auch invariant 
gegen die Zeittranslationen, und sonst bekanntlich nicht. 


Als Ergebnis läßt sich hier also feststellen, daß die infinitesimale Zeit- 
translation um öt eine Erhaltungsgröße ön genau dann definiert, wenn I 
gegenüber dieser Zeittranslation invariant ist, und diese Erhaltungsgröße 
ist Z selbst, d. h. die Energie des Systems. Betrachtet man nur HAMIL- 
ToNXoperatoren H, die nicht explizit von der Zeit abhängen, und beschränkt 
man sich auch hinsichtlich der Operatoren (8) und (9) auf nicht explizit 
zeitabhängige Operatoren A, so ist 


ön=Höt n=Hrt. (15) 
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Die zu ön bzw. n gehörigen unitären Transformationen sind 


i i 
-— Höt a 
„as as 


Same bzw. S,=e (16) 


Der Übergang von infinitesimalen Transformationen auf endliche Trans- 
formationen ist nur deshalb erlaubt, weil die Translationen miteinander 
vertauschbar sind. Es gilt rämlich nur dann 


edef=ei*?, wenn [A, B]=0, (17) 


wovon man sich durch Vergleich der zugehörigen Potenzreihen leicht über- 
zeugt. 


Diese Überlegungen sind unter der Voraussetzung (10) durchgeführt, 
daß die Operatoren zeitabhängig und die HILBErTvektoren zeitunabhängig 
sind. Würde man die gleiche Frage in der Schröpineerdarstellung unter- 
suchen, so wäre dabei die Darstellung (751.3) für die Translationsgruppe 
zu verwenden. Nicht die Operatoren A bzw. H wären zeitabhängig, sondern 
die HILBERTvektoren Y der ScHhRönIneERrdarstellung, die bei einer infini- 
tesimalen Translation gemäß (751.3) in 


Yurö)=e rt y (18) 


überführt werden. Mehrere aufeinanderfolgende Translationen liefern 
entsprechend mehrere Exponentialfaktoren links neben Y, die sich aber 
wegen (17) zu einem einzigen zusammenfassen lassen. 


753 Eindimensionale Translationen des Orts 


Nunmehr werden die Translationen betrachtet, bei denen die x-Kompo- 
nente des Ortsvektorsin &— x + a überführt wird. Ihre Darstellung lautet 


9, =t=ı+a (1) 


_— [47 5-% und ist in Abb. 753 wiedergegeben. 
Neben dem Koordinatensystem x 


000... x1. wird ein transformiertes System & be- 


Di 0% trachtet, dessen Ursprung £ = 0 sich 
Abb. 753. Translation der x-Kompo- nach (1) bei = -a befindet. Auch 
nente des Ortsvektors die durch (1) definierten Ortstrans- 
lationen besitzen die Eigenschaften 

9,9% %arv %=1 %=09_. (2) 


einer algebraischen Gruppe. Die Aufgabe besteht hier wiederum darin, 
eine Darstellung dieser Gruppe der Ortstranslationen zu finden, die in der 
Form 

9,A=4A=A+654 (3) 
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alle Operatoren A eines physikalischen Systems gemeinsam in die zugehörigen 
transformierten Operatoren A überführen, die ihrerseits aus A und einem 
von der Translation ©, jeweils abhängigen (nicht notwendig infinitesimalen) 
Zusatzglied 6A bestehen. Bevor diese Aufgabe im nächsten Abschnitt 
angegriffen und gelöst wird, sind jedoch noch einige Fragen zu klären, die 
bei der Untersuchung der Translationen analytischer Funktionen auftreten. 


Rein analytische Ausdrücke wie x, x? oder allgemein f(x) transformie- 
ren sich bei Translationen wie (1): 


9) =r)=Fet+a). (4) 


Entsprechend (752.3 und 5) lassen sich diese Transformationen auch formal 
durch 

9,10) = 8278, Se ie (5) 
darstellen. 

Streng zu unterscheiden von solchen Ausdrücken wie f(x) sind Funk- 
tionen — wie zum Beispiel eine räumliche Dichteverteilung o(x) —, die 
bei der Translation (1) am alten Ort bleiben und lediglich in neuen Koor- 
dinaten dargestellt werden. Hier eliminiert man in o (x) die alte Koordinate x 
entsprechend (1) und bezeichnet die neu enstehende Funktion als 6: 


e)=eR—a)=ölh. (6) 

Bei der Translation ©, — der Index wird im folgenden wieder weg- 
gelassen — bleiben derartige Funktionen ungeändert, und es entsteht 

9e@=6lk)=o(«) (7) 


unter Verwendung von (6). 


Die Bedeutung der transformierten Funktion 9 soll an einem einfachen 
Beispiel geklärt werden. g (x — %,) sei eine in der Umgebung von x, konzen- 
trierte Massenverteilung. Die zugehörige transformierte Dichteverteilung 
ist dann nach (6) 


I@— 2%) = 0 la (+) =elr—%). (8) 


Sie unterscheidet sich von der ursprünglichen offenbar dadurch, daß der 
für diese Verteilung charakteristische Ort x, durch &,, den gleichen Ort im 
neuen Koordinatensystem, ersetzt wurde. 


Die Transformationsvorschriften (1) bzw. (4) und (7) sollen als Beispiel 
auf den Schwerpunkt 


s=[dxg(x)® [aze@)=1 (9) 


einer auf 1 normierten Massenverteilung angewendet werden. Für die 
Berechnung des transformierten Schwerpunkts entstehen zwei Möglich- 
keiten: Man kann erstens alle in (9) auftretenden Größen durch die ent- 
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sprechenden transformierten Größen ersetzen, einschließlich der Integra- 
tionsvariablen des Orts, deren Bezeichnung allerdings an sich willkürlich 
ist. Dabei entsteht 

9s=[dsg@W&=[dxel)(c+ a). (10) 
Im letzten Gleichheitszeichen ist (7) verwendet und & entsprechend (1) 
durch x-+a ersetzt. Die zweite Möglichkeit besteht darin, alle Größen bis 
auf die Integrationsvariablen zu transformieren. Das bedeutet für (9), 
lediglich o durch 9 zu ersetzen: 


95=[dxö()x—[dxe(—a)x. ıl) 


Der letzte Ausdruck in (11) entsteht durch Wiedereinführung von o ent- 
sprechend (6). Durch Übergang zu c—a als neuer Integrationsvariablen 
entsteht wiederum (10). In beiden Fällen (10) und (11) entsteht für den 
transformierten Schwerpunkt 

Os=5=s+a, (12) 
wie zu erwarten war. 


Erwartungswerte der elementaren Wellentheorie 
A= (9, Ay) =[dxp* (x) Alk) px) (13) 


lassen sich mit dem in (10) bzw. (11) transformierten Integral vergleichen. 
Hierbei übernehmen 9 und 9* die Rolle von go, und A(x) übernimmt die- 
jenige von f(x). In diesem Sinne muß der transformierte Erwartungswert 
aus (13) hervorgehen durch 


9(9, Ap)= (9, Alc+a) pP) = (p(r—a), Apylc—a)). (14) 


Beschreibt man die jeweils transformierten Funktionen durch (5) mit dem 
Differentialoperator 8, so gilt 


0 (9, AY) = (9, [S'A8]e) = ([Sp], ALSP]) (15) 


in gewisser Ähnlichkeit mit (751.2). Das letzte Gleichheitszeichen von (15) 
erhält man durch partielle Integration, nach der der Operator $”! erstens 
auf die links danebenstehende Funktion angewandt wird und zweitens das 
darin auftretende Symbol d/dx sein Vorzeichen wechselt. Dabei geht, wie 
in (15) wiedergegeben, S”! in S über. 

Dieser Formalismus reicht bereits aus, um für die elementare Wellen- 
theorie eine Darstellung der eindimensionalen Ortstranslationen auf- 


zufinden. Die allgemeinste in einer solchen Theorie auftretende physi- 
kalische Größe A ist vom Typ 


ö [) 
A=Alt, Ya ern du m) (16) 
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Bei einer infinitesimalen Translation mit a — öx geht (16) in 


(17) 


ö 
OA=Alm+öz, Yır 21, Lat ÖX, Ya, 29; 3 sie 

-A+ u -4+ [2 SH A| 

über. 5 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit der gesuchten allgemeinen Dar- 
stellung 


O4=S148=[(1+-0n)A[1 ön)=4+ [89 4l. (18) 


so folgt daraus der durch 


ön=sxP, P,=23 Pa pP,” (19) 
[} 


dargestellte, zu S gehörige hermitische Operator ön. P, wird als x-Kompo- 
nente des Gesamtimpulses bezeichnet und stellt die Erzeugende der Trans- 
lationsgruppe dar. P, setzt sich als Summe aus den Impulsoperatoren p,, der 
einzelnen Teilchen zusammen. Nach den Ausführungen von Abschnitt 751 
beschreibt also ön und mit ön zusammen P, eine Erhaltungsgröße des 
Systems, wenn der zugehörige HAmILTonoperator H den Translationen 
der x-Achse gegenüber invariant bleibt. 


754 Die dreidimensionale Translationsgruppe 


Bei einer dreidimensionalen Translation werden die Komponenten x, 
y und z des Ortsvektors r = xe,+ ye,-+ 2e, durch &+a,, y+4,, 2+4,, 
kurz durch r + a ersetzt. Jede Translation kann also durch 


Ot=r+ta d) 


beschrieben werden. Dies ist die einfachste Darstellung der Translations- 
gruppe, in der jede Translation eine Vektoraddition darstellt. Die Gruppen- 
eigenschaften 


9,9%= Gars 9-1 9'=0 -a (2) 


werden von den Translationen (1) erfüllt. Die Gruppe ist kommutativ, 
unendlich, infinitesimal und dreiparametrig. 


Eine Funktion f(t), die außer der direkten Abhängigkeit von r nicht 
weiter vom Ort abhängt, wird durch die Translation (1) in 


OfW)=fle+a) (3) 


transformiert. In Verallgemeinerung der zu (752.3 bis 7) gemachten Aus- 


führungen wird sie am zweckmäßigsten durch 
ö 


9=5-'f8 Se" (4) 
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dargestellt. Entsprechend (753.14) gilt für die Translation eines Erwartungs- 
werts der elementaren Wellenmechanik 


0 (9, Ay)= (9, Alc+ a)p) = (plr— a), Aplı—a)). (5) 


Zu diesen dreidimensionalen Translationen soll nunmehr eine Darstellung 
aufgesucht werden, die alle HILBERToperatoren A eines physikalischen 
Systems gemeinsam transformiert. Nach (751.1 und 4) muß diese Dar- 
stellung formal durch 

ı 
N 


OA=S!AS S=eH (6) 
beschrieben werden können. In Erweiterung von (753.19) wird für 7 der 


en n=aß BP Q) 


gemacht, mit B als demdiedreidimensionale Translationsgruppe erzeugenden 
Operator. Dieser Operator wird als Impuls ® des zugehörigen physikalischen 
Systems definiert. Für eine infinitesimale Translation um das Stück a = ör 
lauten die Gleichungen (6) und (7) 


OA=4+-7 18,4]. (8) 


Alle weiteren Eigenschaften von ®, insbesondere seine explizite Darstellung 
durch Eigenschaften des Systems, hängen von der speziellen Theorie ab 
und sollen im folgenden aufgesucht werden. 


Zunächst wird eine gequantelte Teilchentheorie betrachtet. Alle Operatoren 
dieser Theorie sind vom Typ 


h j 
A=4Aluft), td); - +, Pıld), Pal); =) [pr al= On, (9) 
mit 1;(t) und p;(t) als den kanonisch konjugierten Orten und Impulsen 


des ö-ten Teilchens, deren Komponenten den kanonischen Vertauschungs- 
relationen genügen. Die Translation © überführt (9) in 


OA=Alu+ör, w+öt,...., 25 Pas -- )- (10) 
Im einzelnen transformieren sich also die Orte tr, und die Impulse p; gemäß 
Oy,=1+ör O9p=p:- (11) 


Ersetzt man A in (8) durch r, bzw. p,, dann muß ® wegen (11) die Eigen- 
schaften 


Kr, u]= +4 6r KörB), 9]=0 (12) 


besitzen. Diese Bedingungen erfüllt in Verbindung mit den Vertauschungs- 
relationen in (9) nur der Ansatz 


T=2n. (13) 
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Man könnte diesen Ansatz höchstens noch um einen mit allen t, und p; ver- 
tauschbaren Summanden, also um eine Zahl erweitern, die aber völlig be- 
deutungslos wäre, da sie zu (8) wie auch zu (6) nichts beiträgt. 


Die gequantelte Wellentheorie enthält ihre Observablen in der Form 
f P 0) 
4 = dry (t. Fr) Y 


Ip y]= [pl y}J=0 y, yil=dhk—r). 


(14) 


In Verallgemeinerung von (5) muß man erwarten, daß die Transformation 
von (14) zu 


9A — [dr YIAlı + Ör) v=|dı yr--Ör) Aylr — dr) (15) 
führt. Entwickelt man den ersten Ausdruck von (15), so entsteht 
94=4+ör[dryr|Z-. Alv. (16) 
Wegen (8) muß also die Vertauschung von ® ak 4 
[811 [dtv] Zr A]v 17) 


liefern, was nach (742.9 und 12) durch den Ansatz 


“ ’ „ho 
Bjdeyi gr Y (18) 
erreicht wird. 
Dieses Ergebnis findet man durch folgende Überlegung bestätigt: Wie 
jeder Operator A in (8) sollten sich auch y und y! bei Translationen um 
or gemäß 


‚iör RRETDE WE 
9y=y+—- [BY] 9yt=yi+—- [PR yi)  (19) 


transformieren. Andererseits lassen sich diese transformierten Größen, wie 

man (15) entnimmt und wie in den Überlegungen von Abschnitt 753 ge- 
zeigt wurde, durch 

9y=yl-)=py—-szr 

(20) 

; öy! 

Oyi=ytlr-— ör) = yt— Ör eu 


darstellen. Beim Vergleich der Formeln (19) und (20) aber entstehen die 
Gleichungen 


ö i Oy! i a ; 
ie eu 


Setzt man nun den speziellen Ausdruck ® von (18) in diese Gleichungen 
ein und verwendet die Vertauschungsrelationen in (14), so zeigt sich, daß 
(21) identisch erfüllt wird. 
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Ist der Hamıvroxoperator H des jeweils betrachteten Systems invariant 
gegenüber Translationen, so gilt 


0,H=H [Z, S.J=0; (21) 


und weil P= ®(S,) in (6) und (7) nur vom zugehörigen Operator S, 
abhängt, folgt daraus für die Zeitabhängigkeit 


BE, BS0j=0. (22) 


Der Impuls ® ist unter der Voraussetzung (21) also eine Erhaltungsgröße. 


755 Die dreidimensionale Drehgruppe 


Auch die Gesamtheit aller Drehungen des Raums bildet wiederum eine 
Gruppe, deren Darstellung allerdings etwas komplizierter ist als die der 
Translationsgruppen, weil aufeinanderfolgende Drehungen nicht mit- 
einander vertauschbar sind. Die Drehgruppe ist wie die Translationsgruppe 
dreidimensional, infinitesimal, unendlich und dreiparametrig, aber nicht 
kommutativ. Es empfiehlt sich wegen der letzteren Eigenschaft, nur infini- 
tesimale Drehungen zu untersuchen, zumal diese Drehungen bereits zur 
Auffindung der zugehörigen Erhaltungsgrößen ausreichen. Der Ortsvektor t 
wird durch eine infinitesimale Drehung ® in 


Pen 
dr=rtöpx: d=1+D(ög) (1) 
überführt. Eine hinsichtlich des Orts nur von r abhängige Funktion (rt) 
wird dabei in 
ze Fa \ 
= rle+dPxı=f+dg[ex Zr) / 2) 


überführt. 


Bei zwei aufeinanderfolgenden Drehungen 9,0, wird zunächst um d, 
gemäß (1) gedreht, anschließend operiert ©, auf r. Dabei ist öp, konstant 
—— 
zu halten (die Drehungen 69,, 69, sind raumfest vorgeschrieben!). Es 
entsteht daher 


dreht tim xXr +d9, X lt +59 x x) 


(3) 


— — |; —— 
dr = It + 691 X 3) +69 x \t+ 69, X \), 


— — 
je nachdem, ob man erst um ög, und dann um ög,dreht oder umgekehrt. 
Die spezielle Darstellung (3) zeigt, daß aufeinanderfolgende Drehungen in 
zweiter Ordnung nicht miteinander vertauschbar sind. Andererseits können 
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die Operatoren d—=1--D in (3) durch die Operatoren D ausgedrückt 

werden: SEHR AEeR 
= iD] DR] 
9 dı,= ı +D(öp)] 1 +D(89,)] ö 


Multipliziert man die in (3) und (4) rechts stehenden Ausdrücke aus und 
berücksichtigt die allgemeine Vektorformel 


(4) 


—— 
59x (x) + mx (ex dm)+rx px dm) =0, (8) 
so liefert der Vergleich von (3) und (4) für die Vertauschung von d, und 9, 


9, 912 dl), DlöR.: 
—- — _— _— 
= 09m x (öpı x ı)— 891% (9x 1) (6) 
—(öpı x 59) x ı=—D(öpı x ög,)t. 
Die Operatoren D genügen also der Vertauschungsrelation 
Dir), Diem)]=—Dlöp: x dm). m 


Bei Drehungen um zueinander senkrechte Richtungen wird z. B. mit 


— — ——-+ 
69 = Me 69:= 09,69, also 69, X6m=6p,e, aus 


(7) 
[D,; D,)=-—D.,. (8) 


Weitere Beziehungen erhält man durch zyklische Vertauschungen von 
x,y,2in (7). 


Da die Beziehungen zwischen den Elementen einer Gruppe unabhängig 
von der speziell gewählten Darstellung sein müssen, ist zu erwarten, daß 
die in der einfachen Darstellung (1) gefundenen Relationen (7) und (8) 
auch in jeder anderen Darstellung der Gruppe erhalten bleiben. Während 
in der : Darstellung (1) der Operator D lediglich die Vorschrift bedeutet, 


t mit dp wekvanell zu multiplizieren, bedeutet D(69) in (2) den Operator 


D(59) = Rt (t.x 9/Or), der — wie man sich leicht selbst überzeugt — wirk- 
lich den Vertauschungsrelationen (7) und (8) genügt. 


Bei diesen Überlegungen ist der von der Gruppentheorie her bekannte 
Isomorphiesatz benutzt. Er sagt aus, daß zwei algebraische Gruppen ® 
und ® zueinander isomorph sind, wenn die Elemente a, b, c, .... und 
a,b’,c’, ... sich einander eineindeutig zuordnen lassen und jedes Pro- 
dukt ab=c in a’b’ = c’ übergeht. Der Begriff Isomorphie bedeutet dann, 


30 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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daß alle Aussagen und mathematischen Sätze, die in der Gruppe © gelten, 
in der Gruppe ® ebenfalls gelten. In diesem Sinne beschreiben die Dar- 
stellungen (1) und (2) der Drehungen zwei an sich verschiedene, aber zu- 
einander isomorphe Gruppen, deren Elemente wegen der Isomorphie hier 
nicht einmal voneinander verschieden bezeichnet wurden. Gelingt es, eine 
Darstellung der infinitesimalen Drehgruppe aufzufinden, die alle hermi- 
tischen Operatoren eines physikalischen Systems gemeinsam transformiert, 


so müssen auch von den dabei auftretenden Größen D(89) wiederum die 
Vertauschungsrelationen (7) und (8) erfüllt werden. 


Die hermitischen Operatoren A eines physikalischen Systems werden wie 
bei allen anderen 'Transformationen gemäß 


i 
BA=S-1AS Set 91-99 0 


transformiert. Für infinitesinale Drehungen gilt also 
89 
Bed = [8,41. (10) 


Aus Gründen der Isomorphie müssen die in (9) auftretenden Größen N 
bis auf den zu berücksichtigenden Faktor i/h die Vertauschungsrelationen 
(7) und (8) erfüllen. In (9) ist mit \ der Operator des Drehimpulses als 
erzeugender Operator der infinitesimalen Drehgruppe definiert. Seine 
Komponenten müssen wegen (8) der een 


[82 3] = (1) 


genügen. Obwohl der Drehimpuls 5 in den ve rschiedenen phy Sikalisehen 
Systemen die verschiedensten Formen und Eigenschaften besitzen mag 
müssen seine Komponenten die Vertauschungen (11) in jedem Falle a 
folgen. 


Im Rahmen einer gequantelten Wellentheorie wird für S der Ansatz 
3=[drytiy j=1+3 (12) 


gemacht mit j, 1, $ als noch zu bestimmenden Größen. Ersetzt man 4 
in (10) zum Beispiel durch y, so muß wegen (12) und der kanonischen 
Vertauschungen für y 


9p=y+ tg, y)- 1-38 4: a)» 13) 


gelten. Ist y ein einkomponentiger skalarer Wellenoperator, so ergibt seine 
Transformation vergleichsweise mit (754.19) 


dy=ylr— og xı)= y— dp lex 55) V (14) 
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und mit 3 = 0 folgt aus (13) und (14) 
en (15) 
für den Operator des Bahndrehimpulses. 


Die Zusatzgröße s tritt nur dann auf, wenn der Wellenoperator W mehrere 
Komponenten W, besitzt und diese Komponenten durch die Drehung 
beeinflußt werden. In diesem Falle wird der transformierte Wellenoperator 
allgemein durch 


— ö —> 4 
vw dp lt x Fr) 9 892 Sea’ Ya (16) 


beschrieben. Die zugehörige Transformationsmatrix 3,,. wird als der Spin- 
operator des Drehimpulses bezeichnet. Da wegen (742.13) die Vertauschungs- 
relationen (11) auch für j gelten und da ferner die Komponenten von [ mit 
denen von 3 vertauschbar sind (3,, ist eine Matrix mit konstanten Ele- 
menten), genügen die Komponenten von [ und 3 für sich entsprechenden 
Vertauschungsrelationen. Daraus folgt, daß die Eigenwerte des Spinopera- 
tors wie die jeder anderen Drehimpulsgröße auch die Form 5?— 7? s(s-+1) 
haben, mit positiven ganz- oder halbzahligen Werten für s. Ist y skalar, 
so wird s= 0. Ist y ein „Spinor“ wie in der zweikomponentigen PAUTLI- 
gleichung oder in der vierkomponentigen, relativistischen DirAcgleichung, 
so ist s= 1/2. Besitzt » Vektorcharakter, so ist s=1 wie zum Beispiel 
bei Lichtquanten. In der Gravitationstheorie, wo die Komponenten der 
Wellengröße einen symmetrischen Tensor bilden, ist s = 2. 


Bei Invarianz des Hamitroxoperators gegenüber Drehungen gilt 


$=-+[H, gj=0 wenn ®H=H. (17) 


Der Drehimpuls % ist dann eine Erhaltungsgröße. 
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Lösungen zu den Übungsaufgaben 


11.1. 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich ein bestimmtes Molekül in v 
befindet, ist a= v/V. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich ein 
bestimmtes Molekül im Restvolumen befindet, it b=1-.a 
=(V — v)/V. Demnach ist a"bY-” die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
sich n bestimmte Moleküle in vo und (N —n) in (V — v) aufhalten. 
Es gibt N!/n!(N — n)! verschiedene Verteilungen, bei denen sich n 
beliebige Moleküle in v befinden, also ist 


N! n4Nän—| N 2 
Vn)= am“ bN "= („)aro" n 


FW(n) = 32) ar" (a+b" = 1 =1. 


= N ö N 
n=nWmn)=az, 3 Win=Na(a+ by" '=Na. 


Nn=0 
=Na(a-+b)N-"+N(N—1)a’(a-+ 5)? 
—=Na+N(N-)a@®=NaNa+b)=n(n-+b). 

(An = mn n?=n—"”—-Nab=nl—a)en für a<l. 
Für die relative Abweichung folgt: An/n = Yn/ n=]1/ yn . Setzt sich 
eine gemessene Größe M aus n Einzelgrößen m zusammen, so ergibt 
sich mit AM=mAn und M= "rm: AM/M =1/Yn, also die For- 
mel (113.5). Diese Formel gilt für jede Art zufälliger Schwankungen, 
auch für zufällige Meßfehler. Hier ist n lediglich durch die Zahl der 
durchgeführten Messungen zu ersetzen. 


. Die Anwendung der Srirtineschen Formel auf W(n) von Auf- 


gabe 11.1 ergibt 


voa-() (yo) " en 


und führt mitv=n—- n=n-— Na auf 


1 N 1 1 
We In Vor n [ Nat Nb-, 
Von ! Na+v)(Nb-») v » \ m 
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Unter der Wurzel kann » vernachlässigt werden. Für die Größen 
der Form ®=(1-+.«/ß)*"? kann im Falle «<ß genähert 
D= exp(—a — a?/2ß) gesetzt werden, denn es gilt 


nd=@+Anl1+5)= + (Ft Set 


Setzt man die entsprechenden Werte für « und ß ein, so wird 


2 ya 
v Nav 1-35 ( BERN Notar #755 
(1457) zu I = 
1 = NE, 1 -5 TH 
W (n) » ———e = 


V2rnNab Verany 
11.4. Nach dem Gleichverteilungssatz entfällt auf den Freiheitsgrad der 
vorliegenden Schwingung die Energie E,, =kT/2. Für kleine Ampli- 
tuden ist bekanntlich By = Eyotı = D’p2]2, also kAT=2E a=Dy. 
Damit ergibt sich für die Losoumiprsche Zahl L= R/k= RT/Dy?. 
11.5. Die Beziehung zwischen Streuwinkel 9 und dichtestem Abstand 5 

vom Streuzentrum ergibt sich mit den Gleichungen (116.4 und 9) 

2 ® a ak a? 
a B-2ob' 

Nach der Aufgabenstellung ist tg?9/2=1, also wird mit (116.10) 


a. 5\,_241-Ze 2,41.79.9.10°Vm-1,6-10-1° As _ ua 
b=(1+Y2)x= Fern aragT =0,7.10-!:m. 


12.1. Die Feldstärke hat die Dimension [9] = [Stromstärke/Länge] 
= [Ladung/Zeit x Länge] kann also durch |e|v,/a2 ersetzt werden: 
SER... VORN), »... REIN. ABB 3.1038 Vsm. 


jeıv/a Telvy miele? 


3 hat die Dimension [B] = [Kraft/Stromstärke x Länge] 
= [Energie/Stromstärke x (Länge)?], kann also durch (e?/a,)/|e|v,a, 
ersetzt werden: 
En e?/a, 

BETTan)fie 10,0, 
Die Ausdrücke für #’ und u unterscheiden sich um einen Faktor 
4n/137? u, 10°Am/Vs, u,= 4n-10°7”Vs/Am. u unterscheidet sich 
von dem in der Atomphysik wichtigeren BoH&schen Magneton 
u, |el%/2m = 1,165-10°%Vsm um einen Faktor us/2. 


12.2. Aus (125.12) ergibt sich mit (125.14) n(v)do=9N w?dw/o},, 
woraus für die mittlere Frequenz w,„, 


= DE ELLE, .10°* Am? 


Ogr 
f or(o)do 
=? =—- o 


Ogr 4 gr 
[rw au ; 
ö 
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12.3. 


13.2. 


Lösungen zu den Übungsaufgaben 
folgt. Der Mittelungsfaktor für die Nullpunktsenergie ist der gleiche, 
da E,» w: E,=3N ho,/2 = (9/8) Nhoyr- 


Die mittleren Schallgeschwindigkeiten c, berechnen sich nach 
Formel (125.11). Aus (125.14) erhält man mit N/V=Lg 


ve 3,— 
SHIT Ve. 


h 
Die DEBYE-Temperatur ergibt sich aus = Cm: 


| am | ont | erK) | 0°] 
Pb 797 1,00 - 1013 76 88 
Cu 2540 4,35 - 1013 332 315 
Fe 3600 6,15: 1018 10 | 49 


Zum Vergleich sind die experimentellen DEBYE-Temperaturen an- 
gegeben. Die Erfahrung, daß Eisen härter ist als Kupfer, dieses härter 
als Blei, kommt in den verschieden hohen Oszillatorfrequenzen wo, 
zum Ausdruck. Hohe Frequenzen entsprechen großen Bindungskräften 
und damit fest gebundenen Atomen, also harten Körpern. 


. Nach (132.8) ergibt sich für die Wellenlängenänderung bei ver- 


schiedenen Winkeln: 


dfgrad] | 0 | 30 | w |» | 120 | 150 | 180 
Arfhfm) | 0 | |05 | ı Js |1er| > 
ZA/(h/me) Die relative Wellenlängenänderung 
u bei d=n beträgt: 
\ Va 3 | Aka)jA 
N TEASER tern, AH 
e & Sichtbares Licht 500 0,001 % 
Graphische Darstellung z Zr rn . " Eu 100 Ss 
AA/(k/mc) für verschie- Rönrsenlicht >” % 
dene Streuwinkel y-Strahlen 50 XE 100% 


Die Rechnung von Abschnitt 132 gilt unter der Voraussetzung, daß 
die Photonenenergie io groß gegen die Bindungsenergie E, der 
Elektronen ist. io beträgt für die in Aufgabe 13.1 angegebenen 
Wellenlängen bei sichtbarem Licht 2,5eV, bei Rönrteznlicht 
2,5.10*eV, bei y-Strahlen 2,5-10%°eV. Dadurch erklärt sich: 

a) Bei sichtbarem Licht tritt kein CompTonefiekt auf, weiliw<E, 
ist, selbst bei schwach gebundenen Elektronen. Außerdem wäre 
(selbst bei freien Elektronen) die relative Wellenlängenänderung 
AA/A viel zu klein. 

b) Für y- und Röntgenstrahlen ist die Voraussetzung der Rechnung, 
ho> E,, bei schwach gebundenen Elektronen erfüllt. 


14.1. 


14.2. 


14.3. 
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c) Bei Atomen mit höherer Ordnungszahl treten zusätzlich un- 
verschobene Linien auf, weildasPhoton weniger mit einem Elektron, 
vielmehr mit dem ganzen Atom in Wechselwirkung tritt. Die 
Energie des Photons wird beim Stoß mit dem Atom nicht geändert, 
da das Atom als unendlich schwer betrachtet werden kann. Die 
Wellenlänge des Lichts bleibt konstant. 


Aus der Quantenbedingung AJ=h folgt AJ=2aAp=h, 
Ap=h/2a. Daraus ergibt sich mit der Annahme p, = E, = 0 für 
die Impuls- und Energiezustände 


h 
M=iy," 
=s m _ h2 2 
En= Im Sam" 
n=0,1,2,.... 


Als kanonische Variable dienen 
kartesische Koordinaten und ge- 
wöhnliche Impulse in Richtung 
der Kanten des Kastens. Den 
verallgemeinerten Quantenbedingungen entsprechend gelten die 
Überlegungen von 14.1 für jede der drei Komponenten von 
P= 926,4 Dy ey+P;t, einzeln, also p,= +hn,/2a, p,=+hn,[2b, 
2,—= + hn,]2c 


2 h2 n? 2 n? 
= ( a )) N ,=0,1,2,.... 


Unter mittlerer Zustandsdichte im Phasenraum ist die mittlere 
Zahl der Zustände pro Phasenvolumen VYdp=abedp,dp,dp, zu 
verstehen. Für eine Dimension hat das mittlere Phasenvolumen 
eines Zustands die Größe h, für drei Dimensionen entsprechend A°. 
Im Phasenvolumen Vdp befinden sich daher Vdyp/h? Zustände, und 
Jie mittlere Zustandsdichte beträgt also h’®. 


Für c— oo (Bewegung in einer Röhre mit Rechteckquerschnitt) 
geht das Spektrum der Impulswerte von ?, in ein Kontinuum über. 
Die verschiedenen endlichen Werte von p, entsprechen n, — x. 


Der Energiesatz lautet: 


4 V@)=E ?()=+V2m(E—V (e)). 


Die Umkehrpunkte sind durch p(&,)=P(&,)=0, E=-V (x,)=T7 (x,) 
definiert und hängen von der Energie E ab (s. Abb.). Für die Um- 
laufszeit ergibt sich 


1 m 
r-da-$-L, dx DE. 
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14.4. 
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% 
Mit dem Phasenintegral „= dpa) d«=2 f p(x) dx liefert die Diffe- 
rentiation nach der Energie a 


dJ d d 
5 ( Pla) — EP (a) 
+[ “) 
m m 
2 Ginte Ör 


Ergebnis: T=27/w=dJ/dE. 
Die Quantenbedingung beim 
harmonischen Oszillator lautet 
AJ=h=2nh=2nAEjo; in 
diesem Fall gilt also T=AJ/AE. 


a) Aus (143.1) erhält man 


2 £> 
o,= W=— 0 
"mai nn 70 
mei 
= | ma 1 


=2R=4,15- 10 sr. 


F,„ 
b) Holel 7 = Molel gun. 7 
nn 'eıh ' ! 
=fo mrT 


Im arg beträgt das magnetische Dipolmoment gerade 
ein BoHRsches Magneton. 


. Die Strecke zwischen a und K beträgt 


s-üe=[ür Yı+y'?-+2°. 
Die Bstremwertbedingung für S lautet 68 =0, also 


en vERNP+ + EP Viry?rzi]=0. 


Mit ya.) = öy(%,) = d2(&,) = 62(8,)=0 folgt durch Entwicklung 
der in und partielle Integration: 


68 = [ar von’ Hör) _ -| (&y+öz 12 _ rn öy 
Viryerar Vıry®2+ 72 1 dx Vil+y’?+2'2 
1 


2 
d 2* 
eek 
1 


22.1. 


22.2. 
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Da öy und öz beliebig gewählt werden können, muß y’/Yl + y®-+ 2 


—=konst und #/Jl+y’"?-+-z2’?=konst gelten. Daraus folgt y” = 0, 
2’ =0. Die zweiten Ableitungen verschwinden. Die kürzeste Ver- 


bindung ist also die Gerade. 


. Rn sei die Kraft vom Teilchen n auf das Teilchen m. Nach Voraus- 


setzung ist un = — Rum: Da die Kräfte parallel zur Verbindungs- 
linie wirken, gilt unabhängig vom Koordinatenursprung 


ImxX mn t+ m X Anm (im— In) X Amn= 0. 


Die Drehmomente heben sich paarweise auf, es gilt also 2 xXn=0. 
Nach (212.7) ist daher &= 0. 


Die vom Elektron abgestrahlte Leistung beträgt nach (221.2) 


902 
7-55 0fa()? 
Nach (143.1 und 2) gilt E= -e?/2a, w®=e’/ma°?. Dies in die 
Strahlungsformel eingesetzt, ergibt 
da 4 e: \2 1 4 /7,\2 
n--Tele) Pr c(®) ? 
wo r,=2,8.10°1°m den klassischen Elektronenradius bedeutet. 
Integration von a, = 0,5. 10°!%m bis a = 0 liefert für die Lebens- 
dauer 7= (a,/r,)’a,/4c #10"!s. Bei der Anwendung der Strahlungs- 
formel wurde allerdings vorausgesetzt, daß sich das Elektron wenig- 
stens genähert auf Kreisbahnen bewegt, das heißt, die Änderungs- 
geschwindigkeit |@| des Bahnradius sollte klein gegen die Bahn- 
geschwindigkeit wa sein: |a| <wa, oder (r,/a) <aw/c= Yr,/a, d.h. 
a>r, Da a,>r,, verursacht die Integration bis @=0 keinen 
großen Fehler. 


Im symmetrischen Potential V(q)= V(—-g) gilt für die Orts- 
koordinate eines Teilchens g(t)=—q(t-+T/2), mit T' als der Um- 
laufsperiode, oder als FOURIERreihe geschrieben 


b T 
Sg m Eee (e + 5) =) en N ne EN 
r r r T 
Soll diese Beziehung für beliebiges t gelten, muß 


,=0 für r=0, +2, +4, ... (1) 


sein. In der Fovrikrreihe treten also nur die ungeradzahligen Viel- 
fachen der Grundfrequenz w auf. Mit (224.5) erwartet man im Sinne 
des Korrespondenzprinzips, daß auch nn =0 ist für m—n=r 
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23.2. Mit A= (2 
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=0,+2,+4,..., daß also die Übergänge mm +2, m+4,... 
verboten sind, ein Ergebnis, das in Übungsaufgabe 34.3 wellen- 
mechanisch exakt abgeleitet wird. 


Setzt man für Impuls, Kraft und Potential FouRIERreihen an und 
berücksichtigt p=mdg, K=p und E=p?/2m+V, so findet man 


leicht 1 
u r=0 
9,=Mgiro K,=p,iro V,= n : für 
— gm ZPr-sPs r#0. 
Für symmetrisches Potential folgt wegen (1) 
9=K,=0 für r=0, +2, +4, ..: 
vV,=0 für r=+1,43, +5, ..: 
Korrespondenzmäßig erwartet man, daß die entsprechenden Matrix- 


elemente Pan; Kmn: Ymn verschwinden. Auch das wird in Auf- 
gabe 34.3 bestätigt. 


. Ansatz für die Transformationen: 


2’ = B1%’+ Bıoy’ X = Ayır+ Ay "= (,,%4 012% 
y'= By@ + Baoy’ y'= Azı% + Assy Y'=Cy% + Osy. 
Setzt man x’, y’ in die Gleichungen für x”, y’’ ein, so ergibt sich 


x" = (B1A1ı+ Bi2Ası) ®+ (BarAı2+ Bi2A22)Yy 
y"= (Ba Aıı+ BeeAsı) + (BaıA1a+ Bea) Y- 


Unter Benutzung der Matrizenmultiplikationen lautet das Ergebnis 
einfach 


v=4Ar t”=Br’=B(Ar)=Ct C=BA ı=(})- 
Für 1? = r” stellt die Transformation eine Drehung dar. Es ist dann 
x’2-+ y’?= x?-+ y? oder in Matrizenschreibweise !{Y’=r!4!Ar=trfr. 
Für beliebige r bedeutet das: ATA=1, also A!=4"!. Wegen 
AB] =] A] I@I| Slst daran |A1A]=]Ar]]Al=lalr-ı. 
Weiter gilt noch unter dieser Voraussetzung 


a | As 
4,+412 Ar +4=1 |Al|= > Fri 


z) und 4!= ( . 2 gilt definitionsgemäß 


ee zy an ay+bu\ /10 
(2 ae — \exr+dz alos): 


23.3. 
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Die Auflösung dieses Gleichungssystems liefert 


d b c a 
= Ta ya gr rt 


Dabei bedeutet || A|] die Determinante der Matrix A. Die inverse 
Matrix at d = 

IAl\-e « 
existiert also nur, falls || A|| # 0. 


Aus AAt=1 folgt 
a) durch Übergang von AA! = 1 zur hermitisch konjugierten Glei- 
chung (A’})'At=1 nach Rechtsmultiplikation mit (At)! 
Adyt=(Aytı=(Ah, 
b) durch formale Differentiation 


da! 


d AR eg 
a MAI AHA 


=(, 


also nach Linksmultiplikation mit A! schließlich 


dat dA ‚_ı 
ae De 
_ i 7 __0g 
Jap Tind-iI-z 
FR FE ig h 
H=g: ar l=Hlpa—an)atawa-an)-HlTatez] 
0q° 
a ae 7 


H=p,p*: Beweis ganz entsprechend, nur p und q vertauscht. 


b) Die zu q inverse Matrix q** ist durch qq = q’!g=1 definiert; 
entsprechend wird q°* definiert: 9"q"=q""g"=1. Damit gilt 
auch (('Yr=q”. 


H=g': In g)=; (rapg'—g rag") 
=-; BT) =-1’-T,- 
; i 
H=g*: — Ip g?]= 4; we? -g'rg) +" pg'—g°p)) 


=; {p, lH, = —2q° 
%g"? 

re 

H=p!,»°?: Beweis entsprechend, nur p und g vertauscht. 
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Aus [», H,]= hOH,/iög folgt (für k=1, 2) mit der Summen- und 
Produktenregel (233.11) 


2) In. Bu = ps Ba] 1 (te) 


AR h OH, +H, 
m 
h(OH oH 
) [pr ABl= Ip, AE+ Hilo, Bl= (7, Hı+ Hg) 
_h OH,H, 
0 ° 
und allgemein für k=1,2,...,% 
OyH, 
5a _iydHh,_ hi 
b) [p, IIHJ=2H, ... Hr-ılp, HılArıı ... Hu 
. öIIH, 
t x 


=; IH. Äh, u * Hırı --- Hn= 


Entsprechendes gilt für die Vertauschung mit q. 

Aus [p, q]= Ah/i folgt mit den Ergebnissen von 23.4 und 23.5b) 
a) für Hr= q: [p, g"]= hög"jiög, 

b) für H,=q!: [p, g°"]= hög "jiog. 

Entsprechendes gilt für H= p", p" 


c) Damit folgt aus 23.53) und b) schließlich die Gültigkeit der Glei- 
chungen (233.9) für = %c,„p"q” mit positivem oder negativem 
ganzzahligen 2 und m. 

Zunächst allgemeiner erscheinende Potenzreihenansätze Le, ,,p'gFp'... 


können mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (233.14) in Ic, P"q" 
überführt werden. 


23.7. Aus [H, A,]= hdA,lidt folgt wie in Aufgabe 23.5 


[A, A,+4,]=[H, A,l+ 1A, 4,]= : Kar +2 = - re 


da 
[E, AA] = [H, AlAs+ Al, A) (AA 


Da die Bewegungsgleichungen (233.5) für A=g und A=p erfüllt 
sind, schließt man aus diesen Regeln für Summen und Produkte 
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wie in Aufgabe 23.6 auf die RE von (233.5) für 
A=Leymp"g". 


. Mit dem Ansatz (243.8) schreibt man [a, a!] in Komponenten: 


ur er ” 
N ön, nj-1 Yn; Öny, 1-17 Önyne -ı me” On, N%- ıVnyei} 
; 
= dm, (m + 1) — On, m = On, m = Öik- 


Der Ausdruck (243.8) befriedigt also die Vertauschungsrelation 
[a, af] =1. 


24.2. Mit n,;= Sa,sa,; lauten die Diagonalelemente der Vertauschungs- 
k 


24.3. 


24.4. 


relation [e, a']=1 


3a 2a — ara) = la m—1 n+1=zaıt. 


Daraus folgt, daß es zu jedem nicht negativen Wert n; mindestens 
einen von Null verschiedenen Wert a;; geben muß. In der i-ten Zeile 
der Matrix a gibt es also sicher ein von Null verschiedenes Element. 
Nach (243.5) bedeutet das, daß es unter den Diagonalelementen von N 
einen Wert n, gibt, der um eins größer als n, ist. 


Die Substitution x — x, = q führt auf das in Abschnitt 242 und 243 
behandelte Problem und damit auf dieselben Energieeigenwerte E,, 
sowie auf dieselben Orts- und Impulsmatrizen q und p. Die Er- 
wartungswerte von x und x? sind mit g=0 


&=g+2,1=2, 2et+2g tet: 


Das mittlere Schwankungsquadrat des . 
(Aı?=-R—-#=-Q- en (1-+2n) 


ist also von x, unabhängig. 


Die bei einem Übergang m — n ausgestrahlte Leistung beträgt all- 
gemein Nyn = AomnYmn: Speziell beim harmonischen Oszillator gilt 


mit (243.11) 
ee 2? 
Nam Oma 35 Mön,m-1: 


Ist Z die Gesamtzahl der Oszillatoren, so ist im Gleichgewicht 
-En/kT 


ea. B,=ho(n+,) 
Je Bulk? 2 
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die Zahl der Oszillatoren im Energiezustand E,„. Die gesamte 
Strahlungsleistung beträgt daher 


N=3ZuNnn=& ZurıNarı, n 
m,n n 


oo 


Ein -+-1) eErsı ET 
ee 20° n-0 
= Zho 5 
m,c® 3c Ze EnkT 
n=0 
E& 2? 1 
= ET aaa 


etT_ı 
Die Auswertung der Summen erfolgt analog (123.4). 


Die ebene Welle y » exp(-iwt + ik) liefert, in die SCHRÖDINGER- 
gleichung (312.8) eingesetzt, für den Zusammenhang von Frequenz w 
und Wellenzahl k: kw(k) = h?k?/2m-+-V,. Daraus ergeben sich 
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit: 


we Ak, ._ do _ hk_P_ 
Im mn The ir a ra 
Die physikalisch bedeutungslose Phasengeschwindigkeit hängt also 
von der willkürlichen und ebenfalls bedeutungslosen Potentialkon- 
stanten V, ab. Im Falle V,=0 ist übrigens v,,= v„/2. 


. Für die zeitliche Änderung des Schwerpunkts ist nach (314.3) die 


Vertauschung von r mit H=mp?/2, mit v=(p—eW)/m als Ge- 
schwindigkeitsoperator, maßgebend: 


»[0, 1]=m{o[o), 1] —[t, (010) = (fo), 1), W])=24. 


Dabei ist X als reine Ortsfunktion mit r vertauschbar. Es gilt also 
t=b. Die für die zweite Zeitableitung von T benötigte Vertauschung 
von H und würde verschwinden, wären die einzelnen Komponenten 
von d miteinander vertauschbar. Tatsächlich gilt aber z. B. 


h 104, 0A, 
m’ [v,, yl=-e{lp,; A,J—1[A,, 71 ; e( dx dy 


h 
= — eB,. 


Entsprechende Gleichungen erhält man durch zyklische Vertau- 
schung von &, y, 2. Damit wird 


m>[0, 0,]= m2{(v[p), 2] Ip, (0) = teW x BB x d).- 


ak 


33.1. 
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Für die mar ergibt sich also endgültig 
m=md=(xB—-BxD). 


Ausführlich wird die Bewegung im Magnetfeld in Kapitel 45 be- 
handelt. 


6(2— s(t))dx ist die Wahrscheinlichkeit dafür, ein Teilchen, das sich 
auf der Bahn x = s(t) bewegt, zur Zeit t am Ort x im Intervall dx an- 
zutreffen. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit w,; (x) dx für eine 
beliebige Zeit geht aus diesem Ausdruck durch Zeitmittelung hervor. 
Bei gebundenen Teilchen wird über einen Bahnumlauf 7 gemittelt: 


BEE zit __2 
wre) = d(®—s(t)) 4 jay Go] To‘ 


Dabei befindet sich das Teilchen zu den Zeiten 5, =t,,t, bei x mit 
den Geschwindigkeiten s, =— 5,, deren Betrag v bei gegebener Ener- 
gie Eim PotentialV (x) nur vom Ort abhängt: v(x)= Y2(E — V (x))/m. 
Der Mittelwert des Orts ist natürlich gleich dem entsprechenden, 
Zeitmittelwert über einen Bahnumlauf: 


ü 2d d 
3=/[dewle)e= RTe) -Q 2 x(t). 


Speziellbeim harmonischen Oszillator gilt V (x) = mw?x?/2, = 2n/T. 
Mit den durch E= V(&;) definierten Umkehrpunkten x, = —x_ er- 
gibt sich wy,(2) = 1/r Vera. Die Dichte der Alfenthältsiahr- 
scheinlichkeit w;,;(&) wird an den Umkehrpunkten (Geschwindigkeit 
Null) unendlich und hat für = 0 (maximale Geschwindigkeit) ein 
Minimum (siehe auch Abb. 332.1 und 342.1). 


2. Potential und Lösung der ScCHRÖDINGERgleichung lauten 


Vo 9= Aye**”-+ Bje”** x <—a 
Vea)=!Vo—V, 92= Ascoskx + B,;sinkx :|<a 
Vs Y= Age*”*-+ Bye”** x>a, 


mit den Abkürzungen 
»=+ Ym(Vo—B) k=+ Vom(B-VotV,). 


Zu fordern sind die Stetigkeit von p und 9’ an den Sprungstellen des 
Potentials sowie die Normierung. Damit eine Normierung möglich 
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ist, muß B, = A,=0 sein. Die Anschlußbedingungen für = + a 


lauten: 
9a) = 92(—a) A,e*= A,coska— B,sinka 
Y1(—a) = pa (—a) x» A, e”"=kA,sinka+kB,coska 
Pla) =P;(a) Bze*"—= A,coska+ B,sinka 
92(a) =9s(a) xB,e**—=kA,sinka— kB,coska. 


Damit diese Glei- 
chungen miteinan- 
der verträglich sind, 
muß 


tg2ka- 2x. k/(k?_22) 


gelten. Diese Bezie- 
hung wird erfüllt 
durch tgka= x/k 
bzw. —k/x. Daraus 
folgen für die Ko- 
effizienten A und B 
einfache Gleichun- 
gen: 


era 


tgka=-—: B=0 A,=B; Ay Ay she 
P-m)=+ pt) 


k re 
tgka=— .: A,=0 A=—B; B=—A cz 


P—)=—pyrR). 


Die Wellenfunktionen sind also in bezug auf den 
Punkt x = 0 symmetrisch oder antisymmetrisch. Der 
Grundzustand ist knotenfrei, daher symmetrisch. Mit 
wachsendem k bzw. E folgen abwechselnd symme- 
trische und antisymmetrische Zustände aufeinander. 
Die Eigenwertbedingungen für k bzw. E können zum 
Beispiel graphisch gelöst werden (siehe Abb.). Man sieht, daß es 
im endlich tiefen Rechteckpotential nur endlich viele gebundene 
Zustände gibt, je nachdem wie tief und breit die Potentialmulde 
ist. Für (n —- 1)n/2<x,a<nn/2 ist n die Zahl der gebundenen Zu- 
stände. Die Normierungsbedingung führt auf 


1 [de 9’9= 4A} ee (145) (a+ z)- 
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33.3. &) Im Grenzfall a —0 


3] 


b) 


2m 


Vo=konst Y), 9 > © = 


ii = ax? = konst 


gibt es wegen ax, — 0 höchstens einen gebundenen (symmetrischen) 
Zustand (siehe Abb.). Wenn E (und damit auch x) endlich bleiben 
soll, muß auch % unendlich werden: 


E, x = konst k—o 
ak=ans. 
Wegen ka— 0 kann in der Eigen- 


wertbedingung tg ka == ka gesetzt 
werden: 


ka=-- 


2m 
a=ag=aV=xr. 


p%) 
Aus der Normierungsbedingung 
wird A=x. Damit lautet die x 
Wellenfunktion endgültig 
p= Yre-'e „4 V2m(V“—E) = —uV,. 
Die normierte Lösung der SoHRÖDINGERgleichung 
Rh? d® 
(5m 10207, 8@)) Pl) = Eple) 


lautet mit der Abkürzung x = Y2m| E|j/k, wobei E<O ist: 
p(x) = Yrexp(—x|x!). An der Stelle 2=0 hat die Wellen- 
funktion einen Knick, also eine unendlich große Krümmung ent- 
sprechend dem unendlich großen Potential an dieser Stelle. 
Die Größe des Knicks, das heißt der Sprung in der ersten Ableitung 
von 9, hängt von der Konstanten aV, ab und wird durch 
Integration der SCHRÖDIngERgleichung über die Singularität 
bestimmt: 


im far(- = —2aV „(2)) p (x) = Ir aa 


0,4 2m 4a 
— (+0) —/(-0)) — 22V, p(0) = 


Mit 9 («)=+xp(2) für e<0 wird daraus 


h2 
m*-2aV,=0 = 


Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Es gibt also nur einen Energieeigenwertt E=— h?y?/2m= —xaV,. 
Setzt man x = 1/2a, so stimmt die Energie mit der halben ‚‚Tiefe‘ 
des ö-Potentials überein, und die Größe des Knicks in der Wellen- 
funktion wird durch die ‚Breite‘ des ö-Potentials bestimmt. 

c) Der Grenzfall eines Kastens mit spiegelnden Wänden geht aus 
Aufgabe 33.2 durch P(0)=0, V,=V.—% hervor. Wegen 
x»— 0, k=konst gehen die Eigenwertbedingungen in tgka= © 
bzw. O über, was ka=nn/2 mitn=1,3,... bzw. 2,4,... zur 
Folge hat. Die Normierung führt auf A) —0, 4 = B}=1ja, so 
daß endgültig die Lösungen lauten: 


1 ER e 


= —— fü ka= — 
P= | sinke = TE 


33.4. Nach Übungsaufgabe 33.3 a) und b) gibt es im ö-Potential nur einen 
gebundenen Zustand 


BR .r — 1 nn nn 
va,)=e*? "oa) Pa= mer! =; V2mı—E,), 


mit der Energie E,. x, hat hier eine andere Bedeutung als in Auf- 
gabe 33.3a). Im quasistationären Zustand wird sich die Energie um 
ein kleines, komplexes Glied ändern: 


B=B,+e Iel<|B.|. 


Für die Wellenfunktion in den Bereichen 1 und 2 


p,(x) = Ae”**-+ Be*”” 1-4 Y2m(V,—E) 
Gala) = Gert =; mE V,) 
gelten die Anschlußbedingungen 
9 (0) = — %,91(0) #»(A—B)=x,(A+B) 
9ı(b) = 93(b) Ac*?+ Bet"?’— (e%b 
9(b)=9,(b) »(Ae*r— Bet*))=—ikleitb. 


Das Verschwinden der Koeffizientendeterminante dieses homogenen, 
linearen Gleichungssystems für A, B und C führt auf die Eigenwert- 
gleichung: 


”—% x tik g-2xb 
“+ #—ik z 


Unter den Voraussetzungen der Aufgabenstellung V, — E,= E, — P; 
und 5>1/x, folgt 
zwkrer,(1+2ie??*). 


34.1. 


3l* 
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Andererseits folgt aus der Definition von k 
€ 
ie ll- gm): 
woraus sich durch Vergleich 
e= —4i(V,— E,)e”?* 


ergibt. Damit lautet die Wellenfunktion des quasistationären Zustands 


BE TORE ER) Ahul _, 
y=e | 2 o(x) ya El „an 2 „20m, 


Mit der klassischen Geschwindigkeit v = Y2(E, — V,)/m = hx,/m 
und der für das ö-Potential charakteristischen Länge d = 1/x, ergibt 
sich für Abklinglänge A=v/y und Zerfallszeit 7 = 1/y 


b 
d d 1 
i=Ze® =. 8 =; [dem —B,). 
0 


Der Vergleich diese Resultats mit (335:22) zeigt, daß der exakt 
berechnete Gamowfaktor mit der dort durchgeführten Abschätzung 
übereinstimmt. An Stelle des Faktors a tritt hier d/4, da die Ab- 
schätzung (335.20) für ein 6-Potential nicht gültig ist. Die Kon- 
stanten der Wellenfunktion werden 

Be 

4(Vı—B,) 

Das exponentiell ansteigende Glied von p(x) im Bereich 1 ist wie 
zu erwarten klein gegen den Abfall. Da weiter & zufällig (infolge 
V,-E,=E,- V,) rein imaginär ist, wird die ursprüngliche Energie 
E, des Zustands nicht geändert. Es ist also mit den Bezeichnungen 
von Abschnitt 335: E,= E(0) “ E(E). 


a) Die Definitionsgleichung wird nach x differenziert: 


Zertrta_ IH) TE H 
ü ee nn! ae et 
Koeffizientenvergleich liefert 
dH, 
N) Ind... ) 


b) Differentiation nach t: 


n! 


22 —t)e®+2t2—9 SoH,@) —2 DH, = SH, I, 
A=0 n! n=0 n=0 (r—1)! 
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Koeffizientenvergleich: 
2xH,„(&)— 2nH,„.-ı(2)=Hr:ıl®)- (2) 


Durch Differenzieren von (2) entsteht: 
Hrs1= 2H,„+ 22 Hn—2nH,-ı: 
H„-ı und H„,, werden der Rekursionsformel (1) entnommen: 
2(n+1) H,„=2H„+22Hn— Hrn 
H4Y —2xH,+2nH,=0. 
Die erste Ableitung wird durch den Ansatz 
Hu(a) =e*"gn(x) 
beseitigt. Für g,(x) folgt die Differentialgleichung 
7 +2(2.— 1)ag+4a(a—1)2°9n+(2n+ 2a) n=0, 
die für «—=1/2 mit der Gleichung (341.9) für die Eigenfunktionen 
übereinstimmt. Bis auf konstante Normierungsfaktoren ist also 
Ei 
mM) my)=e ? Any). 
Im symmetrischen Potential Y(x)= V(-x) sind die Wellen- 
funktionen abwechselnd symmetrisch und antisymmetrisch: 
9m) = Nm 2). 
Die Matrixelemente des Orts verschwinden d.ıher, wenn beide Zustände 
denselben Symmetriecharakter haben: 
Imn= (Pm; &pn)=0 für m—n=0, +23, 4%... 
Dann ist nämlich on Pn symmetrisch, Pm& On also antisymmetrisch, 
so daß das Integral darüber verschwindet. Danach sind die Über- 
gänge m—m-+2,m44,... verboten, was korrespondenzmäßig 
schon in Aufgabe 22.2 gefolgert wurde. 


Für die Matrixelemente von Impuls, Kraft und Potential erhält man 
Pnn= Kun 0 für m—n=0,+42, 4%;... 
Yan=0 für m-n=+1,43,..., 


da V(x) eine symmetrische, K(x) = —dV/dx eine antisymmetrische 
Funktion ist, und der Impulsoperator hö/idx in gleicher Weise wie 
vorher x den Symmetriecharakter des Integranden ändert. 


. Der Separationsansatz @y;n,(%> %2) = Pn, (X) Pr, (%2) führt auf 


DI hen? 
Pr) = Vz sin 14% En = Ent En, = 5: ir): 


Zum untersten Energieeigenwert E,,=E,, . gehört die Wellenfunk- 
tion 9,4 = 91%) Pı (22). Sie ist symmetrisch, also gleichzeitig Eigen- 


41.2. 


42.1. 
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funktion zum Eigenwert +1 des Vertauschungsoperators. Zum zweiten 
Energieniveau E),—=E,,—=E, + gehören die beiden linear unabhän- 
gigen Lösungen 9, (2,)P2 (2%) und 9, (2): (%)- 
Der Vertauschungsoperator transformiert 
beide ineinander. Die Linearkombinationen 


9, = Ir [p1 (2) Pa(a) +P1 (23) Plz] 


sind somit Eigenfunktionen des Vertau- 
schungsoperators zu den Eigenwerten +1. 
Zum dritten Energieniveau E,=E,, ge 
hört die symmetrische Eigenfunktion 93 + 
= 9, (%,) 92%). 


a) 9, läßt sich durch eine TaYLoRreihe dar 
stellen: 


8 
DOCH) =I e,) =. 
Mit 2=rcospsin® und y=r sing sind gilt 
0 _&y 0,0 0 E ER 
nn 
und somit endgültig 


re 8, 
D,=e dr —eh', 


b) Wegen des Zusammenhangs zwischen ®, und I, müssen die Eigen- 
funktionen von ®, gleichzeitig solche von I, sein; es sind die 
Funktionen (9) = €”, m=0, +1, ...., mit den Eigenwerten 
,— hm und 9, — ee”, 


In den Rechnungen erscheint wiederholt das Integral 
co oo 
& d\nr 2 d\n]ı n! 
far r"e "-(-;,) [dr e "-(-,) Grm: 
ö ö 
Bestimmung der Normierungskonstanten 4: 
r -20 2a_1/«\s 
PR nn 2 2 07 BEE ec 
en =r2 [arte 2=—( ik 
Bestimmung der potentiellen und der kinetischen Energie: 


© r 

e 222 2a 

Ba =— (9, p)=—474 € [ar re 0 
0 


= —4n4?e (32) = —1— 
2a 
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2 02 R: FE u u 
= na) are “re % 


© r 
_ I? 2 aa 2 a \2 
= 4nA I Pe I-2&+r(&)] 


_ lo _1,e 

a en 
Im letzten Gleichheitszeichen wurde a, = h’/me? verwendet. Die 
Variation der gesamten Energie 


e? 
E(e)= (5* 2) E 
ergibt «=1, also 
1 A e2 
ze Va 5 u 20, 


42.2. a) Dies (dp? __® dom Ws} 10-3 Ws = 3eV. 


42.3. 


m 2m  2.10%.10% 
b) Hier würde Ex um einen Faktor (10-1%/10-°)? = 10'% größer als 
in a) sein, also groß gegen die Ruhenergie mc? = 0,5 MeV. Daher 
ist eine relativistische Rechnung notwendig: 


B=eimörgrmeVi-+ .. es =) 


h 10-34 


mes “ 10-%.3.108.10-» =150MeV. 


300 Ewzme A 
MET 


10°15 m ist die Größenordnung des Kernradius. Wegen der Un- 
bestimmtheitsrelation muß ein Elektron im Kern ungeheuere 
Energie besitzen und deshalb den Kern sofort verlassen. Es kann 
sich daher grundsätzlich im Atomkern nicht stationär aufhalten. 


Nach (423.18) und (341.8 und 11) ist die gesuchte Änderung der 
Energie 


m w® ee w? h \2 ra 
AR, er M=-7-12 5 #=13 El) er 
o|1 


=) ata 


mit A? = h/mw. Der Querstrich bedeutet jeweils eine Mittelung über 
die ungestörten Wellenfunktionen 9 des harmonischen Oszillators. 
Mitaa'=1-+a!a=1--N liefert die Auswertung zunächst 


(a+at)?= (a +a’+aat-+ata)’= (a-+a’+1-+2N)° 
= a -+at!+(a+at?)(1+2N)-+(1+2N)(a’-+ at) 
+(1+2N)?-+ aat?-+ at?a?. 


42.4. 
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Nur N besitzt Diagonalglieder, nicht aber a und a! oder deren 
Potenzen einzeln. Deswegen verschwinden die Erwartungswerte von 
allen Ausdrücken in der ersten Zeile nach dem dritten Gleichheits- 
zeichen. Für die letzten beiden Terme gilt 


aa®=a(l+ata)at= (1+N)+(1+N)”=(1+N)(2-+N) 
a®a?=atfaa—1)a=N?—N 


womit schließlich 
G@tay=(l+2n + tn) 2m) nm —)=3[1-+-2n(n+1)] 
wird. Die relative Änderung der Energie 


AE, 42 1+2n(r-++]) 
EB 74 2n-+l 


wächst mit der Ordnung des Zustands, da sich das Teilchen bei hoch 
angeregten Zuständen weit von der Ruhelage entfernt aufhält, wo 
das zu x* proportionale Störpotential stärker wirkt. 


Durch sukzessives Einsetzen in (423.17) findet man 


v, es Van Von 
Bam En m 2 ent, WEB) 
| a) 
ger ’ Persia Vai 47 Yın 


m, 1,k (EL, — E,) (EP—E,) (ER—E,) &; 


Der Strich am Summenzeichen bedeutet m, l, k=+n. Ersetzt man 
in den Energienennern E, durch (1), so sieht man, daß bei Ent- 
wicklung der Energienenner in einer Ordnung Zusatzterme in den 
jeweils höheren Ordnungen auftreten. Hier genügt es, die Nenner 
bis zur zweiten Ordnung zu entwickeln (zur Abkürzung wird 
Emn = EI, — ER eingeführt): 


1 1 
EO—E, Var; 
ET 
m n Pe REED 3, n n 
u Ein 
PT: 1 ji Pin Br Vz Vın -H Yon Yan 
on ! 2 3 ® 
Emn En n I EmnEın Emn 


Setzt man diese Entwicklung in (1) ein, so ergibt sich mit der Ak- 
kürzung Uyı= Ymı—Ömı/nn für die Energie bis zur vierten 
Ordnung 
Pam Ui Yin 

Emn Ein 


LER Z 
Bu ER V,, 3 amlmn 1 5 
m 


mn m,tT 
’ Im Onı U,,—6y% Yy um) Yin 


m,l,k Emn Ein Ern 
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43.1. 


43.2. 


43.3. 
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Man sieht, daß jedesmal dann entsprechende Zusatzterme auftreten, 
wenn Summationsindizes übereinstimmen: m=l,1l=k,m=1=k, 
m=k. 


(9, ax) - [arg W-ilyx 
- [| [dwaydzy*;, : (v 2 —2z ” iz 2 Lix 3e)%- 


Durch partielle Integration lassen sich die Ableitungen 0/0x usw. 
nach links werfen, wobei sich das Vorzeichen ändert: 


u A er jr ah 
ee Heat. 


Der Pfeil deutet die Änderung bei der partiellen Integration an. 
Mit diesen Transformationsformeln ist (432.10) bewiesen. 


Mit ?= h’ata-+12 — Al, liefert die Vertauschung von I? und [, 
5 [P, ]=[ata, L]=atfa, L]+[at, ,Ja=atra—hata=0. 
Die Erwartungswerte der Drehimpulskomponenten 
h h 
L=z(a'+a) „=3;(at—a) 


im Zustand Y,, verschwinden, I, = |, = 0, weila'Y,, und aY,„ zu 
Y,„ orthogonal sind, wie aus (432.16) hervorgeht. Mit (432.9) ergibt sich 


@rar=t Were taarae) 
-E-9)- [041m]. 


(J1,)? hat aus Symmetriegründen denselben Wert. Die Schwankungs- 
quadrate sind am größten, wenn der Drehimpuls senkrecht zur 
2-Achse steht (m=0), und am kleinsten, wenn der Drehimpuls 
parallel bzw. antiparallel (m = +!) steht. 


. Die Rekursionsformeln ergeben sich durch partielle Differentiation 


der Definitionsgleichung (433.1) nach « = s/r bzw. & und Koeffizien- 
tenvergleich (die Gleichungen der linken Seite sind jeweils auf 


fa, )=1/Yl1—20C+ = ZaPıl) anzuwenden): 


20040) 2=(6-a) (1) 
en a 
A-2uc+ 2) = 2) Pi=Pla—2tPi-+PLı 


ö ö ’ 7 
2 = 0) 5r (3) IP,={Pi—Pi-ı. 
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Mit (2) und (3) ergibt sich für 0/0£ bzw. Pj der Ausdruck 


It Fra 


IA 14 


j @ Pi=1P,_,+EPL., 
-u (Ita g,)+alge 


(4) in (3) eingesetzt liefert 


u =tall | a)- @-1)a (0) P= 


43.5. Mit (433.27. 19, 9 und 2) ergeben sich die gewünschten Ausdrücke 
für Y,„. Dabei ist = cos®, n=sin#eir. 


Einheits- 
kugel mit 
Knoten- 
linien 


Kugelfunktionen Knotenlinien des Realteils 


Ya=\ 1se-ı) Im; 958°, 140° 


8 ı3/3 Ref?—0 
Ya=|/ — — > -+ 
22 4n 2 2 n 3n 5n Tn 
a er waere 
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44.1. Nach (133.2 und 7) gilt für die Energieterme E,= —hR/n?. Der 
Vergleich mit (443.15) gibt R= ue*/2h?, wenn die Elektronenmasse 
durch die reduzierte Masse (443.17) ersetzt wird. Also gilt 


m 
1+— 
Ra. _ Une M _,, m m __ 3m _ 
er = =1- W ru; 143 1 > 1,0004. 
H 12774 I 
4M 


44.2. a) Vorbemerkung: Können n, und n, alle ganzen Zahlen von 0 bis % 
annehmen, so gibt es (n-+1) Kombinationsmöglichkeiten für 
n=N,+n,. Zum gleichen Wert rn = n,+ n,-+ n, gibt esfür jeden 
Wert n, daher n,+n,+-1=n-—n,+1 Kombinationsmöglich- 
keiten n,+,, denn %, und n, durchlaufen alle Zahlen von 0 
bis a — n,.n, Kann seinerseits alle Werte von 0 bis % annehmen. 
Die Zahl der Kombinationsmöglichkeiten beträgt also insgesamt 


n+l 
h=2(—-n,+)=2i= 
Nnz=0 i=1 


RAHDR+2) 
3 e 


Jedes Energieniveau ist (n+ 1)(n + 2)/2-fach entartet. 


b) Das Niveau 2 muß soviel Drehimpulszustände /, jeder = (21+1)- 
fach entartet, enthalten, daß f;= & fi= & (21--1) gilt. Am 
Zustand 2=0 kann nur der Drehimpuls ! = 0 beteiligt sein. Der 
Zustand %=1 ist 3-fach entartet, so daß nur !=1 in Frage 
kommt. Der Entartungsgrad 6 des Zustands 2=2 wird durch 
Beteiligung von 1=0(}=1) und !=2 (f}=5) erreicht. Weiter 
findet man durch Probieren 


ü 0 oe _ 
fa 1 sı | 6 o| 
zZ 1 3 1+5 3+7 /1+5+49 


o|2|ı]|3Jolala 


An Zuständen mit geradem (bzw. ungeradem) n scheinen also jeweils 
nur Drehimpulszustände mit geradem (bzw. ungeradem) ! beteiligt 
zu sein. Mit = 2: (bzw. = 27-1) gilt auch tatächlich 
A2 
N (4i--1) % gerade 
A+DR+2 


n= 5 = n-1 


2 
>, (4i-+-3) A ungerade. 
[) 
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e) Mit der in b) erkannten Beteiligung der Drehimpulszustände an 
den einzelnen Energieniveaus ergibt sich nachstehendes Term- 
schema. Dabei ist jedes Energieniveau im Sinne von Abb. 442 
durch die Quantenzahlen n und ! charakterisiert. Wegenn=o-+I+1 
liest man aus dem Termschema die in der Tabelle wiedergegebene 
Abhängigkeit ”%(g, l) ab. Ersichtlich ist = 20 +1, also E= 
ho(20o-+1-+3/2)=hw(2n—I1— 1/2). Wie beim Wasserstoffatom 
beobachtet man auch beim 
harmonischen Oszillator eine 


A 
zufällige Entartung. BB.  FESRERHEENE BR: : ORRBERRENN we 
en we nei 
a vd. _____ DI: Bi 
PRRRERR 6. ERS ERBE. HERENER 
es a 2 ÜERRBEEN EE 2 
p 

ee seines 7 
RE ERBEN oo 

a 3 5 


45.1. Die möglichen Übergänge bilden, wie man in der nebenstehenden 
Zeichnung am Beispill=2—1!=1 sieht, drei Gruppen, die jeweils 
einem Sprung der Quanten- 
zahl m um —1,0 und +1 ent- 
sprechen. Die Spektrallinien 
einer jeden Gruppe fallen zu- 
sammen, die ungestörte Spek- 
trallinie spaltet daher dreifach 
auf (normales ZEEMANtriplett). 


45.2 a) Das Quadrat des Gesamt- 
spins ist durch 
=&+9H+& 
Pa (Vı sa (7 +39)? ca 
+@2+39)° 
gegeben. Mit (454.1 und 6) 
und (457.4) wird . 


2 —_ “8 + 0% vn + oY 0% + o®Po'2] i (1) 


E 


Damit ergibt sich für den gewünschten Ausdruck 
SS — 2%) En = [8 + or de -] - 1 + oc? + . -] 
er = [3 + 2(0Po® +...) + (ob)? (od... 


+ IL MERTED) + ...]. 


480 Lösungen zu den Übungsaufgaben 
Daraus . mit 0,0, = —0,0, = io, die behauptete Beziehung 
29) - [343420 Po? + ..)+ 200? +..)]=0, 


nach der &’ nur die Eigenwerte 0 und 2%? haben kann. Da sich die 
Eigenwerte eines Drehimpulsquadrats ©?in der Form #?8S(S +1) 
darstellen lassen müssen, kann S nur die Werte S=0Q0undS =] 
annehmen. 


b) Mit (454.12) und (457.1) gelten zunächst die Hilfsbeziehungen 
02%: = Xr OyX+= iX = H%r- 
Unter ne von (1) folgt 


&y,,= SB ya (2) 4 ya + (ap 16) y® + VE de FIR 


BE I= MI. 
ra=y BORHE- a "Belt 


&y,= 75 Sy-+&%x-, -77 +2 )=29#y 
1 
& Kas = Vz Si Cyan) =0 


Die Spinfunktionen %,,, X__, %, gehören also zum Eigenwert 
S=1; %a, gehört zum Eigenwert S= 0, während y,_undy_, gar 
keine Eigenfunktionen von €? sind. 


51.1. Die 15 Elektronen des Phosphoratoms verteilen sich wie folgt auf 
die ersten drei SLATERschen Gruppen: Die erste Gruppe (ls) kann 
2 Elektronen aufnehmen. In der zweiten (2s, 2p) können sich ins- 
gesamt 8 Elektronen befinden. Die restlichen 5 Elektronen müssen 
also der nächsthöheren Gruppe (3s, 3p) zugeordnet werden. Mit den 
in Abschnitt 515 angegebenen Regeln zur Berechnung der Abschirm- 
zahl s ergibt sich somit: 


B= Zen En 3 


| (> 2 15 — 7:.0,35 — 2 : 0,85 \? 
= +8( 3 ) 


—4. —8. 2“ 2 
| s(= 40,35 u 0,85 — 2 -)\13,6ev 


= — 9,18keV. 


52.1. 


Lösungen zu den Übungsaufgaben 481 


Mit den ungestörten Wellenfunktionen 9,,. von Aufgabe 41.1 lautet 
die Energiestörung in erster Näherung 


Yn,.= [dx d2,|9,, +9 (m —z.|) Eun+=E,+ı+V,,+ 


Da voraussetzungsgemäß V nur in Gebieten, die klein gegen «a sind, 
wesentliche Werte annimmt, und die Wellenfunktionen der tiefsten 
Zustände sich nur in Gebieten der Größenordnung & 
wesentlich ändern, kann man genähert 


fax) V (la — |) = fa) [de Vle)=af)V 


setzen. Für die Störung desersten Energieniveaus E? , 
erhält man somit: 


Y,.+= [and Da) V 


= [üny[ar= 37. 
o 


Das zweite (entartete) Energieniveau Ey. spaltet 
auf: ohne mit 


Y..= 5) |dndalm DEN) IRMPV _ Wecselmirkung 
= [[axday 132) V + [[da,de, 9, VDaMgp2)F2) V 
fan mem far - 27 
zo 


0. 


Das dritte Niveau wird, wie das erste,nur um V, ,—3V/2 verschoben. 
Für abstoßende Teilchen (V positiv) werden infolge der Wechsel- 
wirkung wie beim Helium die nichtentarteten Niveaus (mit sym- 
metrischen Zuständen) angehoben und die entarteten aufgespalten, 
so daß jeweils der antisymmetrische Term tiefer liegt als der sym- 
metrische (siehe Abb.). Der Grundzustand jedoch ist symmetrisch. 


. Mit &,=(E„+E,„+E,)/h, Au=2E,/h lauten die stationären 


Zustände i da ae), 
vo yz [fm PR (2) + Pm(2)P9n (le # 
Durch Addition von y, und w,, entsteht eine nichtstationäre Wellen- 
funktion, die zur Zeit £ = 0 gerade den gesuchten Zustand (1) @,(2) 
annimmt: 
1 
IE 


Aw 


(Yet Yan) = [on aa(2) cos — —i9, (1) m (2) en 


32 Macke, Quanten. 3. Aufl. 
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Nach Ablauf der Zeit xn/dw=nhj2E, = h/4E haben die Elektronen 
ihre Zustände ausgetauscht. Aw/2r stellt daher die Austausch- 
frequenz dar. 


Die Energieniveaus im spiegelnden Kasten sind E, — p7/2 m, mit der 
Abkürzung 


h/n n n, 
Pr = | — &, 2 e,4 .) N, 12:3; :.- 


Im Grundzustand werden die N/2 untersten Niveaus, d.h. alle 
Zustände innerhalb der Achtelkugel |p|<P, P,,,:>0 jeweils 
zweifach besetzt. Mit dem Volumenelement im „n-Raum“ 


du=dn,dn,dn,—" dp= 4rp’dp V=abe 
wird 
a L PN 21 v 4n pa 
3 -N1r[ NE a[» Peg 
N!2 pn p v ep 5 3 P:? 
ö 


Es ergeben sich also für P und E dieselben Ausdrücke (531.6 und 7) 
wie beim periodischen Volumen. Wie ein Vergleich mit Aufgabe 14.2 
zeigt, würde die halbklassische Behandlung (Phasenraumquantelung) 
dieselben Ergebnisse liefern. 


. Der symmetrische bzw. antisymmetrische Ansatz 


R AR 
BES En ae ER) =+]1 
befriedigt mit «= K/2[1-+ P(1-- KR) exp (— K R)] die Normierungs- 
bedingung und mit E=— h?K/2m die Schröpincergleichung für 


x = + R/2. An den Stellen »—= + R/2 muß über X und damit über £ 
so verfügt werden, daß 9 — wie in Aufgabe 33.3b — Knicke auf- 
weist, die den ö-Potentialen entsprechen: 


vet rler)le) 


Das führt auf die Bedingung (K/x) — 1= ßexp(— KR). Diese Eigen- 
wertgleichungkann zum Beispiel graphisch gelöst werden (siehe Abb.l). 
Es gibt höchstens zwei diskrete Eigenwerte K_, K_, die für R— © 
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nahe zusammenrücken und den Wert x annehmen. Die Ergebnisse 
sind für einige Werte von xR in der Tabelle zusammengestellt. 


0,0 

0,5 

1 1,30 
2 1,10 
3 1,05 
4 1,02 
© 1,00 


In Abb. 2 sind die Energieeigenwerte E,le=— (K,/x)® in Ab- 
hängigkeit vom Abstand R aufgetragen. Das für große R einzige 
Energieniveau E,—= E,= —&spaltet bei Annäherung der ö-Potentiale 
in zwei Niveaus auf. 


54.2. Setzt man die Teilchenwechselwirkung in der Form 
2 RE; 
We, )=n dl —2,) =. % 
an, so ergibt sich mit den Einteilchenwellenfunktionen 2:= Yx. 
‚exp(—x|2+R/2|) von Aufgabe 33.3b entsprechend den Aus- 
führungen von Abschnitt 546 
EctßE, 
1+ßs 
Bc=— 22[2e”*R— ns(2R)/2]=—2E[2— (n/2) (1 + 2%.R)]e-?*R 


Eı= — 28 [2s(R)e*?—ns(2R)2]=—2efl + (1— n/2)(1+2%.R)]e”?*R 


E(R)=—2c+ s(R)=(1+xR)e*t 


- f 2xR _3x«R u 
Bo+ßm,_ |} T=Uramperr® ne 
0 3+-m)(I+2%xR) _ver 
| *e TE Ute Ten * Br 


32* 
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Die Energie des antisymmetrischen Zustands (? = —1) hängt nicht 
von der Wechselwirkung ab, dasich hier die Teilchen wellenmechanisch- 
statistisch ausweichen (® = 0 für x, = %,), die Wechselwirkung sich 
aber nur beim Zusammen- 
treffen der Teilchen bemerk- 
bar macht. Die Abbildung gibt 
den Energieverlauf E(xR) im 
antisymmetrischen und sym- 
metrischen Fall, in letzterem 
für verschiedene Wechselwir- 
kungsstärken n, wieder. 


62.1. a) DieIntegralgleichung(622.1) _ 
für & 
y@)= et? 
ae) 
+ a’ ek al (a) 
B_ REN 


ik “— 


E(xR) 


A= 


stellt sich bei 6-Potentialen als trivial heraus. Setzt man nämlich 
in (1) x= 0 bzw. a, so erhält man zwei Bestimmungsgleichungen 
für 9(0) und p(a). Mit den Reflexions- und Durchlaßkoeffizienten 
der einzelnen ö-Potentiale gemäß (613.8), 


a 1 
Year yelTlTz 
___W _ ‚eika = grika_ __1 
Ry= To Dr=1+% e — I-%’ 
ergibt sich 
_ d+Rg)(+Rp) -ikay(a) — _D6Ds 
0) = 1— RgRp. e p(a)= 1— RoRp. “ 


Die Ausdrücke (622.2) für R und D lauten damit 


ü ee 

R=09(0) + et°pla)=g)—1=- nn er] 
2 Dali 

D=1+.9(0) +we'kep(a)=Y(a)e Fe . 


b) Mit den ersten Bornschen Näherungen für 
Pax) = e 
P() = 09% (x) + aeikiz + a’ eika „ik\x-al 


Pr (x) =9q (x) + aZeikiel + aa’ (er \a! +ika + eklw-al) eika 
= aleikie-al+ika 


ikx 
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ergibt sich für die Reflexions- und Durchlaßkoeffizienten 


R=0 D=1 
RB,=a-+u'eike D,=1+0+0 
R=R-+® D,=D,+a? 

+ (2a + oa'?)e?ika tal Heike) tar, 


Diese Koeffizienten des Gesamtpotentials lassen sich aus den ent- 
sprechenden Koeffizienten R;, Ry, D,, D;-, der einzelnen ö-Potentiale 
zusammensetzen, wenn man diese bis zu der jeweils interessierenden 
Ordnung entwickelt und den Bornschen Näherungen eine anschau- 
liche Bedeutung durch 

folgende Bilder gibt: 4 B B' q 


0. In nullter Näherung Ry=0 Dg=1 
wird die einlaufende 
Welle nicht gestört: 


1. In erster Näherung gehen von den Störstellen Streuwellen aus, 
die sich überlagern, aber ihrerseits nicht gestört werden (Einfach- 


streuung):! ’ 
1 ß BA 
R=R;+R,, 
= ut u’e2ika Ra Dg-7 
R 
D, = D; ara Dy —1 Ag! 1 
=1-+-a+0’ 


2. In zweiter Näherung gehen von den Störstellen Streuwellen aus, 
die beim Passieren der jeweils anderen Störstelle weitere Streu- 
wellen erzeugen (Zweifachstreuung): 


Dt 
R Rg:Dg (O5-1Dp: D 


Rz‘ 


R,= R3+ Ra Do+ (D,— U R,= RB; + (2 D,—1)Ry 
z0+02+(2+2%— 1)(@’ + 0’?)e?ika 
za -to?+ (a 420’ + o'?)erika 
D,=1+D,—1+(D,—1)D;,+ Ra. R;= D;Dy, + ReRy 
=(1+a+ad)(1+0’ a) + ua’erika 
si+o+a + tar aa (l+eike), 


Rp! Rg 
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63.1. Mit der Streuamplitude (634.5) in erster Bornscher Näherung be- 


rechnet sich der Streuquerschnitt zu 


Ta a (e) Fay(e) 
ER /E eittyp(e)eitt w 1) [aQeiree- ”, 


Andererseits ist nach (633.5, 6 und 11) die Streuamplitude in zweiter 
Näherung 


fo (e) = Fayle) +/ 46 erikery En w(r)eitt. 


Wegen w(r)=w(—t) ist f‚(e) reell, so daß der totale Wirkungs- 
querschnitt durch 


4n 
Orotee) = EAN (0) 
eik|t-v/| 
tr 


- [E [Er unetwe) FE Im 


gegeben ist. Dieser Ausdruck ist reell, wie man sofort sieht, wenn man r 
und r‘, also die Bezeichnung der Integrationsvariablen vertauscht. 
Wegen 


+1 


fagere-9= 20 [dteik-rit— 
1 


4 eik|r-r/| 
n Im 


t—r| 


ist Gera) 7 tot (2)> wie behauptet. 


VERZEICHNIS DER VERWENDETEN FORMELZEICHEN 


Hinter der Bedeutung eines Zeichens ist diejenige Formel angegeben, in der es zum 
ersten Male auftritt. Abkürzungssymbole und gewöhnliche Koordinaten sind nicht mit 


angeführt. 


A Massenzahl eines Atomkerns 
(115.3), Observable (231.13) 

a Zur Behandlung von Oszillator- 
und Drehimpulszuständen: Matrix 
(242.3), Differentialoperator 
(341.12) und HiLBErroperator 
(124.2) 

a, BoHrscher Radius (143.7) 

‚A zur Observablen A gehörig (742.10) 

A Vektorpotential (451.1) 


B Observable (231.18) 


[3 zu B gehörig (742.10) 
3 Magnetfeldvektor (451.1) 


C Wärmekapazität (124.3) 
c Lichtgeschwindigkeit (132.1), 
Schallgeschwindigkeit (125.6) 


D Durchlaßkoeffizient (324.7), infini- 
tesimaler Drehoperator (755.1) 
df Flächenelement (221.1) 
dr differentieller Vektor (212.2) 
dx,dp Volumenelement im Ortsraum 
(313.1), im Impulsraum (531.5) 
ö/dx Differentialoperator des Orts 
(211.4) 
E Energie (116.3) 
e,€ Elementarladung (114.2), (116.2) 
€ elektrische Feldstärke (221.1) 
e Einheitsvektor (211.2) 


F Farapaysche Konstante (111.4) 

f Zahl der Freiheitsgrade (142.1), 
Spektralfunktion (321.8), Streu- 
amplitude (631.3), Wellenfunktion 
(125.3) 

G Gamowfaktor (336.21), Integral- 
kern (621.5) 

g gyromagnetischer Faktor (453.7), 
=2g+1 Spinbesetzungszahl (531.5) 

H Hamitronfunktion (142.1), -matrix 
(233.3), -differentialoperator 


(312.9), -operator im HıLBEerrraum 
(717.4) 
Hamıtroxscher Differentialopera- 
tor (742.8) 

h,h Prancksches Wirkungsquantum 
(121.3) 


i imaginäre Einheit (221.3) 


J Phasenraumintegral (141.5), 
Strom (313.8) 

% Drehimpulsoperator (724.18) 

j Drehimpulsquantenzahl (455.3) 

i Stromdichte (331.7), Drehimpuls- 
operator (454.19) 


k Bourzmannsche Konstante (112.1) 
8 Kraft (212.1) 
f Wellenzahlvektor (311.2) 


L Loscamivtsche Zahl (113.1), La- 
aRaNnGEfunktion (213.3) 

! Drehimpulsquantenzahl (432.12) 

% Drehimpuls (212.2) ! 

! Drehimpulsoperator (431.13) 


M Masse (113.3), Drehimpulskompo- 
nente (142.5) 
M Molekulargewicht (113.1) 
M, Spinquantenzahl (457.8) 
m Masse (112.1), Drehimpulsquan- 
tenzahl (431.16) 


N Teilchenzahl (113.3), Neutronen- 
zahl eines Atomkerns (115.5), 
Leistung (122.2), Matrix (243.2) 
bzw. Differentialoperator (341.15) 
beim harmonischen Oszillator, 
Normierung (313.1), Operator der 
Teilchenzahl (316.12) 

n Hauptquantenzahl (442.7), Eigen- 
wert des Teilchenoperators (316.13) 

P Impuls (311.2), Spiegelungsopera- 
tor (413.2), Vertauschungsopera- 
tor (413.9) 
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P, Lesexnpresche Polynome (433.1) 
p Impuls (141.2), Eigenwert des 
Spiegelungsoperators 413.2), des 
Vertauschungsoperators (413. 10) 
N, p Impuls (212.2), (215.7) 


q Ortskoordinate (142.1) 


R universelle Gaskonstante (112.1), 
Rypserefrequenz (133.3), Re- 
flexionskoeffizient (324.7), unitäre 
Transformation (734.2) 

t Ortsvektor (211.2) 


S Spinquantenzahl (457.8), unitärer 
Operator (716.9), Dysonsche 
S-Matrix (733. ss 

s Spinquantenzahl (453.3), Spin- 
koordinate (524.2), Abschirmung 
(515.3) 

€. 3 Spinvektor (457.6), (453.5) 

& Schwerpunkt (212.2) 

T absolute Temperatur (112.1), Spek- 
tralterm (133.1), kinetische Ener- 
gie (211.3), Periode (221.3), Trans- 
formation im HıLgErrtraum (751.1) 

t Zeit (122.2) 


U elektrisches Potential (134.1), uni- 
täre Transformation (733.3) 
u Wellenfunktion (125.6) 


V potentielle Energie, mechanisches 
Potential (116.1), Volumen (125.10) 
v Wellenfunktion (453.9) 
vb, v Geschwindigkeit (215.14), (112.1) 
{OD Normierungsvolumen (531.1) 
W Wirkungsintegral (213.2), Wahr- 
scheinlichkeit (244.8) 
w Wahrscheinlichkeitsdichte (244.8), 
Störpotential (621.2) 
Y allgemeine Kugelfunktion (432.15) 


Z Ordnungszahl, 
(115.1) 


Kernladungszahl 


& Feinstrukturkonstante (456.11) 

T Niveaubreite des Compound-Zu- 
stands (654.1) 

y Übergangswahrscheinlichkeit 
(222.2), Zerfallskonstante (335.9), 
Dämpfungskonstante (336.10) 

A LaPLacEoperator (125.6) 

Ömn KRONECKER-Symbol (231.14) 
ö(x) Diracsche Deltafunktion (333.8) 

6, Streuphasen (641.10) 


Verzeichnis der verwendeten Formelzeichen 


& Energie (515.4), Ladungskonstante 
der Elektronenwelle (741.6) 

&, Dielektrizitätskonstante (116.2) 

n Energiedichte (533.10), hermiti- 
scher Operator (751.4) 

© Desvssche Temperatur (125.16), 
Translationsoperator (752.1) 

% Drehoperator (755.1) 

x reziproke Reichweite (635.15) 

4 Wellenlänge (132.7), Abklinglänge 
(335.9) 

4 magnetisches Moment (442.6), 
Massenkonstante der Elektronen- 
welle (741.3) 

» Frequenz (141.5) 

€ Einschaltfunktien (335.4) 

e Massendichte (314.1), Teilchen- 
dichte (516.7), gemischte Dichte 
(533.3), radiale Quantenzahl (442.7) 

co Wirkungsquerschnitt (116.12), 
Paruische Spinmatrizen (453.12) 

t charakteristische Zeit beim Wel- 
lenpaket (322.13), mittlere Lebens- 
dauer (222.4), Zerfallszeit (335.5) 

® Mehrteilchenwellenfunktion 
(516.2), HıLzerrvektor (715.3) 

9 Azimut (142.5), (meist zeitunab- 
hängige) Wellenfunktion (317.2) 

x Wellenfunktion (411.12), Spin- 
funktion (453.11) 

Y Mehrteilchenwellenfunktion 
(525.1), HrLgertvektor (731.2) 

%y (meist zeitabhängige) Wellenfunk- 
tion (312.3) 


yt, y Erzeugungs-, Vernichtungsopera- 
toren (317.8) 
2 Raumwinkel (116.13), Kreisfre- 


quenz (312.4) 
& Kreisfrequenz (121.2), Winkelge- 
‚ schwindigkeit (452.5) 
& Differentialoperator der Elektro- 
nenwelle (741.9) 
Deutsche Buchstaben kennzeichnen im 
allgemeinen Vektoren, z.B. 
= 20,4 ye,+2%- 
Ausnahmen bilden lediglich die Dreh- 
impulskomponenten: 
I=L,e,+1,e,+Le, 
8 = 3,8,+3,8,+ 9%- 


'Maßeinheiten (z.B. m, kg, s) sind stets 


durch senkrechte Buchstaben charakteri- 
siert. 


SACH- UND NAMENVERZEICHNIS 


ABeusche Gruppe 366 

Abschirmzahl 250 

Absorptionsquerschnitt 321f. 

Adiabatensatz 415 

Alkalispektren 246 ff. 

Antisymmetrieprinzip 178, 265ff., 431ff. 

Äquivalenz von Teilchen und Wellen 435ff. 

atomare Einheiten 18 

Atombegriff 1 

Atomeigenschaften, periodische 239f. 

Atommodell, RUTHERFORDsches 11 

—-, SLATERsches 249 ff. 

—, statistisches 273. 

Atomspektren 35ff., siehe auch Term- 
schema - 

Atomvolumen 239 

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 95, 
391ff., 403, 426 

—, des Oszillators 161ff. 

Aufspaltung entarterer Terme siehe 
Termaufspaltung 

Austauschenergie beim Helium 262 

—, mechanisches Modell 263 

— bei HArTREE-Fockscher Näherung 269 

— und gemischte Dichte 278f. 

— bei metallischer Bindung 286 

— beim Wasserstoffmolekül 296 

Auswahlregeln beim kugelsymmetrischen 
Potential 207 

— beim Öszillator 73, 76, 93, 160 


115, 


BALMERSserie 46 

Bändertheorie der Metalle 287 ff. 

Bahndrehimpuls siehe Drehimpuls 

Bindung, chemische 281 ff. 

Bindungsenergie der Metalle 287 

— des Wasserstoffatoms 45 

— des Wasserstoffmoleküls 296 ff. 

Boursches Korrespondenzprinzip 73 ff. 

— Wasserstoffatom 44ff. 

BorLtzmannsche Konstante 3 

BoutzmAnnverteilung 22 

Borxsche Näherung 310f., 325ff., 343, 
350ff. 

Bosszstatistik 432 


BREIT-WiGnEr-Formel 355 
Brownsche Bewegung 6 


chemische Bindung 281 ff. 
Compoundzustand 353 
Comproneffekt 33 ff. 
Comrronwellenlänge 35 


Darronsche Gesetze 2 

Darstellung, HEISENBERGsche 399 ff. 

—, SCHRÖDINGERsche 401 ff. 

Dr Brosuiesche Beziehung 102 

— Materiewellen 103 

Desyesche Temperatur 30 

— Theorie der spezifischen Wärme 26ff. 

Deltafunktion 143 

Deltapotential 156, 289, 305 

Deltasymbol 79, 264 

Determinierbarkeit. in der Quanten- 
mechanik 50, 98#f., 398 

diamagnetisches Moment 221 

Dichte, gemischte 278#t. 

— der Aufenthaltswahrscheinlichkeit 95, 
115, 391ff., 403, 426 

Differentialoperatoren 106 ff. 

Diracsche Störungsrechnung 405fi. 

Dissoziationsenergie des Wasserstoff- 
moleküls 298 

Drehgruppe 452 

Drehimpuls, Eigenwerte 43, 191 ff., 197, 
207 

—, Vektormodell 230 

Drehimpulsoperator 193,229, 390, 421, 454 

Drehimpulssatz, klassisch 56, 64 

—, quantenmechanisch 111 

Durong-Peritsche Regel 25 

Durchlaßkoeffizient 133, 303 ff. 

Dysossche S-Matrix 405, 409 


EHRENFESTsche Sätze 112 

Eigenfunktionen des Drehimpulses 194 ff. 

— des Hamitroxoperators 141, 159, 174 

— des Oszillators 161 ff. 

— im kugelsymmetrischen Potential 205 

Eigenvektoren des HıLBertraums 360, 
388 
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Eigenwerte des Drehimpulses 191ff., 197, 
207 

— des Hamıttoxoperators 96, 159, 360 

— der Öszillatorenergie 22, 73, 93, 161 

— von Matrizen 96, 359f. 

Eigenzustand 141 

Einschaltfunktion 410 

Eıssteimsche Theorie der spezifischen 
Wärme 24ff. 

elastische Streuung, nach Drehimpulsen 
entwickelt 330f. 

Elektronenbänder in Metallen 288 

Elektronenhülle, Hamırronfunktion 171 

Elektronenradius, klassischer 91, 156 

Elektronenschalen 240, 283ff. 

Elektronenspin 223ff., 234 ff. 

Elektronenstoßversuche 37f. 

Elektronenvolt 45 

Elektronenwelle 102ff., 415ff. 

Elektron im elektromagnetischen Feld 
215f. 

— im kugelsymmetrischen Potential 
202fE. 

—, Ladung, Masse 9, 435 

Elementarladung 7 ff. 

Energie, Minimaleigenschaften 178f. 

Energieinhalt fester Körper 24ff. 

Energiequanten 20f. 

Energiesatz, klassisch 56, 62 

—, quantenmechanisch 110 

Energieunbestimmtheit 153f. 

Energievertauschung 82ff. 

Energiezustände des Oszillators 22, 73, 
93, 161 

— des Wasserstoffatoms 45, 171, 211 

Entartung 174, 332 

Entwicklungssatz 371 

Erhaltungsgrößen bei gebundenen Zu- 
ständen 173ff. 

— inder klassischen Mechanik 54ff., 62ff. 

— in der Matrizenmechanik 83 

— in der Wellenmechanik 107fl. 

Erwartungswerte 94, 115, 358, 361, 
378. 

Erzeugungsoperator 159, 196, 388, 423 


Faranavsche Konstante 8 

Feinstruktur des Wasserstoffatoms 231ff. 
Feinstrukturkonstante 225 

Fermigas 271#. 

Fermikugel 272 

Fermistatistik 432 
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Fovriektransformation 125 

FRANcK-HERTZ-Versuch 37f. 

freie Teilchen 123 ff. 

Freiheitsgrade beliebiger mechanischer 
Systeme 59 

— eines festen Körpers 24 


GALILEItransformation 64 

Gamowfaktor 153, 315 

Gavssverteilung 130 

gebundene Teilchen 135ff., 140ff., 168ff. 
Gleichverteilungssatz 19 

golden rule 352, 410 

Grundeinheiten, natürliche 18 

Gruppe 365 

— der Drehungen 452 

— der Ortstranslationen 446 

— der Zeittranslationen 443 
Gruppengeschwindigkeit 104, 107, 127,416 
gyromagnetischer Faktor 224 


Hanmıstonfunktion 61 

—, Invarianzeigenschaften 62ff. 

HaAmıLToNXmatrix 84 

— des Oszillators 91 

Hanmıtroxoperator 106ff. 

— des Zweiteilchenproblems 167 

—, Invarianz 440ff. 

— unabhängiger Teilchen 172 

Hamıtronsches Variationsprinzip 58 

harmonischer Oszillator siehe Oszillator 

HARTREE-Focksches Näherungsverfah- 
ren 267 ff. 

HArTREEsches Näherungsverfahren 251 fl. 

Hauptquantenzahl 208 

HEISENBERGdarstellung 399f. 

HEISENBERGsche Matrizen 71ff. 

— Quantelungsvorschrift 86, 357 

— Unbestimmtheitsrelation 41, 97 ff., 128, 
144 ff., 163, 183ff., 386. 

Helium, Austauschenergie 262 

—, Gesamtenergie der Elektronen 260 

—, Grundzustand 257. 

—, Ionisierungsenergie 256 

—, Termschema 260ft. 

Hrrmıtesche Polynome 162, 168 

hermitisch konjugierter Operator 166, 
372 

Hermitizität 80, 84, 166, 375 

heteropolare Bindung 284 

HiLBERrTraum 356, 363 
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HırBerrraum Basis 370 
— Metrik 367 ff. 

— Operatoren 371ff. 
HıLBERTvektoren 363, 400 
Hohlraumstrahlung 18ff. 
homöopolare Bindung 284 


Impuls, kanonisch konjugierter 60 

Impulsoperator 106 

— in Kugelkoordinaten 192 

Impulssatz, klassisch 55, 63 

—, quantenmechanisch 111 

inneres Produkt von Funktionen 171 

— von Vektoren 368 

Integralgleichung der Streuung 307#., 
324f. 

JIonisierungsenergie des Heliums 256 

— des Wasserstoffs 256 

Isomorphiesatz 453 


Kausalität 99 

kanonische Bewegungsgleichungen 60f. 
— Vertauschungen 84ff. 

kanonisch konjugierter Impuls 60 
Knotensatz 141 

Kombinationsprinzip, Rırzsches 36, 116 
konservative Systeme 57 

Korrelation 252, 260 
Korrespondenzprinzip, BoHRsches 738. 
KroneEckersches Deltasymbol 79, 264 
Kugelfunktionen 197, 200 


Laarangefunktion 58 

— des Elektrons 216 
Lagrangescher Formalismus 57 ff. 
Larmorfrequenz 220 
LarLaceoperator 28, 105 

— in Eugelkoordinaten 275 
LEGENDREsche Polynome 198 ff. 
Leuchtelektron 246 
Lichtquantenhypothese 32 
linearer Operator 367 
Linienbreite, natürliche 156 
Lorentzkraft 216 
LoscHumiptsche Zahl 4 
LyMmanserie 46 


magnetisches Moment 221ff., 229 
Matrixelement 72, 164 

Matrizen, diagonale 79 

—, Eigenwerte 3598. 

—, geometrische Bedeutung 359f. 
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Matrizen, HEISENBERGsche 71fl. 

—, hermitisch konjugierte 80 

—, inverse 81 

—, physikalische Bedeutung 93ff. 

—, Rechnen mit 77f. 

Mehrteilchenprobleme in 
mechanik 166£. 

Meßwert 94 ff. 

metallische Bindung 285f. 

Metrik eines Vektorraumes 367f. 

Mituikanscher Öltröpfehenversuch 8 

Minimaleigenschaften der Energie 178ff. 

Minusvertauschung 83, 420 

Moment, diamagnetisches, paramagne- 
tisches 221. 

MosEuL£ysches Gesetz 246 


der Wellen- 


Näherungsverfahren bei gebundenen Zu- 
ständen 181ff. 

— bei Streuproblemen 306fi, 325f, 
34lf. 

Newronsche Bewegungsgleichung 53 

nichtelastische Stoßprozesse 345 ff. 

Normierung 107, 392 

Nullpunktsenergie 98 


Observable 356 

—, Eigenwerte 378f. 

—, unvertauschbare 384ff. 

—, vertauschbare 381 fl. 

Operator, Differential- 106 ff. 

—, Erzeugung, Vernichtung 159, 196, 
388, 423 

— im Hıusertraum 371f. 

—, hermitisch konjugierter 166, 372 

—, linearer 367 

—, Permutation, Spiegelung 177, 381 

Orthogonalität 142, 361 

Orthogonalsysteme von Funktionen 142, 
161, 198, 200 

— von Vektoren 369ff., 387 ft. 

Orthohelium 260 ff. 

Ortsfunktion, antisymmetrische 261, 265 

—, symmetrische 262, 265 

Ortszustände 421f., 437 

Oszillator, Aufenthaltswahrscheinlich- 
keit 161 

—, Auswahlregeln für Strahlung 73, 76, 
93, 160 

—, dreidimensionaler 213f. 

—, Eigenfunktionen 161ff. 

—, Energieniveaus 22, 73, 93, 161 
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Oszillator, Hamırronfunktion 89 

— im HiLBERTraum 388ff. 

— im Phasenraum 39ff. 

—, matrizenmechanische Behandlung 88 ff. 
—, wellenmechanische Behandlung 157 ff. 
Oszillatorstärke 156 


Parahelium 260ff. 

paramagnetisches Moment 221 
PascHen-Back-Effekt 231 
Paurisches Auswahlprinzip 119, 178 
— und Elektronenspin 264 ff. 

— und Schalenstruktur 241 ff. 
Pautrigleichung 229 

Pauuische Spinmatrizen 228 
periodische Atomeigenschaften 239 ff. 
periodisches Potential 287 
Periodisches System 240 
Permutationsoperator 178, 381 
Phasengeschwindigkeit 103, 127 
Phasenraum 40 

Photoeffekt 32 ff. 

Praxcksche Hypothese 22, 32, 102 
Prancgsches Wirkungsquantum 17ff., 22 
Plusvertauschung 119, 420 


quadratische Schwankung 96, 145 

Quantelungsvorschrift, HEISENBERGsche 
86, 357 

—, SCHRÖDINGERsche 106, 358 

Quantenbedingung im Phasenraum 40 

Quantenhypothese, Prancksche 21 

Quantenzahlen im kugelsymmetrischen 
Potential 206f. 

quasistationäre Zustände 147 ff. 


radiale Quantenzahl 206 

reduzierte Masse 16, 212 
Reflexionskoeffizient 133 

— beim 6-Potential 305 

— beim komplexen Potential 306 

— beim rechteckigen Potential 303 

—, Berechnung durch Variation 315#f. 
Resonanz bei Stoßprozessen 353 ff. 
Rırzsches Kombinationsprinzip 36, 116 
— Variationsverfahren 181 ff. 
RÖöNTGEnspektren 244 ff. 
RUTHERFORDsches Atommodell 11 
RUTHERFORDsche Streuformel 12ff., 330 
Rypsergfrequenz 35, 46 


Schalenstruktur 240ff., 283 ff. 
ScHröpIngerdarstellung 401 ff. 
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ScHröpinGergleichung 106, 166ff., 170, 
401 ff. 

SCHRÖDINGERsche Materiewellen 105 

— Quantelungsvorschrift 106, 385 

— Störungsrechnung 186 f., 411ff. 

Schwankungserscheinungen 4ff. 

Schwankungsquadrat 96, 145, 385. 

ScHhwarzsche Ungleichung 369 

Schwerpunkt 55, 112, 429 

Schwerpunktsbewegung 112ff., 418 

Schwerpunktsatz, klassisch 56, 65 

—, quantentheoretisch 112 

Schwerpunktsystem 16, 346 ff. 

ScHWINGERsches Variationsverfahren 
344f. 

Selbstwechselwirkung 
wellen 114, 438ff. 

Separation der Wellengleichung 172 

— in Kugelkoordinaten 191f. 

Singulettsystem 251 

Srarersches Atommodell 249f. 

SOMMERFELDsche Feinstrukturkonstante 
225 

Spektren siehe Termschema 

Spektralfunktion 29, 125, 130 

spezifische Wärme fester Körper nach 
DeByE 26f. 

— nach EiısstEin 24ff. 

Spiegelungsoperator 177 

Spinabsättigung 295 

Spin-Bahn-Kopplung 232 

Spinmatrizen 228 

Spinvariable 265 

statistische Deutung der Quantenmecha- 
nik 95, 113 

statistisches Atommodell 273 ff. 

STERN-GERLACH-Versuch 223 

StırLInGsche Formel 16 

Störungsreehnung, DirAacsche 405ff. 

—, SCHRÖDINGERsche 186ff., 411ff. 

Stoß eines Wellenpakets 131ff., 300ff. 

Stoßprozeß, nichtelastischer 345 ff. 

Strahlungsleistung 19, 68 

Streuamplitude 318, 325, 334ff., 348 

Streumatrix 405 ff. 

Streuphasen 333ff., 338, 341 ff. 

Streuquerschnitt 14, 351 

—, differentieller 15, 320, 337 

Streuung am CouLoMppotential 12, 329 

— am ö-Potential 304ff., 327 

— an der Potentialkugel 328, 338 

— am komplexen Potential 305f. 


von Elektronen- 
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Streuung am rechteckigen Potential 301 ff. 

— am Yukawa-Potential 329 

—,elastische, nach Drehimpulsen ent- 
wickelt 330ff. 

—, Integralgleichung 307, 324 

Symmetrieeigenschaften gebundener Zu- 
stände 176ff. 

Symmetrieoperator 177, 381 


Teilchendichte, quantenmechanische 279, 
429 

Teilchen, freie 123ff. 

—, gebundene 135ff., 140ff., 168fk. 

—, unabhängige 172 

— -Wellen-Äquivalenz 435ff. 

Term 35 

Termaufspaltung bei Alkalien 212, 247 

— bei Molekülen 291ff. 

— bein Helium 263 

— beim ZrEManeffekt 208, 230 

— durch Spin-Bahn-Kopplung 234 

— im periodischen Potential 288 

— und Schalenstruktur 243 

Termbreite 156 

Termschema der Alkalien 248 

— der Hüllenelektronen 243 

— der RÖNnTGENspektren 245 

— des Heliums 260£. 

— des Wasserstoffs 35, 212 

— eines kugelsymmetrischen Potentials 
208 

THoMAS-FERMI-Gleichung 275 

— -Modell 273 £. 

THomas-Korrektur 233 

totaler Wirkungsquerschnitt 321ff., 337, 
347 

Transformation, unitäre 373, 398 

Translationsgruppe der Zeit 443 

— des Orts 446, 449 

Triplettsystem 261 

Tunneleffekt 149, 313 


Übergangswahrscheinlichkeit 70, 156, 
408E. 

— beim Oszillator 93, 164 

— beim unelastischen Stoßprozeß 351 

Ultraviolettkatastrophe 20 

Umschaltfunktion 150 

unabhängige Teilchen 172 

Unbestimmtheitsrelation für Ort und 
Impuls 41, 97fl., 128, 144ff., 163, 
183ff., 386 
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Unbestimmtheitsrelation für Energie und 
Zeit 153ff. 

unitäre Transformation 373, 398 

Ununterscheidbarkeit 171, 178, 252, 261. 
266, 268, 426 


Valenzelektron 246 

Variationsprinzip, Hamitrtonsches 58 
Variationsverfahren, Rırzsches 181ff. 
—, SCHWINGERsches 344 ff. 
Vektormodell des Drehimpulses 230 
Vektorraum 366 

—, Metrik 367 ff. 

—, N-dimensionaler 364 ff. 
Vernichtungsoperator 159, 196, 388, 423 
Vertauschung, Drehimpuls- 196, 390, 421 
—, Energie- 82ff. 

—, kanonische S4fl. 

—, Minus- 83 

—, Plus- 119 

Vollständigkeitsrelation 143, 187 


Wahrscheinlichkeitsamplitude 116, 392, 
403, 426 

Wärmekapazität, nach DEBYE 26 ff. 

—, nach Einstein 24ff. 

Wasserstoffatom 209f. 

—, BoHursches 44ff. 

—, Energiezustände 45, 171, 211 

—, Feinstruktur 231 ff. 

—, Hamırtronfunktion 171 

—, Ionisierungsenergie 256 

—, Radius 45, 211 

—, Termschema 212 

Wasserstoffmolekül 293 £. 

—, Dissoziationsenergie 298 

— nach HEITLER und Lonpon 295ff. 

—, Kernschwingungen 298 

Wasserstoffmolekülion 290ff. 

Wellenfunktion 107 

— für zwei Teilchen 167 

—, Verlauf 138 

—, zweikomponentige 225 

Wellengleichung 104, 106, 417ff. 

—, Separation 172 

Wellenpaket 125 

—, Schwerpunktsbewegung 112, 418 

—,Stoß 131ff., 300f. 

—, Zerfließen 115, 129 

Wellenquantelung 116ff., 415ff. 

Wellen-Teilchen-Äquivalenz 435ff. 

Wellenzahl 104 A 

Wirkungsquantum 17ff., 22 
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Wirkungsquerschnitt 10, 408ff. Zeittranslationsgruppe 443 

—, Absorptions- 321 ff. Zentrifugalkraft 195, 203 

—, Streu- 14, 320, 337, 351 Zerfall von Bindungszuständen 149 ff. 
—, totaler 321ff., 337, 347 Zerfließen von Wellenpaketen 115, 129 
WKB-Methode 120ff., 313 Zustände, freie 123ff. 


Yuvkawapotential 329 
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NATURKONSTANTEN 


Prancksches Wirkungsquantum h = 6,625 - 10°3+ Ws? 
h = h/2r = 1,054 : 1073: Ws? 
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit c = 1/Veuu = 23,99793 - 10° m/s 
Permeabilitätskonstante Ko = &r : 1077 Vs/Am 
Dielektrizitätskonstante &, = 8,854 : 10°12 As/Vm 
1/4rce, = 8,988 - 10° Vm/As 
Ladung e = — 1,602 - 10719 As 
€ = e/V4 re, = — 1,519 - 1014 (Wsm)il2 
Ruhmasse des Elektrons m = 9,108 - 10°?! kg 
Ruhenergie des Elektrons mc? = 0,511,MeV 
Verhältnis der Protonen- zur Elektronenmasse m,/m = 1836,1 
Masse des Protons m, = 1,672 - 10°” kg 
Masse des Neutrons m, = 1,675 : 10°” kg 
Bonsscher Radius a, = h?lme: = 0,52917 - 1071 m 
Compronwellenlänge des Elektrons 2raa, = himc = 2,426 - 101? m 
Klassischer Elektronenradius 1, = aa, = &?/mc? = 2,818 - 10-15’ m 
Kernradius-Einheit R, = 1,2: 10° m 
Feinstruktur-Konstante a = E?/hc = 7,2973 - 10°? = 1/137,04 
RyYDBErgfrequenz R = met/2h? = 2,06697 - 1016 s7! 
RyoBerekonstante R/2rc = 1,097373 - 10° m! 
Ladungskonstante der Elektronenwelle e=e/h = 1,519 1015 Vriscı 
Massenkonstante der Elektronenwelle u = mh = 8,638 : 10°? m”? s 
Spezifische Ladung des Elektrons elm = e/u = — 1,7589 - 101! As/kg 
Bonksches Magneton Aolje| h/2m = 1,165 - 10° Vsm 
le!h/2m = 0,9273 - 10-3 Am? 
BoLtzmannsche Konstante k= 1,380 - 1023 Ws/grd 
LoscHmiptsche Konstante L/kmol = 6,023 - 1026/kmol 
Gaskonsiante für ein kmol R= kL= 8,314 : 103 Ws/grd 


FArADAYsche Konstante = 1,986 kcal/grd 
Energieeinheiten F/kmol = |e| Z/kmol = 9,649 . 107 As/kmol 
1 Ws = 1 kg m?/s? 
leV = 1,602 - 10-19 Ws 
lkcal = 4185 Ws 


ATOMARE EINHEITEN 


Masse m = 9,108 - 101 kg 

Ladung e = —1,602 - 10719 As 

Wirkung, Drehimpuls h = 1,054 - 10°°4 Ws? 

Länge a, = h?/me? = 0,52917 - 10-10 m 

Energie ea, = met/h? = 27,21 eV = 4,3590 - 10-18 Ws 
Geschwindigkeit v = ac = €2/h = 2,188 - 10° m/s 

Zeit ao[ü, = h’lmet = 2,419 - 10=17 8 


Magnetisches Moment j le!h/2m = 0,9273 - 10° Am? 
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